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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage der 
zweiten Abteilung. 



Der Lehrgang dieses zweiten Teiles wurde durch ähnliche Er- 
wägungen Yorgezeichnet, wie der des ersten. Zunächst werden die 
einfachsten Beziehungen zwischen GrundgebUden zweiter und dritter 
Stufe aufgestellt, und sodann der Beihe nach die neuen räumlichen 
Gebilde untersucht, welche von jenen Grundgebilden erzeugt werden. 
Unter diesen Erzeugnissen befinden sich gewisse Strahlengebilde, die 
bisher von den Geometem wenig oder gar nicht beachtet worden 
sind. Ihr Studium schien mir von Nutzen zu sein für die weitere 
Ausbildung der Geometrie der Lage, es führte zu mehreren nicht 
uninteressanten Beihen neuer Sätze. 

Wie bei von Staudt bildet die Lehre von der KoUineation und 
der Korrelation die Grundlage für alles folgende, zunächst für die 
Theorie der Flächen zweiter Ordnung. Doch definiere ich diese 
Flächen nicht, wie von Staudt,^) als Ordnungsflächen polarer Bäume, 
sondern mit Sejdewitz') unmittelbar als Erzeugnisse korrelativer 
Strahlenbündel, weil sie so dem Yorstellungsvermögen leichter zugäng- 
lich werden. Freilich sah ich mich dabei genötigt, für manche ihrer 
Eigenschaften neue Beweise aufzusuchen. Die Lehre von der Affinität 
und Ähnlichkeit glaubte ich weiter ausführen zu müssen, als in den 
mir bekannten Werken über synthetische Geometrie geschehen ist 
Manche von den schönen Sätzen, mit denen uns der Schöpfer dieser 
Lehre, Mob ins, in seinem bary zentrischen Kalkül bereichert hat, 
dürften hier zuerst ohne Bechnung bewiesen sein. Die Theorie 
der involutorischen ebenen Felder, Strahlenbündel und Bäume ver- 
danken wir von Staudt') Die polaren Felder und polaren Bäume 
werden auch dem Anfänger keine großen Schwierigkeiten mehr bieten, 
da sie ihm schon durch die Polarentheorie der Kurven und Flächen 



^) von Staudt, Geometiie der Lage, Nürnberg 1847, Seite 196. 
•) Seydewitz in Grunerts Archiv für Math. u. Phys. Bd. 9, Seite 158. 
*) von Staudt, Geometrie der Lage, 1847, Seite 125 und Beiträge zur Geo- 
metrie der Lage, 1856, Seite 63. 



VI Aus dem Vorwort zur ersten Auflage der zweiten Abteilung. 

zweiter Ordnung bekannt werden. Im Nullraume bilden nach Plückers 
Bezeichnung^) die Leitstrahlen [Doppelstrahlen, Nullstrahlen] einen 
„linearen Strahlenkomplex". 

Die letzten dreizehn Vorträge*) und die zweite Hälfte der Auf- 
gaben und Lehrsätze betreffen fast ausschließlich Gegenstände, die erst 
seit etwa zehn Jahren von den Geometem eingehend untersucht werden. 
Die Eigentumsrechte jedes einzelnen Autors dürften hier noch nicht 
so allgemein bekannt sein wie bei den vorhergehenden Vorträgen. 
Ich halte es deshalb für meine Pflicht, überall die einschlagende 
Literatur sorgfältig anzugeben, soweit sie mir zugänglich war. 

Von den Eaumkurven dritter Ordnung sind mehrere Eigenschaf- 
ten lange bekannt So beweist Möbius schon 1827 im baryzen- 
trischen Kalkül § 98, daß die Tangentenfiäche dieser Kurve von ihren 
Schmiegungsebenen in Kurven zweiter Ordnung geschnitten wird; 
Chasles^) stellt bereits 1837 den Satz auf, daß diese Fläche von der 
vierten Ordnung ist; Cayley*) zeigt 1845, daß durch jeden Punkt des 
Raumes eine Sehne [Bisekante] der Kurve hindurch geht. Zwei Jahre 
später beweist Seydewitz*), daß die kubische ßaumkurve durch zwei 
kollineare Strahlenbündel erzeugt wird, und entdeckt zugleich viele 
ihrer Eigenschaften. — Von späteren Autoren wird die Kurve gewöhn- 
lich als partieller Schnitt geradliniger Flächen zweiter Ordnung definiert; 
ich habe jedoch die Seydewitzsche Erzeugungsart vorgezogen, weil 
sie uns sofort alle eigentlichen und uneigentlichen Bisekanten der 
Raumkurve liefert Auch ergeben sich mit ihrer Hilfe äußerst einfach 
alle von Chasles^) ohne Beweis aufgestellten Sätze, welche Schröter,') 
Cremona®) und von Staudt*) seither bewiesen haben und die in 
meinen zehnten und elften Vortrag^®) eingeflochten sind. Die Theorie 
der konjugierten Punkte und Ebenen in Bezug auf die Raumkurve 
dritter Ordnung ist Cremona^^) und von Staudt^*) zu danken; 



^) Flacker in den Philosophical Transactions, 1865. 

«) [Darunter die Vorträge 20—24, 27—81 dieser 'vierten Auflage.] 

") Chasles, Apercu historique sur TOrigine et le Developpement des Methodes 
en Geometrie, Bruxelles 1837; 2« ed. Paris 1875; 3« ed. Paris 1889, Note 83. 

*) Cayley in liouville, Journal de Math., T. 10. 

») Seydewitz in Gnmei-t, Archiv 1 Math. u. Phys. Bd. 10, Seite 205. 

*) Chasles in den Gomptes rendus 1857 oder in Liouville, Journal de Math., 
1857, Seite 897. 

') Schröter in Grelle, Journal f. d. reine u. angewandte Math., Bd. 56, Seite 27. 

>) Gremona, ebenda Bd. 58, Seite 138 und Bd. 60, Seite 188. 

*) von Staudt, Beiträge zur GiBometrie der Lage, 1860, Seite 298. 

") [den 21. und 22. der vierten Auflage]. 

") Gremona in den Annali di Matern atica T. I und II (Roma 1858 und 1859), 
und in den Nouv. Annales de Math. 2® serie, T. 1, 1862. 

>*) von Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, 1860, Seite 821. 



Vorwort zur vierten Auflage der zweiten Abteilung. yn 

ich hatte hier einige Schwierigkeiten zu überwinden in Betreff der 
uneigentlichen Bisekanten. 

Neu ist, wie ich glaube, der Inhalt des dreizehnten^) Vortrages 
bis auf einzelne, in anderer Art schon bewiesene Sätze über die Kaum- 
kurve dritter Ordnung. Die geometrischen Verwandtschaften zweiten 
Grades habe ich in größerer Ausführlichkeit und mit anderer Begrün- 
dung schon in der Zeitschrift für Mathematik und Physik Bd. XI 
bearbeitet Zur Übung für Studierende habe ich dem Buche [im 
Anhang] 230 Aufgaben und Lehrsätze beigefügt Die Sammlung ent- 
hält viele nützliche Theoreme, die zum Teil metrische Relationen be- 
treffen. Vorzugsweise habe ich solche Sätze darin aufgenommen, die 
mir als Ausgangspunkte neuer Theorien geeignet schienen, den An- 
fänger zu selbständiger Forschung anzuregen 

Zürich, den 5. Oktober 1867. 

Der Verfasser. 



Vorwort zur vierten Auflage der zweiten Abteilung. 



Bei der Neubearbeitung dieses Teiles war mein Freund Professor 
Jolles in Charlottenburg mir seit Jahren ein unermüdlicher, anregender 
Helfer. Er ist ein hervorragender Synihetiker und zugleich ein scharfer 
Kritiker, genauer Kenner der einschlägigen Literatur, erfinderisch in 
treffenden Benennungen neuer Begriffe und freigebig mit eigenen Sätzen 
und neuen Beweisen. Ihm verdanke ich unzählige Verbesserungen und 
Zusätze, die mir, dem weniger unbefangenen Autor, ohne ihn sicher 
entgangen wären. Kaum eine Seite ist deshalb ungeändert geblieben; 
gewisse neue Abschnitte aber, insbesondere der im Anhang über die 
Fokaltheorie der linearen Kongruenz und der Vortrag über das Zylin- 
droid, rühren dem Inhalte nach wesentlich von Herrn Jolles her. 

Schon in der vorigen Auflage wurden die tetraedralen Strahlen- 
komplexe, die kubischen Flächen und die Büschel, Bündel und Gebüsche 
von Flächen zweiter Ordnung dem dritten und letzten Teile zugewiesen. 
Der vorliegende zweite Teil aber handelt hauptsächlich von der Kolline- 
ation und der ^Korrelation der Grundgebilde zweiter und dritter Stufe, 
von den Flächen zweiten Grades, die durch korrelative, und den Strahlen- 

*) [des 24. und 27. der vierten Auflage]. 



VTTT Vorwort zur vierten Auflage der zweiten Abteilung. 

kongruenzen und kubischen Raumkurven, die durch koUineare zentrische 
Bündel und ebene Felder erzeugt werden. . Er umfaßt außerdem die 
polaren Bäume und die Nullräume wegen ihres nahen Zusammenhanges 
mit den Flächen zweiter und den Eaumkurven dritter Ordnung, und 
weü sie von korrelativen Räumen gebildet werden. 

Von seinen bisherigen 26 Vorträgen werden die drei über sym- 
bolisches Rechnen mit geometrischen Verwandtschaften, über zyklische 
Eollineationen und über harmonische Verwandtschaften künftig einen 
passenderen Platz im dritten TeU erhalten. Aus den übrigen 23 sind 
in dieser vierten Auflage 30 Vorträge geworden. Der 31. Vortrag über 
homothetische koaxiale Flächen zweiten Grades ist aus dem dritten Teil 
herübergenommen. Er und die drei Vorträge über den Achsenkomplex 
des polaren Raumes, seine Fokalfelder und die konfokalen Flächen zweiten 
Grades habe ich an das Ende gerückt, weil der quadratische Achsen- 
komplex schwieriger ist als der lineare Komplex, und weil die kubischen 
Raumkurven in ihm eine Rolle spielen. Neu oder gründlich umgearbeitet 
sind die Vorträge 5, 12 und 15 bis 25; der 25. über die kubischen 
Nullkurven eines Nullraums ist aus einem Abschnitte des Anhanges 
der dritten Auflage hervorgegangen. 

Der Anhang wurde durch zahlreiche neue Aufgaben und Lehrsätze 
vermehrt. Hinzugekommen sind die Abschnitte über fokale Eigen- 
schaften kollinearer ebener Felder und kollinearer Räume, über den 
Achsenkomplex des Nullraums, über die Fokaltheorie der linearen 
Strahlenkongruenz, über konfokale polare Räume und konfokale Flächen 
zweiten Grades. Damit der Anhang nicht zu umfangreich werde, wurden 
die beiden kinematischen Abschnitte der dritten Auflage, die von den 
Verschiebungssehnen kongruenter Räume und von zwei periodischen 
Bewegungen eines starren Körpers handeln, in dieser vierten Auflage 
fortgelassen. Den Schluß des Teiles bildet ein ausführliches Sach- 
register, das manchem Leser wegen der Neuheit vieler Begriffe er- 
wünscht sein dürfte. 

Bei bekannten Sätzen habe ich nach bestem Vermögen die ersten 
Entdecker angegeben. Das treffliche Buch von E. Kötter, „Die Ent- 
wicklung der synthetischen Geometrie von Monge bis auf Staudt" 
(Leipzig 1901), war mir dabei eine gute Hilfe. 

Straßburg, den 30. September 1906. 

Der Verfasser. 



Erster Vortrag. 

Kollineation und Korrelation der Grundgebilde 
zweiter Stufe. 

Im ersten Teile dieses Buches haben wir uns hauptsächlich mit 
den einförmigen projektiven Grundgebilden und ihren Erzeugnissen, 
den Kurven, Büscheln, Strahlenkegeln und Regelscharen zweiter Ord- 
nung, beschäftigt Wir wenden uns nunmehr in diesem zweiten Teile 
zu den verschiedenartigen projektiven Beziehungen, die sich zwischen 
Grundgebilden zweiter oder dritter Stufe herstellen lassen, und werden 
sodann die Erzeugnisse projektiver Strahlenbündel und ebener Felder, 
insbesondere die Flächen und Ebenenbündel zweiter und die Raum- 
kurven und Ebenengewinde dritter Ordnung eingehend untersuchen. 

Zunächst können wir die früheren Erörterungen über die Perspek- 
tive Lage einförmiger Grundgebilde auf die Grundgebilde zweiter Stufe 
ausdehnen. Wir nennen nämlich perspektiv:. 

1) zwei ebene Felder, wenn sie Schnitte eines und desselben zen- 
trischen Bündels (Strahlenbündels) sind; 

2) ein ebenes Feld und einen zentrischen Bündel, wenn das Feld 
ein Schnitt des Bündels, also auch umgekehrt der Bündel ein 
Schein des Feldes ist; 

3) zwei zentrische Bündel, wenn sie Scheine eines und desselben 
ebenen Feldes sind. 

Der Schein, den ein ebenes Feld, etwa eine ebene Landschaft, in 
Ihr Auge wirft, ist demnach ein zu der Landschaft perspektiver Bündel.*) 
Denken Sie sich diesen Schein durch eine neue Ebene aufgefangen 
oder geschnitten, so erhalten Sie ein perspektives Bild der Landschaft, 



*) Die italienischen Mathematiker bezeichnen seit Bellavitis den Strahlenbündel 
treffend als „Stem^^ (Stella). Wenn auch wir nns dieser Bezeichnung bedienen, können 
wir sagen: Aus einem beliebigen Punkte werden die Punkte eines ebenen Feldes 
durch die Strahlen, und seine Strahlen durch die Ebenen eines Sternes projiziert; 
der Stern ist zu dem ebenen Felde perspektiv, und zwar der „Strahlenstem" oder 
„zentrische StrahlenbündeP^ zu dem Punktfelde, der „Ebenenstern^^ oder „zentrische 
Ebenenbündel'^ zu dem Strahlenfelde. 

Beye^ Oeoznetrto der Lage. II. 4. Aufl. 1 



2 Erster Vortrag. 

d. h. ein zweites ebenes Feld, welches zu dem der Landschaft Per- 
spektive Lage hat Nach zwei verschiedenen Punkten endlich wirft 
die ebene Landschaft Scheine, die zwei Perspektive Bündel darstellen. 
Poncelet und nach ihm Chasles bezeichnen ,die Perspektive Be- 
ziehung von Grundgebüden mit dem Namen „Homologie". 

Wenn wir in einer Reihe von Grundgebilden der zweiten Stufe 
jedes auf das folgende perspektiv beziehen, so wird, ähnlich wie bei 
den einförmigen Grundgebilden, auch das erste auf das letzte bezogen, 
so daß jedem Elemente des einen ein und nur ein Element des andern 
entspricht; aber diese beiden Grundgebüde liegen im allgemeinen nicht 
perspektiv. Werden andererseits zwei Grundgebüde zweiter Stufe, z. B. 
zwei ebene Felder, perspektiv aufeinander bezogen, und wird hernach 
das eine gegen das andere verschoben, so bleiben sie aufeinander be- 
zogen, verlieren jedoch ihre Perspektive Lage. Immerhin aber stehen 
sie nach wie vor in einer eigentümlichen Beziehung zu einander, 
welche Möbius „KoUineation", Chasles aber später „Homographie" 
genannt hat Nämlich in zwei so aufeinander bezogenen ebenen 
Feldern entspricht jeder geraden Punktreihe wieder eine gerade Punkt- 
reihe, jedem Strahlenbüschel ein Strahlenbüschel, jeder Kurve mit ihren 
Tangenten wieder eine Kurve mit ihren Tangenten, jedem neck ein 
neck u. s. w. Wir nennen nun mit Möbius „koUinear verwandt", oder 
kürzer „kollinear" (homograph): 

1) zwei ebene Felder tj, tjj, wenn jedem Punkte P von t) ein Punkt 
Pj vou y\i entspricht, und jeder durch P gehenden Geraden g 
von TT) eine durch. P^ gehende Gerade g^ von tj^ ; 

2) ein ebenes Feld t) und einen zentrischen Bündel S^^ wenn jedem 
Punkt P von tj ein Strahl p^ von S^ entspricht, und jeder durch 
P gehenden Geraden g von t) eine durch p^ gehende Ebene 
Yi von Sj; 

3) zwei zentrische Bündel S, Sj, wenn jedem Strahle p von S ein 
Strahl |?i von S^ entspricht, und jeder durch p gehenden Ebene 
Y von S eine durch p^^ gehende Ebene y^ von S^, 

Kürzer und so, daß sie auch auf Bäume anwendbar wird, können 
wir mit v. Staudt diese Definition wie folgt aussprechen: 

Zwei aufeinander bezogene Orundgebilde der zweiten oder der 
dritten Stufe heißen kolUnear, wenn je zwei ungleichartigen Ele- 
menten P, g des einen, von denen P in g hegt, zwei ungleichartige 
Elemente Pj, gj des andern entsprechen, von denen P^ in g^ liegt. 
Es folgt hieraus: 

„Perspektive Grundgebilde der zweiten Stufe sind koUinear. Wenn 
„zwei Grundgebilde zu einem dritten kolUnear sind, so sind sie auch 
„unter sich kollinear." 
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Wenn also in einer Eeihe von Grundgebilden zweiter Stufe jedes 
zum folgenden Perspektive Lage hat, so sind sie alle kollinear, ins- 
besondere auch das erste und das letzte dieser Grundgebilde. 

Die Bezeichnung „kollinear" hat Mob ins in seinem ideenreichen 
Werke ,J)er baryzentrische Kalkül" (Leipzig 1827) zunächst für ebene 
Felder gewählt, die in der angegebenen Weise aufeinander bezogen 
sind; und zwar soll dieser Ausdruck andeuten, daß nicht nur jedem 
Punkte des einen Feldes ein Punkt des andern entspricht, sondern 
daß auch den Punkten einer beliebigen Geraden (punctis quae colli- 
neantur) des einen Feldes die Punkte einer (homologen) Geraden des 
andern entsprechen. Wir können nämlich zwei ebene Punktfelder 
auch z. B. so aufeinander beziehen, daß wohl jedem Punkte des einen 
wieder ein Punkt des andern, dagegen jeder Geraden ein Kegelschnitt 
entspricht. 

Das früher aufgestellte, aber erst noch zu begründende Prinzip 
der Reziprozität oder Dualität führt uns zu einer zweiten einfachen 
Verwandtschaft zwischen Grundgebilden höherer Stufe, zu der „Korre- 
lation" oder der „Verwandtschaft der Reziprozität". Wir nennen näm- 
lich ,^orrelativ" (oder „reziprok verwandt" oder kürzer „reziprok"): 

1) zwei ebene Felder i), -»ii, wenn jedem Punkte P von tq eine Ge- 
rade p^ von fii entspricht, und jeder durch P gehenden Geraden 
g von T) ein in |?i liegender Punkt ffj von ri^ ; 

2) ein ebenes Feld t) und einen zentrischen Bündel 5^, wenn jedem 
Punkte P von tj eine Ebene iCj von S^ entspricht, und jeder durch 
P gehenden Geraden g von tq ein in -jCi liegender Strahl g^ 
von Sj; 

3) zwei zentrische Bündel ä, Sj, wenn jedem Strahle g von S eine 
Ebene y^ von Sj entspricht, und jeder durch g gehenden Ebene 
e von S ein in Yi liegender Strahl e^ von S^, 

Kürzer, und dann auch auf Bäume anwendbar, läßt sich diese Er- 
klärung der Korrelation wie folgt aussprechen: 

Zwei aufeinander bezogene Orundgebilde der xweiten oder der 
dritten Stufe heißen korrelativ oder reziprok, wenn je zwei un- 
gleichartigen Elementen T, g des einen, von denen T in g Hegt, 
zwei ungleichartige Elemente pj, G^ des andern entsprechen, von 
denen p, durch Gj geht (v. Stau dt*). 
Die Möglichkeit der korrelativen Verwandtschaft werde ich Ihnen 
noch beweisen, da sie keineswegs wie die der kollinearen ohne weiteres 
einleuchtet; nur für einen besonderen Fall ist dieser Beweis bereits 
geführt, indem gezeigt wurde, daß in Bezug auf einen Kegelschnitt 
jedem Punkte P der Ebene eine Gerade, nämlich seine Polare ^j. 



*) V. Staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, S. 60. 



4 Erster Vortrag. 

entspricht und jeder durch P gehenden Geraden der Ebene ein auf 
2>i liegender Punkt, nämlich der Pol der Geraden. Der allgemeine 
Beweis schließt die Begründung des Dualitätsprinzipes in sich; denn 
weil in korrelativen Räumen jedem Punkte eine Ebene und jeder 
Punktreihe ein Ebenenbüschel entspricht, so folgt aus jeder Eigenschaft 
eines Gebildes von Punkten unmittelbar die entsprechende Eigenschaft 
des korrelativen Gebildes von Ebenen. 

Die Untersuchmig korrelativer Grundgebilde ist auch deshalb be- 
sonders wichtig, weil sie die kollinearen Grundgebilde mit einschließt, 
soweit nicht besondere Lagen in Betracht kommen. Dieses wird Ihnen 
aus folgendem Satze einleuchten: 

„Wenn zwei Grundgebilde zu einem dritten korrelativ sind, so sind 
„sie kollinear; und wenn umgekehrt das eine von zwei kollinearen 
„Grundgebilden zu einem dritten korrelativ ist, so ist auch das andere 
„zu dem dritten korrelativ." 
Wenn nämlich zwei ebene Felder tQi, Tf], zu einem dritten tq korrelativ 
sind, so entspricht jedem Punkte P von t\ eine Gerade py^ von tii und 
eine Gerade p^ von 'r\^\ jeder durch P gehenden Geraden g von if] 
aber entspricht in Tf]i und if], je ein auf p^ bezw. p^ liegender Punkt 
Ö, oder (?,. Polglich entspricht jeder Geraden j)^ von tQi eine Ge- 
rade p^ von TQg, und j^dem auf py^ liegenden Punkte ö^ von t\y ein 
auf p^ liegender Punkt Ö, von if],; d. h. die Felder tQi, t), sind koUi- 
near. Auf analoge Weise wird dieser und der zweite Teil des Satzes 
für alle anderen Fälle bewiesen; auch lassen sich die meisten dieser 
Fälle auf den vorliegenden Fall zurückführen durch die Bemerkung, 
daß wir jedem Strahlenbündel seinen Schnitt mit einer Ebene sub- 
stituieren können. 

„Sowohl kollineare wie korrelative Grundgebilde sind projektiv"; 
denn jedem harmonischen Gebilde des einen entspricht ein hannonisches 
Gebilde des andern. Seien beispielsweise A^ B, C, D vier harmonische 
Punkte eines ebenen Feldes % und «j, ftj, Cj, dj die entsprechenden 
vier Strahlen eines zu if] korrelativen Feldes tii; dann müssen a,, &,, 
Ci und d^ durch einen Punkt £7^ gehen (Fig. 1), weil A^ B, C und 
I) auf einer Geraden u liegen. Jedem vollständigen Viereck KLMN 
in t), von welchem sich zwei Gegenseiten in A und zwei andere in 
C schneiden, die letzten beiden Seiten aber beziehungsweise durch B 
und D gehen, entspricht in 7]i ein vollständiges Vierseit ky^l^m^n^^ 
von welchem je zwei Gegenpunkte in a^ und c^, und die letzten 
beiden Eckpunkte beziehungsweise auf b^ und d^ liegen. Folglich sind 
^n *n ^n ^1 i^ ^®r Tat vier harmonische Str^len des Büschels CTj 
(I. Abt Seite 44). Ich empfehle Ihnen zur Übung auch für kollineare 
Felder den Beweis zu füliren, obwohl er in dem soeben geführten 
schon enthalten ist. 
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Es ergibt sich hieraus ohne weiteres: 

„Zwei einförmige Gebilde, die in koUinearen oder korrelativen 
„Grundgebilden einander entsprechen, sind projektiv" (Mob ins*). 
Einander entsprechende Elemente koUinearer oder korrelativer Grund- 
gebilde nennen wir kürzer „homologe Elemente". 





Fig. 1. 

Der letzte Satz gibt uns Mittel an die Hand', um zwei Grundge- 
bilde zweiter Stufe projektiv aufeinander zu beziehen. Sollen z. B. 
zwei ebene Felder t), -rii korrelativ aufeinander bezogen werden, so 




Fig. 2. 

müssen wir jedem Punkte von t\ einen Strahl von tii und jeder Punkt- 
reihe von t) einen zu ihr projektiven Strahlenbüschel von ri^ zuweisen, 
und umgekehrt. Wir nehmen demgemäß in tq (Fig. 2) zwei Punkt- 

*) Möbius, Der baryzentrische Kalkül, Leipzig 1827, §. 290. 
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reihen u^ v an, weisen diesen in Tf]i zwei beliebige Strahlenbüschel 
?7j, Fl als entsprechende zu und beziehen u auf U^ und v auf 
Fj projektiv, so jedoch, daß dem gemeinschaftlichen Punkte P von 
u und V der gemeinschaftliche Strahl p^ von CTj und F^ entspricht. 
Jeder nicht durch P gehende Strahl k von tq schneidet dann die 
Geraden w, t; in zwei Punkten Ä^ Z), denen in den Büscheln tTj, 
Fl von Tf]i bezw. die Strahlen ai, rfj entsprechen; der Schnitt- 
punkt K^ dieser Strahlen aber entspricht dem Strahle k. Wenn sich 
der Strahl k in t] stetig verschiebt, so bewegt sich auch der ent- 
sprechende Punkt Zj stetig in tii ; denn die Schnittpunkte von k mit 
u und V bewegen sich stetig, zugleich aber (L Abt Seite 66) die ihnen 
entsprechenden Strahlen von U^ und Fj und deren Schnittpunkt K^. 
Den Strahlen eines Pimktes S in if] entsprechen in Tf]i die Punkte einer 
Geraden Sj; denn durch den Strahlenbüschel 8 werden die Punkt- 
reihen w, V perspektiv aufeinander bezogen, so daß sie den Punkt P 
entsprechend gemein haben; die Strahlenbüschel f/j, Fj aber werden 
dadurch projektiv und haben den Strahl p^ entsprechend gemein. Diese 
Büschel liegen also ebenfalls perspektiv und erzeugen eine gerade 
Punktreihe «i, die dem Strahlenbüschel S entspricht Durch die ein- 
ander zugewiesenen projektiven Gebilde tc^ U^ und v^ Fj ist demnach 
jedem Strahle k von t\ ein Punkt K^ von tii zugewiesen, jedem auf k 
liegenden Punkte S aber eine durch K^ gehende Gerade Sj, so daß also 
wirklich t\ und r^^ korrelativ aufeinander bezogen sind. Da auf diese 
Art zu jedem ebenen Gebilde ein reziprokes konstruiert werden kann, 
so ist das Dualitätsprinzip für ebene Felder, oder wie wir sogleich 
sehen werden, für Grundgebilde der zweiten Stufe von neuem bewiesen. 
Sollen zwei ebene Felder tq, Tf]i kollinear aufeinander bezogen 
werden, so brauchen wir nur beide in der soeben angegebenen Weise 
korrelativ auf ein* drittes zu beziehen. Daraus ergeben sich folgende 
direkte Methoden: 

1) Wir nehmen in t] und iq, je zwei Gerade w, v und Wj, v^ will- 
kürlich an, und beziehen u auf u^ und v auf t\ projektiv so, 
daß der gemeinschaftliche Punkt von u und /' dem gemeinschaft- 
lichen Punkte von u^ und v^ entspricht 

2) Oder wir weisen irgend zwei Strahlenbüscheln JJ, F von t] zwei 
beliebige Strahlenbüschel t/j, Fi von tqj als entsprechende zu, 
und beziehen U auf U^ und F auf Fj projektiv so, daß der Strahl 
UV von Tf] dem Strahle U^V^ von tii entspricht 

Diese direkten Methoden können auch direkt begründet werden, ähn- 
lich wie die vorhin für korrelative Felder angegebene Methode. 

Sollen zwei zentrische Bündel, oder ein Bündel und ein ebenes 
Feld entweder korrelativ oder kollinear aufeinander bezogen werden, 
so können auch hierfür leicht ähnliche Methoden aufgestellt und be- 
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gründet werden. Doch ist es einfacher, wenn wir diese Fälle auf die 
schon erledigten dadurch zurückführen, daß wir jedem zentrischen Bündel 
einen seiner ebenen Schnitte substituieren. So gilt der Satz: 

„Um zwei zentrische Bündel S^ 8^ korrelativ aufeinander zu be- 
,,ziehen, können wir in dem einen S zwei Strahlenbüschel o, ß und 
„im andern S^ zwei Ebenenbüschel a^^ b^ willkürlich annehmen, 
„und sodann a auf a^ und ß auf b^ projektiv so beziehen, daß dem 
„gemeinschaftlichen Strahle aß der Strahlenbüschel die gemeinschaft- 
„liche Ebene a^ b^ der Ebenenbüschel entspricht Dadurch ist jedem 
„Elemente des Bündels 8 ein Element des Bündels 8^ zugewiesen 
„und die Korrelation der beiden Bündel eindeutig bestimmt" 
Diese Methode folgt sofort aus der für ebene Felder vorhin angegebenen. 
Um die Felder % tii (Fig. 2) korrelativ auf einander zu beziehen, 
haben wir vorhin die Geraden t/, v in iq und die ihnen entsprechen- 
den Punkte r/j, Fj in ifii ganz beliebig angenommen. Sodann haben 
wir u auf den Bündel U^ und v auf V^ projektiv so bezogen, daß dem 
Schnittpunkte uv oder P die Terbindungsgerade U^ V^ oder p^ ent- 
spricht Wir können und dürfen also zwei gegebenen Punkten -4, B von 
u zwei beliebige Strahlen a^, b^ von U^ als entsprechende zuweisen, und 
ebenso irgend zwei Punkten C, D von v zwei beliebige Strahlen Cj, 
dj von Fj. Damit aber ist jedem Element von if) sein homologes Ele- 
ment in Tf]i zugewiesen. Das Viereck AB CD kann als ein ganz be- 
liebiges der Ebene t\ angesehen werden, weil die Geraden u und v^ und 
in ihnen die Punkte A^ B und C, D willkürlich angenommen sind; 
und ebenso ist a, b^ c^ d^ als ein ganz beliebiges Yierseit von 7]^ aufzu- 
fassen. Daraus ergibt sich der Satz: 

„Sollen zwei ebene Felder % iqj korrelativ aufeinander bezogen 
„werden, so kann man den Eckpunkten A^ jB, C, D eines gegebenen 
„Tierecks von tq die Seiten a^, fcj, Cj, d^ eines beliebigen Vierseits 
„von t), willkürlich als entsprechende Strahlen zuweisen. Hierdurch 
„ist jedem Elemente von Tf) ein ihm entsprechendes Element von tq, 
„zugewiesen und die Korrelation der beiden Felder eindeutig be- 
„stimmt"*) 

Ebenso können zwei Felder kollinear so aufeinander bezogen 
werden, daß in ihnen irgend zwei Vierecke oder zwei Vierseite ein- 
ander entsprechen (Möbius). Überhaupt läßt sich unser Satz sofort 
auf beliebige Grundgebilde der zweiten Stufe ausdehnen, da alle übrigen 
Fälle auf den soeben erörterten zurückgeführt werden können; er 
lautet dann: 

„Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe lassen sich projektiv so auf- 



*) Möbius, Der baryzentnsche Kalkül, Leipzig 1827, § 288; Gesammelte 
Werke, Leipzig 1885—87, Bd. I. 
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„einander beziehen, daß irgend vier gleichartigen Elementen Ä^ B^ 
„C, D des einen, von denen keine drei in einem einförmigen Grund- 
„gebilde enthalten sind, vier derselben Bedingung genügende gleich- 
„artige Elemente A^^ B^^ C^, D^ des andern als entsprechende will- 
„kürlich zugewiesen werden. Ihre projektive Beziehung (Kollinea- 
„tion oder Korrelation) ist dadurch eindeutig bestimmt" 

Zwei homologe Elemente, wie J.und^j, sind allemal die Träger 
von zwei einförmigen Grundgebilden, und diese können und müssen 
projektiv so aufeinander bezogen werden, daß den Elementen ÄB^ 
AC^ AD bezw. die Elemente ^i-B,, A^ Cj, Ay^D^ entsprechen. Daraus 
läßt sich der Satz auch direkt beweisen. 

Sind in dem einen Grundgebilde zweiter Stufe die vier Elemente 
A^ J5, C, D gegeben, so kann in dem anderen jedes der ihnen ent- 
sprechenden Elemente zweifach unendlich viele Lagen annehmen. Dar- 
aus folgt: 

„Zwei Grundgebüde zweiter Stufe, z. B. zwei ebene Felder, können 
„durch .achtfach unendlich viele Kollineationen und Korrelationen 
„aufeinander bezogen werden." 



Zweiter Vortrag. 
KoHineare und korrelative ebene Kurven. 

Die cx)* Kollineationen und Korrelationen, die sich zwischen zwei 
Grundgebilden zweiter oder dritter Stufe herstellen lassen, können wir 
auffassen als Transformationen, durch welche jedes Element des einen 
Grundgebildes in ein Element des andern übergeht Diese Transfor- 
mationen lassen sich dazu verwenden, um gegebene Gebilde, z. B. 
Kurven oder Flächen, in andere oder auch in sich selbst überzuführen. 
Nicht selten gelingt es dadurch, Sätze zu verallgemeinern, die an be- 
sonderen Gebilden aufgefunden sind. So sind manche Eigenschaften 
des Kreises mittels der Kollineation auf alle Kegelschnitte ausgedehnt 
worden. Ein geometrisches Gebilde heißt „invariant für eine Trans- 
formation", wenn es durch diese in sich selbst übergeführt wird. Bei- 
spielsweise gibt es in der Ebene unendlich viele Kollineationen und 
Korrelationen, für welche ein gegebener Kegelschnitt invariant ist 
(vgl. Seite 10). Über die kollinearen und die korrelativen Transfor- 
mationen von ebenen Kurven bieten sich uns einige allgemeine Be- 
merkungen dar. 
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Seien t], ti^ zwei kollineare ebene leider, und P, P^ irgend zwei 
homologe Punkte in ihnen. Wenn dann P in t) irgend eine Kurve 
k durchläuft, so beschreibt zugleich P, in ti^ eine Kurve k^y die zu 
k kollinear genannt wird. Wenn die Kurve k von irgend einer Ge- 
raden g in w Punkten geschnitten wird, so hat k^ mit der entsprechen- 
den Geraden g^^ ebenfalls w Punkte gemein, nämlich die n Punkte, 
welche den Schnittpunkten von k und g entsprechen. Pallen von den 
Schnittpunkten auf k irgend zwei zusammen, so daß die Kurve k von 
der Geraden g berührt wird, so fallen auch die entsprechenden beiden 
gemeinschaftlichen Punkte von k^ und g^ zusammen, und A;, wird von 
g^ berührt; zugleich sind die Berührungspunkte in g und g^ homologe 
Kurvenpunkte. Die Tangenten an homologen Punkten der Kurven A, 
k^ sind also homologe Strahlen der kollinearen Felder t], tij. Jeder 
Tangente, die aus einem beliebigen Punkte Ä von if] an die Kurve k 
gelegt werden kann, entspricht eine Tangente von Ä-j, die durch den 
entsprechenden Punkt A^ von tq^ geht; von Ä^ können also an k^ 
ebenso viele Tangenten gelegt werden, wie von Aank Geht k mehr- 
mals durch einen Punkt von 7), so geht k^ ebenso oft durch den ent- 
sprechenden Punkt von tii ; berührt k eine Gerade in mehreren Punkten, 
so berührt A;^ die homologe Gerade in den entsprechenden Punkten. 

Wenn die ebene Kurve k von einem Punkte P und zugleich ihr 
Tangentenbüschel von der Tangente t dieses Punktes beschrieben wird, 
so bewegt sich P stetig in der Geraden ^, während t sich in der 
Kurven-Ebene stetig um P dreht; die zu k kollineare Kurve ki und 
ihr Tangentenbüschel werden zugleich mit k von dem homologen Punkte 
Pj und der homologen Tangente t^ beschrieben. Ändert nun die Tan- 
gente t in einer bestimmten Lage w den Sinn ihrer Drehung um P, 
so heißt w eine stationäre oder „Wende-Tangente", und der Berührungs- 
punkt von w heißt ein Wende- oder Inflexionspunkt der Kurve k] 
aber zugleich mit t ändert die entsprechende Tangente ^^ ihren Drehungs- 
sinn, und der Wendetangente w von k entspricht demnach eine Wende- 
tangente ti\ von i^. Wenn andererseits der Punkt P an irgend einem 
Orte R den Sinn seiner Bewegung in t ändert, so heißt R ein statio- 
närer oder „Rückkehr-Punkt" der Kurve k (Plücker); aber zugleich 
mit P ändert der entsprechende Punkt P^ den Sinn seiner Bewegung, 
und dem Rückkehrpunkte R von k entspricht demnach ein Rückkehr- 
punkt iZi der zu k kollinearen Kurve k^, 

Ist k ein Kegelschnitt, so muß auch k^ ein solcher sein. Denn 
wenn k durch zwei projektive Strahlenbüschel Ä^ B erzeugt wird, so 
wird k^ durch die entsprechenden beiden Strahlenbüschel Ä^^ B^ er- 
zeugt; und es ist A^ j^ P^, weil A j^ A^^ B -/r B^ und A'X B^ so daß 
auch k^ als Erzeugnis projektiver Strahlenbüschel zu betrachten ist 
Zugleich ergibt sich hieraus: 
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„Kollineare Kegelschnitte" sind projektiv aufeinander bezogen". 

Wir können diesen Satz umkehren; nämlich: 

„Projektive Kegelschnitte k^ k^ können allemal als homologe Kurven 
„kollinearer ebener Felder betrachtet werden" (v. Staudt*). 
Seien nämlich A^ J?, C irgend drei Punkte des Kegelschnittes k und 
-4i, ^1, Ci die ihnen entsprechenden Punkte von k^\ sei femer D 
der Pol von ^jB in Bezug auf k und D^ der Pol von A^^B^ in Bezug 
auf die Kurve k^. Wenn nun die projektiven Kurven in kollinearen 
ebenen Feldern einander entsprechen, so müssen die Tangenten von k 
in A und B den Tangenten von k^ in Ay^ und B^ entsprechen, und 
folglich sind JD, D^ homologe Punkte der kollinearen Felder. Die 
Ebenen der Kurven lassen sich aber kollinear so aufeinander beziehen, 
daß den vier Punkten A^ J?, C, D der einen bezw. die Punkte -ä^, 
J?i, Ci, Z)j der anderen enteprechen. Dem Kegelschnitt k dui'ch C, 
welcher in A und B die Geraden DA und DB berührt, entspricht 
alsdann ein Kegelschnitt durch Q, der in A^ und B^ die Geraden 
JDj^i und 2?i-Bi berührt, d. h. der Kegelschnitt /ci. Die Kollineation 
der ebenen Felder ist somit durch die beiden projektiven Kegelschnitte 
eindeutig bestimmt; und zwar entsprechen je zwei Elementen, die be- 
züglich der einen Kurve konjugiert oder einander zugeordnet sind, 
zwei in Bezug auf die andere Kurve konjugierte bezw. einander zu- 
geordnete Elemente. — Wenn k^ mit k zusammenfällt, so ist k in- 
variant für die Kollineation. Nun kann aber ein Kegelschnitt auf oo' 
Weisen projektiv auf sich selbst bezogen werden ; es gibt also in der 
Ebene dreifach unendlich viele KoUineationen, für die ein gegebener 
Kegelschnitt invariant ist 

Sind zwei ebene Felder % Tf]i kollinear, so entspricht im allge- 
meinen der unendlich fernen Geraden des einen eine eigentliche Ge- 
rade, die sogenannte „Fluchtgerade" des anderen Feldes. Zwei paral- 
lelen Geraden der einen Ebene entsprechen allemal zwei Gerade, die 
sich auf der Fluchtgeraden der anderen Ebene schneiden. Zwei kolli- 
neare ebene Kurven können sich deshalb ganz wesentlich unterscheiden 
hinsichtiich ihrer unendlich fernen Punkte; denn den unendlich fernen 
Punkten der einen Kurve entsprechen die Punkte, welche die andere 
Kurve mit der Fluchtgeraden ihrer Ebene gemein hat, und den Asym- 
ptoten der einen Kurve, d. h. den Tangenten ihrer unendlich fernen 
Punkte, entsprechen im allgemeinen gewöhnliche Tangenten der anderen 
Kurve. Beispielsweise entspricht einer Ellipse der einen Ebene, wenn 
sie von deren Fluchtgeraden geschnitten oder berührt wird, eine Hy- 
perbel oder Parabel der anderen Ebene. 

Wir nennen „invariant" jede Eigenschaft eines geometrischen Ge- 



*) V. Staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, Seite 149. 
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bildes und jede Beziehung verschiedener Gebilde zu einander, welche 
durch kollineare Transformationen nicht zerstört wird. Von einer 
ebenen Kurve sind beispielsweise invariant die Anzahlen ihrer Doppel- 
punkte, ihrer Bückkehrpunkte, Doppeltangenten und Wendetangenten. 
Hannonische Punkte oder Strahlen stehen in invarianter Beziehung 
zueinander, und dasselbe gilt von projektiven Elementargebilden. Die 
Beziehungen eines Kegelschnittes zu seinem Mittelpunkte, seinen 
Achsen und Brennpunkten sind durchaus nicht invariant; wohl aber 
seine Beziehungen zu zwei bezüglich der Kurve konjugierten Strahlen 
oder Punkten, oder zu einem Punkte und dessen Polare. Das Doppel- 
verhältnis von vier Punkten einer Punktreihe oder vier Strahlen eines 
Büschels erster Ordnung ist invariant Drei Elementepaare einer In- 
volution stehen zu einander in invarianter Beziehung; auch die charakte- 
ristische Eigenschaft des Pascalschen Sechsecks ist invariant — Schon 
Poncelet'*') hat die große Bedeutung der invarianten Eigenschaften 
geometrischer Gebilde klar erkannt und nachdrücklich hervorgehoben; 
er nennt diese Eigenschaften projektiv, weil sie auf alle kolUnearen 
Gebilde übergehen, die aus den gegebenen durch Projizieren und 
Schneiden abgeleitet werden können. 

Sind t), TQi zwei korrelative ebene Felder, so entspricht jedem 
Punkte P von tq ein Strahl p^ von t\y^. Wenn nun Pin t) irgend eine 
Kurve k durchläuft, so beschreibt zugleich p^ eine stetige Aufeinander- 
folge jKi von Strahlen, welche ein Strahlenbüschel im weiteren Sinne 
des Wortes genannt wird. Nähert sich P einem festen Punkte Q der 
Kurve i, so nähert sich p^ einem festen Strahle q^ des Büschels Zj, 
und dem Strahle PQ^ der sich um Q dreht, entspricht dann der Punkt 
i^i9n welcher auf der Geraden q^ fortgleitet und wie PQ schließ- 
lich, wenn P sich dem Punkte Q unendlich nähert (Fig. 3), mit einer 
festen Geraden, nämlich mit der Tangente q des Punktes Q zusammen- 
fällt, so fällt auch der Punkt j>i q^ schließlich mit einem festen Punkte 
zusammen, nämlich mit dem Berührungspunkte Q^ des Strahles q^. 
Dieser Punkt entspricht also jener Tangente (vgl. I. Abt Seite 81). 
Jedem Punkte Q der Kurve k nebst seiner Tangente q entspricht dem- 
nach ein Strahl q^ des Büschels Z^ nebst seinem Berührungspunkte 
Q^ ; und den stetig aufeinander folgenden Tangenten von k entsprechen 
stetig aufeinander folgende Berührungspunkte von Zj. Kurz, dem 
Büschel K von Tangenten, welcher die Kurve k einhüllt, entspricht 
eine Kurve k^^ die vom Büschel K^ eingehüllt wird. Wir nennen die 
beiden Kurven A:, k^ „korrelativ", weil in den korrelativen Feldern tq, tii 
den Punkten und Tangenten der einen Kurve die Tangenten bezw. Punkte 



*) Poncelet, Traite des proprietes projectives des figures, Paris 1822, p. 5; 
II. Aufl. Paris 1865—66. 
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der anderen entsprechen. Wenn k mit irgend einer Geraden ihrer 
Ebene n Punkte gemein hat, so gehen die entsprechenden 7^Tangenten 
der Kurve k^ durch den Punkt von tQi, welcher jener Geraden ent- 
spricht. Jedem mehrfachen Punkte der einen Kurve entspricht eine 
mehrfache Tangente der anderen, und jedem Wendepunkte der einen 
entspricht eine Rückkehrtangente der anderen Kurve, wie sich aus 
den obigen Bemerkungen über stationäre Punkte und Tangenten einer 
Kurve leicht ergibt (vgl. Seite 9). 

Ist insbesondere k ein Kegelschnitt, so ist auch k^ ein solcher. 
Zwei projektiven Strahlenbüscheln ^, JB in tt], die den Kegelschnitt k 
erzeugen, entsprechen in Tf]i zwei Punktreihen a^, 6^, die gleichfalls 
projektiv sind und den Tangentenbüschel des Kegelschnittes k-^ er- 
zeugen ; aus a^'X Ay\B'^bi folgt nämlich a^J^b^. Die korrelativen 





Fig. 8. 



Kegelschnitte A, k^ sind projektiv, weil vier harmonischen Punkten des 
einen allemal vier harmonische Tangenten des anderen entsprechen. 
Durch ihre projektive Beziehung ist die Korrelation der ebenen Felder 
7], Tf]i eindeutig bestimmt, und Punkten, die bezüglich des einen Kegel- 
schnittes konjugiert sind, entsprechen Strahlen, die bezüglich des anderen 
konjugiert sind, wie man leicht beweist (vgl. Seite 10). 

Ganz ähnliche Betrachtungen lassen sich über Strahlenkegel an- 
stellen, die in projektiven zentrischen Bündeln einander entsprechen. 
Doch können Sie die Resultate, die sich hieraus für kollineare oder 
korrelative Kegel ergeben, aus den soeben gewonnenen ableiten, indem 
Sie zwei projektive ebene Felder aus irgend zwei Punkten durch zen- 
trische Bündel projizieren. 
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Anmerkung. 
In der analytischen Geometrie werden bekanntlich algebraische 
und transzendente Kurven unterschieden. Nur die algebraischen Kurven 
lassen sich durch Gleichungen darstellen, die bezüglich der rechtwink- 
ligen Koordinaten ihrer Punkte algebraisch sind. Die eiförmigen (ovalen) 
Kurven z. B. sind außer den Ellipsen und gewissen Kurven vierten 
und höheren Grades alle transzendent Eine algebraische ebene 
Kurve heißt von der n^^ Ordnung, wenn sie mit einer beliebigen 
Geraden der Ebene n Punkte gemein hat, die aber paarweise konjugiert 
imaginär sein können; sie heißt von der m^^ Klasse, wenn von ihr durch 
einen beliebigen Punkt der Ebene m reelle oder paarweise ipiaginäre Tan- 
genten gehen. Rein geometrisch lassen sich die algebraischen Kurven 
nicht definieren; die analytische Geometrie aber beweist folgende Sätze: 
„Kollineare algebraische Kurven sind von gleicher Ordnung und 
„auch von gleicher Klasse. "Wenn zwei algebraische Kurven in korre- 
„lativen Ebenen einander entsprechen, so ist die Ordnung einer 
„jeden von ihnen gleich der Klasse der anderen." 



Dritter Vortrag, 

Perspektive koüineare Felder und Bündel. 

Ausgeartete KoUineationen und Korrelationen 

ebener Felder. 

Wir haben von kollinearen oder korrelativen Grundgebilden be- 
wiesen, daß je vier harmonischen Elementen des einen allemal vier 
harmonische Elemente des anderen entsprechen, und daraus bereits 
den Schluß gezogen, daß ihre homologen einförmigen Grundgebilde 
projektiv sind. Haben also zwei kollineare oder korrelative Grund- 
gebilde t), Tfii solche Lage, daß von zwei homologen einförmigen Grund- 
gebilden w, Wi nicht allein die Träger, sondern auch drei Paar homo- 
loge Elemente sich decken, so fallen je zwei einander entsprechende 
Elemente von u und u^ zusammen (I. Abt. Seite 68); die Grundge- 
bilde Tf], tii haben dann jedes Element des Gebildes u entsprechend 
gemein. Insbesondere gilt demnach der Satz: 



"Wenn zwei kollineare Felder 
drei Punkte einer Geraden ent- 
sprechend gemein haben, so haben 
sie jeden Punkt der Geraden ent- 
sprechend gemein. 



Wenn zwei kollineare Bündel 
drei Ebenen einer Geraden ent- 
sprechend gemein haben, so haben 
sie alle durch die Gerade gehenden 
Ebenen entsprechend gemein. 
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Wenn zwei kollineare Felder % ti^ die Punkte von zwei Ge- 
raden w, V oder die Strahlen von zwei Büscheln S, T entsprechend 
gemein haben, so fällt jedes Element von y] mit dem entsprechenden 
von TQ^ zusammen. Denn im ersteren Falle entspricht jede Gerade der 
Ebene sich selbst, weil sie zwei sich selbst entsprechende Punkte von 
u und V verbindet; und jeder Punkt der Ebene entspricht sich selbst, 
weil er als Schnittpunkt sich selbst entsprechender Geraden angesehen 
werden kann. Ebenso entspricht im zweiten Falle jeder Punkt der 
Ebene sich selbst, weil in ihm zwei sich selbst entsprechende Strahlen 
der Büschel S, T sich schneiden, jede Gerade der Ebene aber kann 
als Verbindungsgerade solcher Punkte aufgefaßt werden. Wir werden 
hierdurch zu folgendem Satze geführt: 



Zwei kollokale kollineare Felder 
haben alle ihre Elemente entspre- 
chend gemein (sind identisch), wenn 
sie die Eckpunkte eines Vierecks, 
oder die Seiten eines Vierseits ent- 
sprechend gemein haben. 



Zwei kollokale kollineare Bündel 
haben alle ihre Elemente entspre- 
chend gemein (sind identisch), wenn 
sie die Kanten eines Vierkants oder 
die Seiten eines Vierflachs ent- 
sprechend gemein haben. 



Der Satz rechts wird auf den anderen links zurückgeführt, indem 
wir die beiden Bündel durch eine Ebene schneiden. Die koUinearen 
Felder, die in dieser liegen, haben aber die Eckpunkte A^ J5, C, D 
eines Vierecks oder einfachen Vierseits entsprechend gemein, also auch 
die Strahlen AB^ AC^ AD und folglich jeden Strahl des Büschels A^ 
ebenso aber jeden Strahl des Büschels B\ woraus der Satz folgt. 

Aus dem soeben bewiesenen Satze lassen sich folgende Schlüsse 
ziehen in Betreff der Perspektiven Lage koUinearer Felder und Strahlen- 
bündel. 



Wenn zwei kollineare Felder tq, 
Y]^ in verschiedenen Ebenen liegen, 
und wenn irgend vier Strahlen, 
welche die Eckpunkte eines Vier- 
ecks von t) mit den entsprechen- 
den Punkten von tii verbinden, 
durch einen Punkt S gehen, so 
liegen die Felder perspektiv und 
sind Schnitte des zentrischen Bün- 
dels Ä Denn die beiden kollinearen 
Bündel, durch welche die Felder 
aus 8 projiziert werden, haben die 
Kanten eines Vierkants entsprechend 
gemein und sind identisch. 



Wenn zwei kollineare Bündel 5, 
S^ verschiedene Mittelpunkte haben, 
und wenn irgend vier Strahlen, in 
welchen die Ebenen eines Vier- 
flachs von /Sdie ihnen entsprechen- 
den Ebenen von S^ schneiden, in 
einer Ebene t\ liegen, so sind die 
Bündel perspektiv und Scheine des 
ebenen Feldes t]. Denn die beiden 
kollinearen Felder, in welchen die 
Bündel von f\ geschnitten werden, 
haben die Seiten eines Vierseits 
entsprechend gemein und sind 



identisch. 

Ich überlasse Ihnen den ganz ähnlichen Beweis des Satzes: 
„Ein ebenes Feld t] liegt perspektiv zu einem ihm kollinearen Bündel 



Perspektive koliineare Felder und Bündel. 
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„S, wenn die Eckpunkte eines Vierecks von t] auf den ihnen ent- 

„sprechenden Strahlen von 8 liegen." 
Die Analogie dieser Theoreme mit denen über einförmige pro- 
jektive Grundgebilde (im fünften Vortrage der ersten Abteilung) liegt 
auf der Hand. Dasselbe läßt sich zu dem folgenden Doppelsatze be- 
merken, den wir später benutzen werden. 



Wenn zwei kollineare ebene Fel- 
der drei und folglich alle Punkte 
einer Geraden u entsprechend ge- 
mein haben, so schneiden sich die 
Verbindungsstrahlen ihrer homo- 
logen Punkte alle in einem Punkte 
Ä — Nämlich zwei beliebige homo- 
loge Gerade l, l^ der Felder (Fig. 4) 
haben einen Punkt A von u ent- 



Wenn zwei kollineare zentrische 
Bündel drei und folglich alle Ebenen 
einer Geraden u entsprechend ge- 
mein haben, so liegen die Schnitt* 
strahlen ihrer homologen Ebenen 
alle in einer Ebene t]. — Nämlich 
zwei beliebige homologe Strahlen Z, 
\ der Bündel liegen in einer Ebene 
OL von Uy weil jede durch u gehende 




sprechend gemein, weil je<Jer Punkt 
von u sich selbst entspricht. Die 
homologen Punktreihen /, /^ sind 
folglich perspektiv, und die Ge- 
raden D2?i, EE^y . . . . , welche je 
einen Punkt D^ E^ . , . von l mit 
dem ihm entsprechenden Punkte 2?i, 
JS?!, . . . von l^ verbinden, gehen 
alle durch einen Punkt S. Liegen 
nun die Felder in einer Ebene e, 
und ist P der Schnittpunkt eines 
durch 8 gehenden Strahles DD^ 
von e mit der Geraden w, so ent- 
spricht die Gerade PD der Ge- 
raden P2?i, also sich selbst, weil 



Ebene sich selbst entspricht Die 
homologen Ebenenbüschel l, l^ sind 
folglich perspektiv, und die Strählen 
&5i, ee^, . . . in denen je eine Ebene 
5, s . . . von l die ihr entsprechende 
Ebene S^, e^, . . . von l^ schneidet, 
liegen alle in einer Ebene t]. Haben 
nun die Strahlenbündel denselben 
Mittelpunkt Jf, und ist tc die Ebene, 
welche einen in t\ liegenden Strahl 
88i mit der Achse u verbindet, so 
entspricht der Strahl %h dem Strahle 
Tc8i, also sich selbst, weil % sich 
selbst entspricht. Jeder in if) liegende 
Strahl des Punktes M fällt also mit 
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P sich selbst entspricht .Jeder 
durch S gehende Strahl von e fallt 
also mit seinem entsprechenden zu- 
sammen, woraus folgt, daß je zwei 
homologe Punkte der Felder auf 
einem durch S gehenden Strahle 
liegen. "Wenn die Felder nicht in 
einer Ebene liegen, so sind gleich- 
wohl je zwei Verbindungsstrahlen 
homologer Punkte, wie DD^ und 
JE'JE'i, Inzident. Weil aber nicht 
alle diese Verbindungsstrahlen in 
einer^ Ebene liegen, so müssen sie 
alle durch einen Punkt S gehen, 



seinem entsprechenden zusammen, 
woraus folgt, daß je zwei homologe 
Ebenen der Bündel sich in einem 
Strahle der Ebene t] schneiden. 
Wenn die Bündel zwei verschie- 
dene auf der Achse w liegende Mittel- 
punkte haben, so sind gleichwohl 
je zwei Schnittstrahlen homologer 
Ebenen, wie h\ und ee^ Inzident 
Weil aber nicht alle diese Schnitt- 
strahlen durch einen Punkt gehen, 
so müssen sie alle in einer Ebene 
IT] liegen, und die Strahlenbündel 
sind Scheine des ebenen Feldes iq. 



und die Felder sind Schnitte des 
Bündels S. 

Wir können diese bemerkenswerten Sätze auch in folgender Form 
aussprechen: 



Zwei nicht kollokale kollineare 
Felder liegen perspektiv, wenn sie 
drei Punkte (ihrer Schnittlinie) ent- 
sprechend gemein haben. 

Wenn zwei kollokale kollineare 
Felder die Punkte einer Punktreihe 
entsprechend gemein haben, so 
haben sie auch die Strahlen eines 



Zwei nicht konzentrische kolli- 
neare Bündel liegen perspektiv, 
wenn sie drei Ebenen entsprechend 
gemein haben. 

Wenn zwei konzentrische koUi- 
neare Bündel die Ebenen eines 
Ebenenbüschels entsprechend ge- 
mein haben, so haben sie auch die 



Strahlenbüschels entsprechend ge- \ Strahlen eines Strahlenbüschels ent- 
mein. I sprechend gemein. 

Daß umgekehrt zwei Perspektive Felder jeden Punkt ihrer Schnitt- 
geraden und zwei Perspektive Bündel jede durch beide Mittelpunkte 
gehende Ebene entsprechend gemein haben, leuchtet ohne weiteres 
ein. Aber auch die letzten beiden Sätze lassen sich umkehren; nämlich: 



Wenn zwei kollokale kollineare 
Felder die Strahlen eines Strah- 
lenbüschels entsprechend gemein 
haben, so haben sie auch die Punkte 
einer Punktreihe entsprechend ge- 
mein. 



Wenn zwei kollineare Bündel 
die Strahlen eines Strahlenbüschels 
entsprechend gemein haben, so 
haben sie auch die Ebenen eines 
Ebenenbüschels entsprechend ge- 
mein. 



Denn wenn wir links die Felder aus einem beliebigen Mittelpunkte 
durch konzentrische Bündel projizieren, so haben diese die Ebenen eines 
Ebenenbüschels und folglich (nach dem vorhergehenden Satze rechts) 
auch die Strahlen eines Strahlenbüschels entsprechend gemein; von 
diesem aber ist die im Satz genannte Punktreihe ein Schnitt Ebenso 
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wird der Satz rechts auf den vorhergehenden links zurückgeführt, wenn 
wir die konzentrischen Bündel durch eine Ebene in zwei kollokalen 
Feldern schneiden. Übrigens können Sie den letzten Doppelsatz auch 
direkt beweisen auf analoge Weise wie den vorigen. 

Stellen Sie sich vor, von zwei Perspektiven ebenen Feldern drehe 
sich das eine um seine Schnittgerade mit dem anderen Felde, so werden 
die Verbindungsstrahlen homologer Punkte ihre Lage ändern, aber doch 
beständig nach einem gleichfalls sich bewegenden Punkte konvergieren, 
weil die Felder jeden Punkt ihrer Schnittgeraden entsprechend gemein 
haben. Fallen nun die Felder bei der Drehung aufeinander, so ist 
diese Lage als Grenzfall der allgemeinen Perspektiven zu betrachten. 
Kollokale kollineare Felder, welche die Punkte einer Punktreihe u und 
die Strahlen eines Büschels S entsprechend gemein haben, werden des- 
halb, und weil ihnen manche Eigenschaften perspektiver Felder zu- 
kommen, selbst „perspektiv*' genannt Ihre Kollineation bezeichnen 
wir mit Poncelet als eine „Homologie"; die Gerade w, auf der sich 
ihre homologen Strahlen schneiden, heißt die „Achse", und der Punkt 
5, auf dessen Strahlen ihre homologen Punkte liegen, das „Zentrum" 
der Homologie. — Ebenso heißen konzentrische kollineare Bündel 
„perspektiv", wenn sie die Strahlen eines Strahlenbüschels und die 
Ebenen eines Ebenenbüschels entsprechend gemein haben. 

Um zwei in einer Ebene liegende Felder perspektiv aufeinander 
zu beziehen, können wir die Achse u und das Zentrum S der Homo- 
logie willkürlich annehmen (Fig. 4) und sodann noch zwei Punkte 2), 
Dl, die auf einem Strahle von S liegen, einander als entsprechende 
zuweisen. Denn wir können und müssen die beiden Felder kollinear 
so aufeinander beziehen, daß ihre zu der Punktreihe u Perspektiven 
Strahlenbüschel D, D^ einander entsprechen, der Büschel S aber iden- 
tisch sich selbst entspricht; dadurch ist ihre Kollineation eindeutig be- 
stimmt (Seite 6). Weil aber in jedem Punkte A von u zwei homo- 
loge Strahlen /, l^ der Büschel D, D^ einen sich selbst entsprechenden 
Strahl a des Büschels S schneiden, so muß Ä oder la sich selbst, 
nämlich dem Punkte l^a entsprechen; die beiden Felder haben also 
jeden Punkt von u entsprechend gemein, wie verlangt wurde. — Die 
Kollineation der beiden Felder ist eine spezielle Homologie, wenn das 
Zentrum S auf der Homologieachse u liegt. 

Jeder durch D gehende Strahl wird von seinem durch D^ gehenden 
entsprechenden Strahle in einem Punkte der Achse u geschnitten, kann 
also leicht konstruiert werden; und da je zwei homologe Punkte j?, 
El auf homologen Strahlen von D und D^ und zugleich mit S in einer 
Geraden liegen, so ist zu E leicht der entsprechende Punkt E^^ zu 
finden. Es wird eine nützliche und lehrreiche Übung für Sie sein, 
wenn Sie auf diese Weise zu irgend einer gegebenen Kurve die koUi- 

Beye, Geometrie der Lage. n. 4. Aufl. 2 
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neare konstruieren, d. h. zu beliebig vielen Punkten der ersteren die 
entsprechenden Punkte der letzteren. Ton Interesse ist bei dieser 
Konstruktion namentlich die Frage, wo die Fluchtgerade des einen 
Feldes liegt, die der unendlich fernen Geraden des anderen entspricht; 
denn von der Lage der Fluchtgeraden hängt es wesentlich ab, ob und 
mit wie vielen Zweigen sich die gesuchte Kurve ins Unendliche erstreckt. 
Die Fluchtgerade ist zu der Achse der Homologie parallel, weil sie 
ihre entsprechende Gerade auf der Achse und zugleich in einem un- 
endlich fernen Punkte schneidet. — liegt die Homologieachse un- 
endlich fem, so werden je zwei homologe Gerade parallel, S wird zum 
Ähnlichkeitspunkt der beiden Felder, und die Perspektiven Felder heißen 
ähnlich. Die Lehre von der Ähnlichkeit ebener Figuren ist Ihnen 
aus der Euklidischen Geometrie längst bekannt; sie ist, wie soeben ge- 
zeigt wurde, ein besonderer Fall der Lehre von der Kollineation. liegt 
nicht nur die Achse sondern auch das Zentrum der Homologie un- 
endlich fem, so sind die Perspektiven Felder kongruent, und ihre 
homologen Punkte können zur Deckung gebracht werden, indem das 
eine Feld in der Richtung des Zentmms um eine Strecke DD^ ver- 
schoben wird. 

Zwei kollineare ebene Felder t), -rii, deren unendlich feme Ge- 
rade einander nicht entsprechen, können auf zwei verschiedene Arten 
in Perspektive Lage gebracht werden (Möbius*). Man bestimme in 
ihnen zunächst die beiden Fluchtgeraden; dann entsprechen einander 
die beiden Parallelstrahlenbüschel von t) und tQi, denen die Flucht- 
geraden angehören. Dagegen entsprechen zwei beliebigen anderen 
Parallelen a, b von if] allemal zwei nicht parallele Gerade a^, b^ von 
TQi, weil tti und b^ sich in einem eigentlichen Punkte der Flucht- 
geraden von Tf]i schneiden. Es gibt folglich in einem bestimmten Ab- 
stände von dieser Fluchtgeraden zwei und nur zwei zu ihr parallele 
Gerade w^, t\^ auf denen durch a^ und b^ Abschnitte von derselben 
Länge begrenzt werden, wie auf den enteprechenden Geraden u^ v 
durch die Parallelen a und ft; die Punktreihen w^, v^ aber sind die 
einzigen des Feldes iji, die mit ihren entsprechenden Punktreihen ti^ 
V kongruent sind. Werden die kollinearen Felder in solche Lage ge- 
bracht, daß die Punktreihen u und u^ (oder auch v und v^) alle ihre 
Punkte entsprechend gemein haben, so liegen sie perspektiv. Sie bleiben 
perspektiv, wenn man sie hernach um ihre entsprechend gemeinschaft- 
liche Gerade dreht, bis ihre Ebenen zusammenfallen, und man erhält 
dann sofort zwei Strahlenbüschel in if], die mit den entsprechenden 
Strahlenbüscheln des Feldes Tf]i kongruent sind (Seite 16). 

♦) Möbius, Der baryzentrische Kalkül, Leipzig 1827, § 280 (Ges. "Werke, 
Bd. I.). Daß zwei kollineare Strahlenbiindel i. A. auf vier verschiedene Arten in 
Perspektive Lage gebracht werden können, beweisen wir im Anhange Nr. 69. 
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Zwei koUineare ebene Kurven, deren unendlich ferne Punkte ein- 
ander nicht entsprechen, können dem vorhergehenden zufolge in solche 
Lage gebracht werden, daß sie als Schnitte eines Strahlenkegels er- 
scheinen. Welche Eigenschaften sie miteinander gemein haben, lehrt 
dann die Anschauung ohne viel Mühe. — Zwei beliebige Kegelschnitte, 
auf denen je drei Punkte Ä^ 5, C und A^, B^^ C^ willkürlich ange- 
nommen sind, können in solche Lage gebracht werden, daß durch sie 
und die drei Geraden AA^^ BB^ und CC^ ein Kegel zweiter Ordnung 
geht (vgl. Seite 10). 

Wir können zwei ebene Felder tq, iQi in allgemeiner Weise koUi- 
near aufeinander beziehen, indem wir sie zunächst als Schnitte eines 
zentrischen Bündels auffassen und sodann in beliebige Lage zu ein- 
ander bringen. Ihre Kollineation ist die bisher betrachtete gewöhnliche, 
wenn das Zentrum S des Bündels weder in r\ noch in 7)^ liegt; sie 
artet dagegen aus, wenn das Zentrum S entweder in einem dieser beiden 
Felder oder auf ihrer Schnittlinie u^ liegt Da die Ausartungen 
der Kollineation (und ebenso die der Korrelation) neuerdings für 
manche Untersuchungen wichtig geworden sind, so wollen wir sie für 
ebene Felder tq, r^^ hier kurz besprechen.*) 

Ist die Kollineation von tq und ri^ eine „einfach ausgeartete", so 
enthält das eine t\ dieser beiden Felder einen singulären Punkt aS, 
welchem jeder Punkt von tji entspricht, und das andere tii enthält 
einen singulären Strahl t/^, welchem jeder Strahl von tq entspricht. 
Der Strahlenbüschel S von t\ ist zu der Panktreihe u^ von tji pro- 
jektiv, und einem beliebigen Strahle a von 8 entspricht in 1)1 jeder 
Strahl des homologen Punktes A^ von u^ ; umgekehrt entspricht diesem 
Punkte A^ von ri^ jeder Punkt des homologen Strahles a von 8 
und Y). Dieses lehrt die unmittelbare Anschauung, wenn i] und r^^ als 
Schnitte eines Strahlenbiindels aufgefaßt werden, dessen Mittelpunkt 8 
in 1) liegt. 

Die Kollineation von i\ und r\^ ist eine „zweifach ausgeartete", 
wenn jedes dieser beiden Felder einen singulären Punkt und einen sin- 
gulären Strahl enthält, welche Inzident sind, und denen jeder Punkt bezw. 
jeder Strahl des anderen Feldes entspricht. Einem beliebigen Punkte 
des singulären Strahles von t\ oder 7]^ entsprechen alle Punkte des 
singulären Strahles von iji bezw. r\ und einem beliebigen Strahle des 
singulären Punktes in r\ oder t\^ entsprechen alle Strahlen des singu- 
lären Punktes in ri^ bezw. tq. Andere mehrfach ausgeartete Kollinea- 
tionen übergehen wir der Kürze wegen. 



♦) Vgl. Hirst, On the Correlation of two planes (Proc. Lond. Math. Soc, 
Vol. V. und Annali di Mathematica, Ser. IL T. 6); Fiedler, Darstellende Geometrie, 
Bd. I. 

2* 
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Aus diesen beiden ausgearteten KoUineationen nun ergeben sich 
drei ausgeartete Korrelationen (reziproke Verwandtschaften), wenn das 
eine oder das andere der kollinearen Felder irj, iii durch ein zu ihm 
korrelatives Feld tq' ersetzt wird. 

Die Korrelation von tq und tq' ist eine „einfach ausgeartete erster 
Art", wenn die beiden korrelativen Felder ij, tq' je einen singulären 
Punkt S bezw. S" enthalten. Dem singulären Punkte von einem dieser 
Felder entspricht jeder Strahl des anderen Feldes; die Büschel S, S' 
der beiden Felder sind projektiv, und einem beliebigen Strahle von 
einem dieser Büschel entspricht in dem Felde des anderen jeder Punkt 
des homologen Strahles. 

Die Korrelation von tji und t] ist eine „einfach ausgeartete zweiter 
Art", wenn die beiden korrelativen Felder tji, tq' je einen singulären 
Strahl ti^ bezw. u enthalten. Dem singulären Strahle eines jeden dieser 
Felder entsprechen alle Punkte des anderen; die Punktreihen w^, u' 
sind projektiv, und einem beliebigen Punkte von einer der Reihen 
entsprechen in dem anderen Felde alle Strahlen des homologen Punktes. 

Die Korrelation von i] und r{ ist eine „zweifach ausgeartete" und 
von jeder der beiden vorhergehenden eine Ausartung, wenn jedes der 
korrelativen Felder einen singulären Punkt und einen singulären Strahl 
enthält, welche Inzident sind, und denen jeder Strahl bezw. jeder Punkt 
des anderen Feldes entspricht. Jedem Punkte des singulären Strahles 
des einen Feldes entsprechen alle Strahlen des singulären Punktes des 
anderen. 

Von der gewöhnlichen KoiTelation zweier Felder tq, 1)1, welche 
durch ein Viereck ST UV von -q und das entsprechende Vierseit 
s^tiU^^Vi von Tii bestimmt ist, gelangen wir zu den ausgearteten 
Korrelationen, indem wir das Vierseit oder das Viereck oder beide 
ausarten lassen. Wenn das Vierseit ausartet, indem i\ um den Punkt 
t\Si sich dreht, bis die Eckpimkte w^t', und t^i^ zusammenfallen, so 
wird die Korrelation eine einfach ausgeartete erster Art, und zwar 
werden S und #1^1 t^i die singulären Punk te von ij und ti^. Artet 
dagegen das Viereck aus, indem V auf U V fortrückt bis in die Seite 
5T, so daß die Seiten F5, FT und ST zusammenfallen, so wird die 
Korrelation eine einfach ausgeartete zweiter Art, und zwar werden u^ 
und VST die singulären Strahlen von t]^ und tj. Wenn sowohl das 
Vierseit als auch das Viereck in dieser Weise ausarten, so wird die 
Korrelation eine zweifach ausgeartete. 

Da wir das einfache Vierseit s^ t^ u^ i\ auch als ein Viereck 
A^B^C^D^ und das einfache Viereck ST UV als ein Vierseit abcd 
auffassen können, so ergibt sich hieraus: 

„Die gewöhnliche Korrelation tq {abcd)~'t\^ {A^B^C^D^) der 
„ebenen Felder tq, irji geht auch dann in die einfach ausgeartete 
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„Korrelation erster oder zweiter Art über, wenn von dem Viereck 
„-ii^iQDi zwei Eckpunkte oder von dem Vierseit abcd zwei 
„Seiten einander unendlich sich nähern." 

Wir bezeichnen die bisher betrachteten drei ausgearteten Korre- 
lationen als „einfach" singulare, indem wir hervorheben, daß bei 
ihnen jedes der korrelativen Felder nicht mehr als einen singulären 
Punkt oder Strahl enthält 

Die Korrelation von t\ und t\^ wird eine „zweifach singulare erster 
Art", wenn von dem Vierecke A^B^C^D^ zwei Paar Eckpunkte auf 
irgend zwei Gegenseiten, unendlich nahe aneinander rücken, so daß 
die übrigen Gegenseiten zusammenfallen und ihr Schnittpunkt un- 
bestimmt wird. Die korrelativen Felder % r\^ enthalten in diesem 
Falle je eine Reihe u bezw. u^ singulärer Punkte; jedem Punkte von 
u oder u^ entsprechen alle Strahlen von 7]i bezw. y), der Geraden u 
oder Wi aber entsprechen alle Punkte von r\^ bezw. tq. — Die Korre- 
lation ist eine „zweifach singulare zweiter Art" und zu derjenigen 
erster Art reziprok, wenn die beiden Felder je einen Büschel singu- 
lärer Strahlen enthalten. 

Wenn in späteren Vorträgen von Korrelation schlechthin die 
Rede ist, so ist eine nicht ausgeartete Korrelation gemeint Ebenso 
verstehen wir unter einer KoUineation die gewöhnliche, falls sie nicht 
ausdrücklich als ausgeartet bezeichnet wird. 



Vierter Vortrag. 
KoUineation und Korrelation von Räumen. 

Die bisherigen Entwicklungen bieten uns die Mittel dar, um zwei 
Räume aufeinander oder den Raum auf sich selbst koUinear oder 
korrelativ zu beziehen. Aus den allgemeinen Definitionen der KoUi- 
neation und der Korrelation leiten wir für Räume die folgenden Defi- 
nitionen ab: 

Zwei Bäimie S, Sj siyid kollinear, wenn jedem Punkte P von 
2 ein Punkt P^ von Sj entspricht, jeder durch P gehenden Geraden 
oder Ebene von 2 aber eine durch Pj gehende Gerade bezw. Ebene 
von Sj. 

Zwei Bäume S, S^ si?id korrelativ (oder reziprok), wenn jedem 
Punkte P von 2 eine Ebene tc^ von ^^ entspricht, jeder durch P 
gehenden Geraden oder Ebene von 2 aber ein in tz^ liege^ider Strahl 
bezw. Pmkt von Sj. 
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Auch hier beweisen wir ohne Mühe den schon früher allgemein 
aufgestellten Satz, daß zwei Orundgebilde, die zu einem dritten ent- 
weder beide kollinear oder beide korrelativ sind, zu einander kollinear 
sein müssen (vgl. Seite 4). Da hiemach die Kollineation von Räumen 
aus der Korrelation abgeleitet werden kann, so darf ich mich meistens 
auf die Untersuchung der Korrelation beschränken. 

Entsprechen einander in zwei korrelativen Räumen ein Punkt P 
und eine Ebene TCi, also auch der zentrische Bündel P und das ebene 
Feld TCi, so sind auch diese korrelativ aufeinander bezogen; denn jeder 
Ebene i] von P entspricht ein Punkt E^ in TCj, und jedem in tj 
liegenden Strahle von P entspricht ein durch E^ gehender Strahl 
von Zi- Vier harmonischen Elementen des Bündels P oder über- 
haupt des einen Raumes entsprechen daher allemal vier harmonische 
Elemente in tz^ oder im anderen Räume. Folglich muß jeder Punkt- 
reihe des einen Raumes ein zu ihr projektiver Ebenenbüschel des 
anderen, und jedem Strahlenbüschel ein zu ihm projektiver Strahlen- 
büschel entsprochen. In zwei kollinearen Räumen entspricht ebenso 
jedem ebenen Felde ein zu ihm kollineares ebenes Feld, jedem Bündel 
ein zu ihm kollinearer Bündel, jeder Punktreihe eine zu ihr projektive 
Punktreihe u. s. w. Kollineare und ebenso korrelative Räume sind 
deshalb projektiv. Es ergibt sich: 

„Wenn zwei kollineare oder korrelative Räume drei Elemente 

„eines einförmigen Grundgebildes, oder auch vier gleichartige 

„Elemente eines Grundgebildes der zweiten Stufe entsprechend 

„gemein haben, so haben sie jedes Element dieses Grundgebildes 

„entsprechend geraein" (Seite 13 und 14). 

Dabei wird vorausgesetzt, daß im letzteren Falle, welcher nur bei 

kollinearen Räumen eintreten kann, keine drei der vier Elemente in 

einem einförmigen Grundgebilde liegen. 

Um nun zwei Räume S, S^ korrelativ aufeinander zu beziehen, 
verfahren wir am einfachsten und anschaulichsten wie folgt. Wir 
nehmen in S irgend zwei zentrische Bündel A^ B an, und beziehen 
sie auf je ein in S^ liegendes ebenes Feld a^ bezw. ß^ korrelativ, so 
jedoch, daß der Geraden JJ5 die Gerade a^ß^, und jeder durch AB 
gehenden Ebene der Bündel ein auf a^ß^ liegender Punkt der Felder 
entspricht. Damit ist dann jedem Punkte P des Raumes 2 eine 
Ebene tc^ in S^ zugewiesen, und jedem durch P gehenden Strahle / 
ein in %^ liegender Strahl l^. Denn den beiden Strahlen AP^ BP, 
die mit der Geraden AB in einer Ebene liegen, entsprechen in a^ 
und ßi zwei Strahlen, die mit der Geraden a^ß^ einen Punkt gemein 
haben und daher eine dem Punkte P entsprechende Ebene tc^ bestimmen; 
und ebenso entspricht dem Strahle l von 2, der aus A und B durch 
zwei Ebenen AI und Bl projiziert wird, ein Strahl Z^, der die Ebenen 
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tti und ßi in den entsprechenden zwei Punkten aj^ und ß^Zj schneidet 

Ist in 2 irgend ein ebenes Feld v) gegeben, und werden die Bündel 

-4, B perspektiv auf tq und damit aufeinander bezogen, so daß sie 

also die Ebenen des Büschels AB entsprechend gemein haben, so 

werden dadurch zugleich die ebenen Felder a^ und ß^ (weil a^ ~ 

-47\"J5~ßi) kollinear aufeinander bezogen, so daß sie die Punkte 

der Punktreihe 04 ß^ entsprechend gemein haben. Folglich liegen 

(nach Seite 16) a^ und ß^ perspektiv und erzeugen einen zentrischen 

Bündel E^^ der dem ebenen Felde tq entspricht und zu ihm korrelativ 

ist. Jeder Ebene y] von S, die durch eine Gerade l oder einen 

Punkt P geht, entspricht somit in S^ ein Punkt E^, der auf der 

entsprechenden Geraden l^ oder Ebene tc^ liegt Auch der unendlich 

fernen Ebene des einen Raumes entspricht auf diese Weise ein Punkt 

des anderen, und zwar im allgemeinen ein eigentlicher Punkt. Also: 

„Zwei Räume 2, S^ lassen sich korrelativ so aufeinander beziehen, 

„daß zwei zentrischen Bündeln A^ B von 2 zwei zu ihnen korre- 

,4ative ebene Felder a^, ß^ von 2^ entsprechen. Die Korrelation 

„zwischen A und a^ und zwischen B und ß^ muß aber so her- 

„gestellt werden, daß jeder gemeinschaftlichen Ebene von A und B 

„ein gemeinschaftlicher Punkt von a^ .und ß^ entspricht Dadurch 

„ist die Korrelation der beiden Räume eindeutig bestimmt" 

Wir können daraus schließen: 

„Sollen zwei Räume 2, 2^ korrelativ aufeinander bezogen werden, 

„so darf man fünf gegebenen Punkten A^ B, C, D, E des Raumes 

„2, von denen keine vier in einer Ebene liegen, fünf beliebige 

„Ebenen a^, ßi, y^, S^, e^ des Raumes 2^, von denen keine vier 

„durch einen Punkt gehen, als entsprechende Ebenen zuweisen. 

„Hierdurch ist zu jedem Elemente von 2 das homologe Element 

„von 2i eindeutig bestinmit" 

Wir müssen nämlich und können den Strahlenbündel A korrelativ so 

auf das ebene Feld ol^ beziehen, daß den Strahlen AB^ AC^ AD^ AE 

bezw. die Strahlen a^ßi, a^Yi, a^hi, a^ej^ entsprechen (Seite 8); und 

ebenso ist zwischen dem Bündel B und dem ebenen Felde ß^ eine 

Korrelation herstellbar, so daß die vier Strahlenpaare BA und ß^a^, 

BC und ßiYi, BD und ß^S^, BE und ß^Si aus homologen Strahlen 

bestehen. Weil dann den gemeinschaftlichen drei Ebenen ABC, ABB 

und ABE der Bündel -4, B die diei gemeinschaftlichen Punkte a^ß^Yi, 

a^ßi^i und otißiSi der ebenen Felder a^, ß^ entsprechen, so entspricht 

jeder Ebene des Büschels AB ein und nur ein Punkt der Punktreihe 

ttjßi; der Satz ist also auf den vorhergehenden zurückgeführt 

Für kollineare Räume gilt folgender Satz: 

„Sollen zwei Räume 2, 2^ kollinear aufeinander bezogen werden, 
„so darf man fünf gegebenen Punkten des einen, von denen keine 



24 Vierter Vortrag. 

„vier in einer Ebene liegen, fünf beliebige derselben Bedingnng 
..genügende Punkte des anderen Saumes als entsprechende zuweisen. 
Jlierdurch ist zu jedem Elemente von 2 das homologe Element 
. ,.von Sj eindeutig bestimmt" (Möbius*). 

Dieser Satz läßt sich entweder direkt beweisen auf analoge Art, wie 
vorhin derjenige über korrelative fiäimie, oder einfacher noch auf 
diesen zurückführen durch die Bemerkung, daß zwei Bäume, die zu 
einem dritten korrelativ sind, kollinear sein müssen. Wir können 
nämlich die beiden Bäume auf einen dritten korrelativ so beziehen, 
daß beliebigen fünf Ebenen des dritten die gegebenen fünf Paare 
homologer Punkte der beiden ersteren entsprechen; dadurch wird die 
kollineare Yerwandtschaft zwischen diesen beiden Bäumen beigestellt 
Statt der räumlichen Fünfecke können auch zwei Fünfflache der beiden 
Bäume einander zugewiesen werden; auch durch diese ist die Eolli- 
neation der Bäume eindeutig bestimmt. 

Da jeder Punkt eines räumlichen Fünfecks dreifach unendlich 
viele Lagen annehmen kann, so lassen sich zwischen zwei Bäumen 
fünfzehnfach unendlich viele Kollineationen und ebenso viele Korre- 
lationen herstellen. Eine der Kollineationen ist die identische; für 
sie gilt der Satz: 

„Wenn zwei kollineare Bäume die fünf Eckpunkte eines räumlichen 
„Fünfecks, oder die fünf Ebenen eines räumlichen Fünfflaches ent- 
„sprechend gemein haben, so haben sie alle ihre Elemente entsprechend 
„gemein, und sind identisch." 

Als ein Hauptergebnis dieser Untersuchung ist der damit geführte 
Beweis des Dualitätsprinzips zu betrachten. Wenn nämlich zwei Bäume 
korrelativ aufeinander bezogen werden können, so kann auch zu jedem 
räumlichen Gebilde ein reziprokes konstruiert werden, dessen Eigen- 
schaften sich aus denen des ersteren Gebildes dual ergeben. Ich 
werde mich deshalb künftig begnügen, von je zwei reziproken Sätzen 
nur den einen zu beweisen, empfehle Ihnen jedoch, den Beweis des 
anderen zur Übung direkt zu führen statt mittels des Dualitätsprinzipes. 

In zwei projektiven Bäumen S, Sj, mögen sie nun kollinear oder 
korrelativ sein, gibt es unendlich viele homologe Begelscharen zweiter 
Ordnung, und zwar sind diese projektiv aufeinander bezogen. Denn 
zwei projektiven Punktreihen erster Ordnung, die irgend eine Begel- 
schar des Baumes S erzeugen, entsprechen in S^ entweder projektive 
Punktreihen oder projektive Ebenenbüschel erster Ordnung; diese aber 
erzeugen die entsprechende Begelschar des Baumes 2^. Da auch die 
Leitscharen der homologen Begelscharen einander entsprechen, so ge- 
langen wir zu folgendem Satze: 

*) Möbius, Der baryzentrische Kalkül, Leipzig 1827, § 231. (Ges. Werke, 
Bd. L). 
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„Sollen zwei Räume projektiv aufeinander bezogen werden, so daß 
„zwei projektive Regelscharen abcd . . . und a^b^Cid^ . . . zweiter 
„Ordnung einander als homologe Gebilde entsprechen, so kann man 
„drei gegebenen Leitstrahlen p^ 5, r der einen Regelschar drei be- 
„liebige Leitstrahlen j^j, g^, r^ der anderen als entsprechende Strahlen 
„zuweisen und außerdem noch festsetzen, ob die Räume kollinear 
„oder korrelativ sein sollen (v. Stand t*). Die Kollineation oder Korre- 
„lation der Räume ist dadurch eindeutig bestimmt^'. 

Bezieht man nämlich die beiden Räume projektiv so auf einander, 
daß den fünf Punkten ap^ aq^ bp^ bq^ er des einen die fünf Punkte 
oder Ebenen a^Pi^ ö^i^i, 6i;?i, b^q^^ c^r^ des anderen entsprechen, so 
entsprechen den Geraden a, 6, p^ q des ersteren Raumes bezw. die 
Geraden a^, b^^ p^^ q^ des letzteren. Femer entspricht der Geraden c, 
welche durch den Punkt er geht und die Geraden p und q schneidet, 
die Gerade c^, welche durch den Punkt e^r^ geht, oder aber in der 
Ebene e^r^ liegt, und die Geraden p^ und q^ schneidet; und ebenso 
entspricht der Geraden r die Gerade r^. Endlich entspricht jedem 
Strahle d der Regelschar abe ein Strahl d^ der Regelschar a^b^e^^ so 
daß die beiden einförmigen Grundgebilde p(abcd) und Piifl^b^e^d^) 
projektiv sind. Damit ist der Satz bewiesen. 

Die Erzeugnisse kollinearer und korrelativer Räume werden wir 
in späteren Vorträgen untersuchen. An dieser Stelle aber möchte ich 
Sie noch mit der Perspektiven Lage kollinearer Räume bekannt machen. 
Da zwei kolHneare Räume sich gegenseitig durchdringen, so können 
einzelne oder auch unendlich viele Elemente des einen Raumes mit 
den entsprechenden des anderen zusammenfallen; die Räume können 
mit anderen Worten einzelne Elemente und in besonderen Fällen sogar 
alle Elemente von Grundgebilden der ersten oder der zweiten Stufe 
entsprechend gemein haben. Analoge Betrachtungen, wie die früheren 
über koUokale kollineare Felder, führen uns zu folgendem Satze: 

Wenn zwei kollineare Bäume die Elemente eines ebenen Feldes 
7] entsprechend gemein haben, so haben sie auch die Elemente eines 
xentrischen Bündels S entsprechend gemein; und umgekehrt. 

Nämlich je zwei homologe ebene Felder a, a^ der kollinearen 
Räume sind ebenfalls kollinear (Seite 22); ihre Ebenen schneiden sich 
in einer Geraden von tq, und sie haben jeden Punkt dieser Geraden 
entsprechend gemein, weil jedes Element von tq mit seinem entsprechen- 
den zusammenfällt Die Felder a, a^ sind folglich perspektiv und 
Schnitte eines Bündels Ä Weil nun jedes Element von Ä, sei es ein 
Strahl oder eine Ebene, zwei einander entsprechende Elemente von a 
und tti mit einem sich selbst entsprechenden Elemente von tq ver- 

*) V. Standt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nüraberg 1856, Nr. 8. 
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bindet, so entspricht es sich selbst Je zwei homologe Punkte der 
Räume liegen denmach mit S in einer Geraden, und je zwei homologe 
Gerade liegen mit S in einer Ebene und schneiden sich außerdem in 
einem Punkte von y]. — Haben umgekehrt die Räume alle Elemente 
eines Bündels S entsprechend gemein, so liegen je zwei homologe 
zentrische Bündel -4, A^ perspektiv. Denn weil der Strahl AA^ durch 
S geht, so haben die kollinearen Bündel nicht nur diesen Strahl, 
sondern auch jede durch ihn gehende Ebene entsprechend gemein, 
sind also Scheine eines ebenen Feldes tq. In jedem Element von tq 
aber wird ein Element von S, das sich selbst entspricht, von zwei 
homologen Elementen der Bündel A^ A^ geschnitten; folglich fällt 
jedes Element von tq mit seinem entsprechenden zusammen. 

Zwei kollineare Räume, welche die Elemente eines Bündels S und 
eines ebenen Feldes i] entsprechend gemein haben, werden „perspektiv^' 
genannt; ihre KoUineation aber heißt nach Poncelet eine ,,Homologie'\ 
Der Punkt S, der mit je zwei homologen Punkten in einer Geraden 
und mit je zwei homologen Strahlen der Räume in einer Ebene liegt, 
heißt das „Zentrum'*, die Ebene v] aber, auf der sich je zwei homologe 
Strahlen oder Ebenen der Räume schneiden, heißt die „Ebene der 
Homologie^'. Sollen zwei Räume perspektiv aufeinander bezogen 
werden, so kann man die Ebene tq und das Zentrum S der Homologie 
willkürlich annehmen und außerdem irgend zwei Punkte A und Aj^ 
einander als entsprechende zuweisen, die mit S in einer Geraden, aber 
nicht in t] liegen. Denn, seien J?, C, D drei Punkte von tj, von deren 
Yerbindungsstrahlen keine die Gerade SAA^ schneide; dann können 
und müssen die Räume kollinear so aufeinander bezogen werden, daß 
den fünf Punkten A^ B, (7, D, S des einen die fünf Punkte -4^, JB, 
C, D, S des anderen entsprechen. Die Strahlen SAA^^ SJ9, SC, SD 
und folglich alle Elemente des Bündels S entsprechen sich selbst; 
ebenso entspricht die Ebene BCD oder t] und jedes ihrer Elemente 
sich selbst, weil außer den Punkten B, C, D noch ein auf SAA^^ 
liegender Punkt von •»] sich selbst entspricht (Seite 14). 

In Perspektiven Räumen kann mit großer Leichtigkeit zu jedem 
Gebilde das entsprechende konstruiert werden, und zwar auf dieselbe 
Art, wie in kollokalen Perspektiven Feldern (Seite 17). Die Relief- 
Perspektive räumlicher und insbesondere menschlicher Gestalten be- 
ruht auf dieser Konstruktion. Wenn die Homologieebene unendlich 
fem liegt, so sind je zwei homologe Gerade oder Ebenen parallel; in 
diesem Falle werden die Räume „ähnlich und ähnlich liegend" genannt 
Die Stereometrie wird Sie bereits mit solchen ähnlichen Räumen bekannt 
gemacht haben; eine Maschine z. B. und ein getreues ModeU der- 
selben können als Teile ähnlicher Räume angesehen und in die Per- 
spektive Lage gebracht werden, so daß die Verbindungsstrahlen ihrer 
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homologen Punkte sich alle in einem Punkte, dem Homologie-Zentrum 
oder „Ähnlichkeits-Punkte" schneiden, und je zwei homologe Strahlen 
oder Ebenen parallel sind. 

Sind zwei Räume S, S^ kollinear, so entspricht der unendlich 
fernen Ebene des einen i. A. eine eigentliche Ebene, die „Flucht- 
ebene" des anderen Raumes. In zwei homologen Ebenen der Räume 
entsprechen nur dann die imendlich fernen Geraden einander, wenn 
die eine und damit jede der beiden Ebenen zu der Fluchtebene ihres 
Raumes parallel ist. Einer Punktreihe erster Ordnung von 2 ent- 
spricht nur dann, wenn ihr Träger zu der Fluchtebene von 2 parallel 
ist, eine ihr ähnliche Punktreihe in S^- Den zu der Fluchtebene 
von 2 normalen Strahlen entsprechen in S^ die Strahlen eines Bün- 
dels, dessen Mittelpunkt auf der Fluchtebene von 2^ liegt; die Räume 
enthalten demnach nur zwei homologe Gerade n, w^, von denen jede 
zu der Fluchtebene ihres Raumes normal ist. 

Einem Rotationszylinder des Raumes 2 mit der Rotationsachse n 
entspricht in 2^ ein eigentlicher Kegel zweiter Ordnung, welcher n^ 
zur Hauptachse hat Denn bezüglich dieses Kegels ist n^ der Polar- 
strahl der zu n^ normalen Fluchtebene von 2^, weil bezüglich des 
Rotationszylinders die Rotationsachse n der Polarstrahl der unendlich 
fernen Ebene von 2 ist. Wir bringen den Kegel zum Schnitt mit 
einem Rotationszylinder, der mit jenem kongruent ist und n^ zur 
Rotationsachse hat. Dann ist jede Gerade v^^ welche einen Punkt 
der Schnittkurve enthält und die Achse n^ rechtwinklig schneidet, 
Träger einer Punktreihe von 2^, die mit der entsprechenden Punkt- 
reihe V von 2 kongruent ist. Das gleiche gilt von jeder Geraden w^, 
die von der Fluchtebene des Raumes 2^ denselben Abstand hat, wie 
eine der Geraden v^^ und zu dieser i\ parallel ist (Seite 18). Ist der 
Kegel, welcher dem Rotationszylinder von 2 entspricht, ein Rotations- 
kegel, so besteht seine Schnittkurve mit dem kongruenten Rotations- 
zylinder aus zwei gleichen Kreisen; die Ebenen dieser Kreise aber 
enthalten zwei Felder von 2^, die mit den entsprechenden Feldern 
von 2 kongruent sind. Nur in diesem Falle können die kollinearen 
Räume 2, 2^ in Perspektive Lage gebracht werden. 
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Fünfter Vortrag. 

Kollineare und korrelative Raumkurven, Regelscharen 
und Flächen. Ausgeartete räumliche Korrelationen. 

Sind zwei Räume projektiv, d. h. kollinear oder korrelativ auf- 
einander bezogen, so entspricht jeder stetigen Aufeinanderfolge von 
Elementen des einen eine stetige Aufeinanderfolge von Elementen des 
anderen Raumes. Wenn beispielsweise in dem einen von zwei korre- 
lativen Räumen 2, S^ sich drei Ebenen um drei gegebene Gerade u^ 
v^ w drehen, so daß ihr Schnittpunkt P eine Kurve beschreibt, so be- 
wegt sich zugleich mit P die entsprechende Ebene TCj des anderen 
Raumes stetig, indem ihre Spuren in den drei zu u^ i\ w homologen 
Geraden u^^ t\^ u\ sich stetig bewegen; denn die Punktreihen Wj, r^, 
w^ sind ja zu den Ebenenbüscheln w, r, iv bezw. projektiv. Einer 
ebenenKurve k des Raumes 2 entspricht in dem korrelativen Räume S^ 
ein „Ebenenbüschel" x^, dessen Ebenen alle durch einen Punkt gehen; 
dem Büschel der Tangenten von k aber entspricht in S^ ein Strahlen- 
kegel, der von dem Ebenenbüschel x^ umhüllt wird (vgl. Seite 11). 
Wir wollen noch andere homologe Gebilde projektiver Räume hervor- 
heben, schicken aber einige allgemeine Erörterungen voraus. 

Eine Kurve, von welcher kein Stück in einer Ebene liegt, heißt 
eine „Raumkurve" oder „gewundene" oder „doppelt gekrümmte" Kurve. 
Das zu ihr reziproke Gebilde nennen wir ein „Ebenengewinde"; es 
wird von einer Ebene beschrieben, die sich stetig im Räume bewegt, 
nicht jedoch in einem zentrischen Bündel. Die Strahlen, welche eine 
Raumkurve in je einem Punkte, in je zwei oder in je drei Punkten 
schneiden, nennen wir „Unisekanten", „Bisekanten" bezw. „Trisekanten" 
der Raumkurve; die Strahlen aber, die in je einer Ebene, in je zwei 
oder in je drei Ebenen eines Ebenengewindes liegen, nennen wir uni- 
planare, biplanare bezw. triplanare Achsen oder kurz „Uniplanaren", 
„Biplanaren" bezw. „Triplanaren" des Gewindes.*) 



Eine Raumkurve wird aus einem 
beliebigen Punkte P durch einen 
Strahlenkegel projiziert Dieser be- 
steht aus Bisekanten oder aus Uni- 
sekanten der Raumkurve, je nach- 
dem der Punkt P auf der Raum- 
kurve liegt oder nicht 



Ein Ebenengewinde wird von 
einer Ebene x in einem Strahlen- 
büschel geschnitten. Dieser besteht 
aus Biplanaren oder aus Uniplanaren 
des Gewindes, je nachdem die Ebene 
X in dem Gewinde enthalten ist 
oder nicht. 



*) Die letzteren Bezeichnungen und die Bezeichnung „Eben enge winde^^ für 
das zu einer gewundenen Kurve reziproke Gebilde verdanke ich Herrn J oll es. 
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Wenn ein Punkt Q die Raurakurve beschreibt, so beschreibt der Strahl 
PQ den die Kurve projizierenden Strahlenkegel. Liegt der Punkt P 
auf der Kurve (Fig. 5), so kann der Punkt Q ganz nahe an ihn hinan- 
rücken; die Bisekante PQ nähert sich dann einem zu P gehörigen 
Strahle p des Kegels und fällt mit p zusammen, wenn sich Q mit P 
vereinigt. Dieser Strahl p verbindet zwei „konsekutive", d. h. un- 
mittelbar aufeinander folgende Punkte der 
Kurve, er „berührt" die Raumkurve in 
P und heißt die „Tangente" der Kurve 
im Punkte P Auch jede durch p gehende 
Ebene verbindet zwei konsekutive Kurven- 
punkte und „berührt" oder „tangiert" die 
Raumkurve im Punkte P, Die Raum- 
kurve kann Ecken bilden und sich selbst 
schneiden; in ihren Eckpunkten, Doppel- 
und mehrfachen Punkten hat sie zwei 
oder mehr als zwei Tangenten. 

Die Berührungsebene im Punkte P, 
welche die Tangente p mit einem ver- 
änderlichen Kurvenpunkte B verbindet 
(Kg. 6), dreht sich um p, wenn R die 
Raumkurve beschreibt Sie nähert sich 
einer zu P gehörigen Ebene tc, wenn 
sich R dem Punkte P nähert, und fällt 
mit TC zusammen, wenn sich R mit P 
vereinigt. Diese Ebene ic verbindet drei 
konsekutive Kurvenpunkte und „schmiegt 
sich in P der Kurve an"; sie heißt die 
„Schmiegungs-, Oskulations- oder Krüm- 
mungsebene" der Raumkurve im Punkte 

P. Sie berührt den Strahlenkegel, welcher die Raumkurve aus P 
projiziert, längs der Tangente p^ weil sie mit ihm zwei in p sich 
vereinigende Strahlen gemein hat. Kurz: 




Fig. 5. 



Die Tangenten einer Raumkurve 
verbinden je zwei, ihre Schmie- 
gungsebenen verbinden je drei kon- 
sekutive Punkte der Kurve. Die 
Raumkurve wird von einer Schar 
von Tangenten „umhüllt"; 
Schmiegungsebenen bilden em 
Ebenengewinde, das sich der .Raum- 
kurve „anschmiegt". 



Durch die ,,Schmiegungsstrahlen" 
eines Ebenengewindes gehen je zwei, 
durch seine „Schmiegungspunkte" 
je drei konsekutive Ebenen des Ge- 
windes. Das Gewinde „umhüllt" 
ihre j eine Schar von Schmiegungsstrah- 
len; seine Schmiegungspunkte lie- 
gen auf einer Raumkurve, die sich 
dem Gewinde „anschmiegt". 



Da eine Schmiegungsebene der Raumkurve drei konsekutive Kurven- 
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punkte enthält, so verbindet sie zwei konsekutive Tangenten der Kurve. 
Zwei konsekutive Schmiegungsebenen aber haben allemal zwei konse- 
kutive Punkte und die sie verbindende Tangente der Raumkurve gemein, 
und drei konsekutive Schmiegungsebenen schneiden sich allemal in 
einem Punkte der Raumkurve. Das Gewinde der Schmiegungsebenen 
hat demnach die Tangenten der Raumkurve zu Schmiegungsstrahlen 
und die Punkte der Raumkurve zu Schmiegungspunkten. 

Die Tangente p und die Schmiegungsebene tc einer Raumkurve 
im Punkte P bewegen sich, wenn P die Raumkurve beschreibt, stetig 
mit P, und zwar beschreibt p die Tangentenschar der Kurve, und % 
das der Kurve sich anschmiegende Ebenengewinde. Dabei bewegt sich 
der Punkt P stetig in p^ während die Tangente p sich in der Ebene 
IC um P, und zugleich die Schmiegungsebene x sich um p stetig dreht 
Wir nennen nun einen Punkt der Raumkurve, in welchem P den 
Sinn seiner Bewegung in der Tangente p ändert, einen „stationären" 
oder „Rückkehrpunkt" der Kurve. Ebenso heißt jede Tangente oder 
Schmiegungsebene der Kurve „stationär", in welcher p bezw. tc den 
Sinn ihrer Drehung um P bezw. p ändert 

Seien nun A:, k^ zwei „koUineare" Raumkurven, d. h. solche, die 
in kollinearen Räumen einander entsprechen. Jeder Geraden oder 
Ebene, welche zwei bezw. drei Punkte von k verbindet, entspricht dann 
eine Gerade oder Ebene, welche die homologen zwei bezw^. drei Punkte 
von k^ verbindet Der Tangente p und der Schmiegungsebene % von 
k in einem Punkte P entsprechen daher die Tangente p^ und die 
Schmiegungsebene tz^ von k^ in dem homologen Punkte P^. Beschreibt 
P die Raumkurve A*, zugleich aber p die Tangentenschar von A, und 
X das der Kurve sich anschmiegende Ebenengewinde, so durchläuft 
der entsprechende Punkt P^ die Raumkurve Aj, der entsprechende 
Strahl p^ beschreibt die Tangentenschar von Ä-^, und die entsprechende 
Ebene tz^ beschreibt das der Kurve k^ sich anschmiegende Ebenen- 
gewinde. Jedem stationären Elemente von k entspricht hiemach ein 
stationäres Element gleicher Art von k^. Hat die Raumkurve k mit 
keiner Ebene mehr als w Punkte gemein, so hat auch k^ mit keiner 
Ebene mehr als n Punkte gemein. Wenn durch einen beliebigen 
Punkt m Schmiegungsebenen der Raumkurve k gehen, so gehen durch 
den entsprechenden Punkt m Schmiegungsebenen von Aj, die jenen 
entsprechen. Schneidet eine beliebige Gerade r Tangenten von i, so 
ist ihre homologe Gerade mit den entsprechenden r Tangenten der 
Raumkurve k^ Inzident Den unendlich fernen Punkten der Kurve k 
entsprechen i. A. eigentliche Punkte von ä^^, die auf der Fluchtebene 
des k^ enthaltenden Raumes liegen. 

Durch eine räumliche Kollineation oder Korrelation werden die 
Strahlen eines Raumes 2 in Strahlen eines mit 2 projektiven Raumes 2^ 
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transformiert, und zwar werden inzidente Strahlen von 2 allemal in 
inzidente, windschiefe aber in windschiefe Strahlen von Sj transfor- 
miert. Dem Schnittpunkt zweier inzidenter Strahlen a, b von 2 ent- 
spricht nämlich der Schnittpunkt oder die Verbindungsebene der 
entsprechenden Strahlen «j, b^ von 2j, je nachdem die beiden Räume 
kollinear oder korrelativ sind. 

Eine Fläche heißt eine „Reg^lfläche", wenn sie durch eine Gerade 
beschrieben werden kann, aber weder ebene noch konische noch zy- 
lindrische TeUe hat; ihre stetig aufeinander folgenden Geraden bilden 
eine „ßegelschar". Wir unterscheiden „windschiefe" und „abwickel- 
bare" Regelflächen und Regelscharen. Konsekutive d. h. unmittelbar 
aufeinander folgende (benachbarte) Strahlen einer abwickelbaren Regel- 
fläche oder Regelschar sind Inzident, haben also einen Punkt gemein 
und liegen in einer Ebene; konsekutive Strahlen einer windschiefen 
Regelfläche oder Regelschar dagegen sind i. A. windschief. Eine Ge- 
rade, die an drei gegebenen Kurven entlang gleitet, beschreibt i. A. 
eine windschiefe Regelschar. Das einschalige Hyperboloid und das 
hyperbolische Paraboloid sind bekannte Beispiele windschiefer Regel- 
flächen; die Tangenten einer beliebigen Raumkurve aber bilden eine 
abwickelbare Regelschar und ihr Ort ist eine abwickelbare Regelfläche. 

Als „Tangenten" einer Fläche bezeichnet man die Verbindungs- 
geraden konsekutiver Punkte der Fläche. Eine auf der Fläche liegende 
Gerade ist hiemach in jedem ihrer Punkte eine Tangente der Fläche. 
Seien nun a, a zwei konsekutive Gerade einer Regelfläche, sei P ein 
beliebiger Punkt von a und x die Ebene Pa\ Dann hat eine be- 
liebig durch P gelegte Gerade b der Ebene % zwei konsekutive Punkte 
mit der Fläche gemein, nämlich P und ihren Schnittpunkt mit a\ Die 
Strahlen des Büschels (P, tc) sind demnach Tangenten der Regelfläche, 
sie „berühren" die Fläche im Punkte P, und die sie enthaltende Ebene tc 
heißt die „Berührungs- oder Tangentialebene" der Fläche im Punkte P 
Sind die beiden konsekutiven Geraden a, a Inzident, so ist tc ihre 
Verbindungsebene, und die Regelfläche wird in diesem Falle längs 
der Geraden a, d. h. in allen Punkten der Geraden von tc berührt 
Eine abwickelbare Regelfläche hat demnach nur einfach unendlich 
viele Berührungsebenen; diese berühren die Fläche längs je einer 
Geraden und bilden das die Fläche „umhüllende" Ebenengewinde. 
Eine windschiefe Regelfläche wird von zweifach unendlich vielen 
Ebenen berührt; diese gehen durch je eine Gerade der Fläche. Wenn 
eine Gerade g die windschiefe Regelfläche in n Punkten schneidet, 
so liegt sie in n Berührungsebenen der Fläche, und umgekehrt; denn 
sie schneidet n Strahlen der Fläche und liegt mit jedem dieser Strahlen 
in einer Berührungsebene. 

Als „Haupttangenten" einer Fläche bezeichnet man solche Tan- 
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genten, die je drei konsekutive Punkte mit der Fläche gemein haben; 
sie „oskulieren*' die Fläche in ihren Berührungspunkten. Eine Gerade, 
die auf der Fläche liegt, ist Haupttangente in allen ihren Funkten. 
Nun bilden die Geraden, welche drei beliebige Strahlen a^, a, a einer 
windschiefen Regelfläche schneiden, eine Regelschar zweiter Ordnung 
auch dann, wenn a[^ a, a drei konsekutive Strahlen der Regelfläche 
sind. Daraus folgt: 

„Die Haupttangenten einer windschiefen Regelfläche, welche die 
„Fläche in den Punkten einer beliebigen ihrer Geraden oskulieren, 
„bilden abgesehen von dieser Geraden a eine Regelschar zweiter 
„Ordnung. Die Berührungsebenen der Fläche in den Punkten der 
„Geraden bilden demnach einen Ebenenbüschel a, der zu der Reihe a 
„ihrer Berührungspunkte projektiv ist" 

Wenn eine Gerade eine abwickelbare Regelfläche beschreibt, so 
dreht sie sich um einen veränderlichen Punkt, der auf ihr fortrückt, 
und sie bewegt sich zugleich in einer veränderlichen Ebene, die sich 
um sie dreht Die Schnittpunkte konsekutiver Strahlen der abwickel- 
baren Fläche liegen demnach auf einer Raumkurve. Jeder Strahl der 
Fläche hat mit der Raumkurve zwei konsekutive Punkte gemein, in 
denen er von dem ihm vorangehenden und dem ihm nachfolgenden 
Strahle der Fläche geschnitten wird; er berührt demnach die Raum- 
kurve, und die abwickelbare Regelfläche ist der Ort der Tangenten 
der Kurve. Die Verbindungsebenen konsekutiver Strahlen der Fläche 
aber sind, wie sich aus der früheren Erörterung ergibt, die Schmie- 
gungsebenen der Raumkurve und bilden das ihr sich anschmiegende 
Ebenengewinde. Die Raumkurve ist, beiläufig gesagt, eine „Schneide" 
oder „Rückkehrkurve" ihrer abwickelbaren Tangentenfläche. 

Räumliche Gebilde, die in kollinearen oder korrelativen Räumen 
einander entsprechen, werden selbst kollinear bezw. korrelativ genannt 
Da durch eine KoUineation oder Korrelation windschiefe Strahlen alle- 
mal in windschiefe, inzidente aber in inzidente Strahlen transformiert 
werden (Seite 31), so ergibt sich: 

„Durch eine KoUineation oder Korrelation wird jede Regelschar in 
„eine Regelschar, und die sie enthaltende windschiefe oder ab- 
„wickelbare Regelfläche in eine ebensolche Regelfläche trans- 
„formiert" 

„Sind zwei Regelflächen kollinear, so entsprechen den Punkten, 
„Strahlen und Berührungsebenen der einen Fläche bezw. die Punkte, 
„Strahlen und Berührungsebenen der anderen. Hat die eine Fläche 
„mit einer Geraden, die nicht auf ihr liegt, höchstens w Punkte 
„gemein, so gilt dasselbe von der anderen Fläche. Sind die koUi- 
„nearen Regelflächen abwickelbar, also die Tangentenflächen zweier 
„Raumkurven, so sind auch diese Raumkurven kollinear als homologe 
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„Kurven der beiden Flächen; denn die Schnittpunkte konsekutiver 
„Strahlen der kollinearen Flächen entsprechen paarweise einander/^ 
„Sind zwei windschiefe Regelflächen korrelativ, so entsprechen den 
„Punkten, Strahlen und Berührungsebenen der einen Fläche bezw» 
„die Berührungsebenen, Strahlen und Punkte der anderen. Hat die 
„eine Fläche mit einer Geraden, die nicht auf ihr liegt, höchstens 
„w Punkte gemein, so gilt dasselbe von der anderen Fläche; denn 
„durch die entsprechende Gerade gehen höchstens n Bertihrungs- 
„ebenen dieser anderen Fläche." 

Wenn zwei abwickelbare Regelflächen korrelativ aufeinander be- 
zogen sind, so entsprechen den Schnittpunkten konsekutiver Strahlen 
einer jeden von ihnen die Verbindungsebenen konsekutiver Strahlen 
der anderen. Für die beiden „korrelativen" Raumkurven, die von den 
abwickelbaren Regelscharen der korrelativen Flächen umhüllt werden, 
ergeben sich hieraus folgende Sätze: 

„Wenn zwei Raumkurven korrelativ sind, so entsprechen den Punkten, 
„Tangenten und Schmiegungsebenen der einen bezw. die Schmiegungs- 
„ebenen, Tangenten und Punkte der anderen Kurve. Liegen n Punkte 
„der einen Raumkurve in einer Geraden oder Ebene, so gehen die 
„entsprechenden n Schmiegungsebenen der anderen Raumkurve durch 
„eine Gerade bezw. einen Punkt Den XJnisekanten, Bisekanten, Trise- 
„kanten einer jeden der korrelativen Raumkurven entsprechen dem- 
„nach bezw. die Uniplanaren, Biplanaren, Triplanaren des der anderen 
„sich anschmiegenden Ebenengewindes. Wenn durch keinen Punkt 
„mehr als n Schmiegungsebenen der einen Raumkurve gehen, so 
„liegen in keiner Ebene mehr als n Punkte der anderen Raum- 
„kurve. Jedem Schnittpunkte zweier Tangenten der einen Kurve 
„entspricht eine Verbindungsebene zweier Tangenten der anderen." 
Eine abwickelbare Regelfläche wird, wie schon bemerkt, von einem 
Ebenengewinde umhüllt und von dessen Ebenen längs je einer ihrer 
Geraden berührt Das Gewinde wird von einer veränderlichen Ebene 
beschrieben, die sich ohne zu gleiten an der abwickelbaren Fläche 
oder an zwei Kurven der Fläche entlang wälzt, indem sie sie be- 
ständig berührt. Die Ebene dreht sich dabei um die veränderliche 
Gerade, längs welcher sie die Fläche berührt. Wenn sie jede ihrer 
successiven Berührungsgeraden nach Eintritt der Berührung festhält 
und mit sich fortführt, so wird die Regelfläche allmählich ohne Riß 
und Falte auf der Ebene ausgebreitet Die Fläche ist demnach „auf 
einer Ebene abwickelbar"; ihre Strahlen bilden nach erfolgter Abwick- 
lung den Tangentenbüschel einer ebenen Kurve. 

Wenn eine Kurve sich stetig bewegt oder stetig ändert, so be- 
schreibt sie eine Fläche. Diese kann i. A. nicht durch eine (Jerade, 
wohl aber auf unendlich viele Arten durch eine veränderliche ebene 

Reye, Oeometrle der Lftge. IL 4. Aufl. 3 
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Kurve beschrieben werden; sie wird unter anderen beschrieben durch 
ihre Schnittkurve mit einer Ebene, wenn die Ebene sich um irgend 
eine Achse dreht Zu der krummen Fläche ist der ,,Ebenenbündel^' 
reziprok; dieser kann auf unendlich viele Arten durch ein sich stetig 
änderndes Ebenengewinde beschrieben werden. Die Fläche und der 
Ebenenbündel sind stetige Mannigfaltigkeiten von zweifach unendlich 
vielen Punkten bezw. Ebenen. 

Zu den Tangenten und Haupttangenten der Fläche, die je zwei bezw. 
drei konsekutive Punkte der Fläche enthalten, sind die „Berührungs- 
strahlen" und die „Hauptberührungsstrahlen" des Ebenenbündels rezi- 
prok; durch sie gehen je zwei bezw. drei konsekutive Ebenen des 
Bündels. Nun haben wir für Begelflächen den Satz bewiesen: 

Die Tangenten in einem Punkte Die Berührungsstrahlen in einer 
einer Fläche liegen im Allgemeinen Ebene eines Ebenenbündels gehen 
in einer Ebene, der „Berührungs- i. A. durch einen Punkt, den „Be- 
ebene" der Fläche in dem Punkte, rührungspunkt" des Bündels in der 

Ebene. 
Dieser Satz gilt für beliebige Flächen; wir werden ihn für die Flächen 
zweiter und dritter Ordnung und andere noch zu besprechende Flächen 
beweisen, nachdem wir diese Flächen durch ihre Erzeugung definiert 
haben werden, wollen aber schon jetzt einige Folgerungen daraus 
ziehen. Eine Ausnahme erleidet der Satz für Punkte, in denen eine 
Fläche sich selbst schneidet; denn in ihnen hat die Fläche zwei oder 
mehrere Berührungsebenen. Eine Fläche kann auch diskrete „Doppel- 
punkte" haben, in denen je zwei Flächenteile zusammentreffen, ähnlich 
wie die beiden Hälften einer KegeLfläche zweiter Ordnung in deren 
Mittelpunkte. Auch diese Doppelpunkte und ebenso die drei- und 
mehrfachen Punkte einer Fläche bilden eine Ausnahme von dem 
obigen Satze. 

Die Berührungsebenen einer Die Berührungspunkte eines 
Fläche bilden im Allgemeinen einen Ebenenbündels liegen i. A. auf 
Ebenenbündel, der die Fläche „um- einer von dem Bündel umhüllten 
hüllt". Fläche. 

Denn eine Fläche hat i. A. zweifach unendlich viele Berührungsebenen, 
und diese bilden eine stetige Mannigfaltigkeit Eine Ausnahme bilden* 
die abwickelbaren Begelflächen und Eegelflächen, indem diese nur 
einfach unendlich viele Berühruugsebenen haben. Eine Raumkurve 
wird von den Ebenen eines Bündeis berührt, der zu einer abwickel- 
baren Begelfiäche reziprok ist 

Sind zwei Flächen kolUnear, so entsprechen den Punkten, Tan- 
genten und Berührungsebenen der einen bezw. die Punkte, Tangenten und 
Berührungsebenen der anderen. Hat die eine Fläche mit einer Geraden 
n Punkte gemein, so hat die andere mit der homologen Geraden die 
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entsprechenden /^ Punkte gemein; und wenn von der einen durch eine 
Gerade w Berührungsebenen gehen, so gehen durch die homologe 
Gerade die entsprechenden w Berührungsebenen der anderen Mäche. 
Liegen von der einen Fläche auf keiner Geraden mehr als w Punkte, 
und gehen von ihr durch keine Gerade mehr als m Berührungsebenen, 
so gilt dasselbe von der anderen Mäche. Enthält die eine Fläche ge- 
rade Linien, so enthält die andere ebenso viele gerade Linien, die jenen 
entsprechen; und wenn die eine Mäche Doppelpunkte hat oder Doppel- 
und mehrfache Linien, durch die sie mehr als einmal geht, so gilt 
dasselbe von der anderen. Hinsichtlich ihrer unendlich fernen Punkte 
aber können sich kollineare Flächen wesentlich unterscheiden; so kann 
die eine Fläche mit der unendlich fernen Ebene eine Kurve gemein 
haben, während die andere keine unendlich fernen Punkte hat oder 
von der unendlich fernen Ebene in einem Punkte berührt wird. 

Sind zwei Mächen korrelativ, so entsprechen den Punkten, Tan- 
genten und Berührungsebenen der einen bezw. die Berührungsebenen, 
Tangenten und Punkte der anderen. Hat die eine Fläche mit einer 
Geraden n Punkte gemein, so gehen von der anderen durch die homo- 
loge Gerade die entsprechenden n Berührungsebenen. Wenn die eine 
Mäche mit keiner Geraden mehr als n Punkte und m Berührungsebenen 
gemein hat, so hat die andere mit keiner Geraden mehr als n Be- 
rührungsebenen und w Punkte gemein. Jeder Raumkurve der einen 
Fläche entspricht ein Gewinde von Berührungsebenen der anderen; 
schneidet die eine Fläche sich selbst in einer Kaumkurve, so ist die 
andere dem entsprechenden Ebenengewinde zweifach eingeschrieben. 
Jedem Doppelpunkte der einen Mäche entspricht eine „Doppelbe- 
rührungsebene" oder „singulare Berührungsebene" der anderen. — 

Wir wollen noch kurz die wichtigsten Ausartungen der räum- 
lichen Korrelation besprechen, aus denen die Ausartungen der räum- 
lichen Kollineation leicht abzuleiten sind. Die Korrelation der Räume 
S, Sj sei gegeben durch ein räumliches Fünfeck ABCDE von 2 
und das entsprechende Fünf flach a^ß^YiSjei von S^. Sie ändert 
sich, wenn der Punkt E seine Lage ändert; sie artet aus (vgl. Seite 20), 
w^enn das Fünfeck ausartet, indem sein Eckpunkt E sich einem Eck- 
punkte S oder einer Ebene t\ oder einer Kante u des Tetraeders AB CD 
unendlich nähert. Ebenso entspricht jeder Ausartung des Fünfflaches 
^ißiTi^i^i ®i^® ausgeartete Konelation der beiden Räume. 

Ist die Korrelation eine einfach ausgeartete der ersten Art, so 
enthält jeder der korrelativen Räume S, Sj einen singulären Punkt S 
bezw. Äj, welchem alle Ebenen des anderen Raumes entsprechen. Die 
zentrischen Bündel S, ä, sind korrelativ, und einer beliebigen Ebene 
oder Geraden eines jeden von ihnen entspricht in dem Räume des 
anderen jeder Punkt des homologen Strahles bezw. jede Gerade der 
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homologen Ebene dieses anderen Bündels. Diese ausgeartete räum- 
liche Korrelation läuft auf die gewöhnliche Korrelation der Bündel S, 
S^ hinaus. 

Ist die Korrelation von 2 und 2, eine einfach ausgeartete zweiter 
Art, so enthält jeder der korrelativen Räume S, S^ eine singulare 
Ebene t) bezw. tj!, welcher alle Punkte des anderen Raumes ent- 
sprechen. Die Felder t) und t)j sind korrelativ, und einem beliebigen 
Punkte oder Strahle eines jeden von ihnen entspricht in dem Räume 
des anderen jede Ebene des homologen Strahles bezw. jeder Strahl 
des homologen Punktes dieses anderen Feldes. Diese ausgeartete 
Korrelation kommt auf die gewöhnliche der Felder t), t)j hinaus, und 
ist zu der vorhergehenden reziprok: 

Ist die Korrelation von 2 und 2^ eine einfach ausgeartete dritter Art, 
so enthält jeder der korrelativen Räume 2, 2^ einen singulären Strahl u 
bezw. u^^ welchem alle Strahlen des anderen Raumes entsprechen. 
Sowohl die Punktreihen w, u^ als auch die Ebenenbüschel u^ v^ sind 
projektiv; jedem Punkte von u entsprechen in 2^ alle Ebenen des 
homologen Punktes von w^, und jeder Ebene von ti entsprechen alle 
Punkte der homologen Ebene von u^. Einem beliebigen Punkte A 
von 2 entspricht in 2^ die Ebene a^ von u^, welche der Ebene tdA 
homolog ist; einer beliebigen Ebene ß von 2 entspricht in 2^ der 
Punkt B^ von Wj, dessen homologer der Punkt wß ist Zwei mit w 
bezw. u^ inzidente Gerade der beiden Räume entsprechen einander, 
wenn sie durch homologe Punkte von u und w^ gehen und zugleich 
in homologen Ebenen von u und w^ hegen. 

Jede dieser drei einfach ausgearteten Korrelationen ist „einfach 
Singular" und kann auf zweifache Weise ausarten (vgl. Seite 19). 
Doch übergehen wir von den so entstehenden zweifach ausgearteten 
Korrelationen alle einfach singulären und beschränken uns auf die 
folgenden drei „zweifach singulären" Korrelationen, welche zweifachen 
Ausartungen des Fünfecks ABCDE von 2 oder des homologen Fünf- 
flaches «iß^YiSiSi von 2i entsprechen. 

Die zweifach singulare Korrelation erster Art läuft auf die Homo- 
graphie zweien Ebenenbüschel hinaus. Die korrelativen Räume 2, 2^ 
enthalten nämlich je eine Reihe u bezw. u^ singulärer Punkte, von 
denen jeder allen Ebenen von 2^ bezw. 2 entspricht; die Ebenen- 
büschel w, ^1 aber sind projektiv. Jeder Ebene von einem dieser 
Büschel entsprechen alle Punkte der homologen Ebene des anderen. 
Der singulare Strahl 71 von 2 oder u^ von 2^ entspricht allen Strahlen 
von 2i bezw. 2; jeder Strahl von 2^, der mit u in einer Ebene liegt, 
entspricht allen Strahlen von 2^, die mit u^ in der homologen Ebene 
liegen. 

Die zweifach singulare Korrelation zweiter Art ist derjenigen 
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erster Art reziprok und läuft auf die Homographie zweier Punktreihen 
i;, v^ hinaus. 

Die zweifach singulare Korrelation dritter Art läuft auf die Homo- 
graphie zweier Strahlenbüschel 8^ S^ hinaus. Zwei Strahlen der 
korrelativen Räume 2, 2^, oder ein Funkt des einen Raumes und eine 
Ebene des anderen entsprechen einander, wenn sie mit irgend zwei 
homologen Strahlen der Büschel S^ S^ Inzident sind. Der Mittelpunkt, 
ein beliebiger Strahl oder aber die Ebene eines jeden dieser Büschel 
entspricht allen Ebenen, Strahlen bezw. Punkten des Raumes, welchem 
der andere Büschel angehört. 

Aus diesen drei zweifach singulären Korrelationen entstehen durch 
Ausartung der zugehörigen Homographien verschiedene ausgeartete, 
die wir übergehen. Doch sei noch bemerkt, daß die Korrelation von 
S und 2i „dreifach singulär" ist, wenn jeder der korrelativen Räume 
S, Sj entweder ein ebenes Feld t) bezw. ri^ singulärer Punkte oder 
einen Bündel S bezw. S^ singulärer Ebenen enthält (vgl. Seite 21). 
Im ersteren dieser beiden reziproken Fälle entsprechen jedem Punkte 
oder Strahle von y) oder 7)i alle Ebenen oder Strahlen von S^ bezw. 
S, und der Ebene t) oder t)j entsprechen alle Punkte von Sj bezw. S. 



Sechster Vortrag. 

Projektive Erzeugung der Flächen und Ebenenbfindel 
zweiter Ordnung. 

Wie wir durch projektive einförmige Grundgebilde zu den Elemen- 
targebilden zweiter Ordnung geführt worden sind, ebenso gelangen 
wir durch projektive Grundgebilde zweiter Stufe zu den Flächen und 
Ebenenbündeln zweiter Ordnung. Nämlich: 



Eine Fläche zweiter Ordnung 
wird erzeugt durch zwei korrelative 
Bündel S, 5^, die nicht konzentrisch 
sind. Jeder Strahl des einen Bün- 
dels schneidet die ihm entsprechen- 
de Ebene des anderen in einem 
Punkte der Fläche (Seydewitz*). 



Ein Ebenenbündel zweiter Ord- 
nung wird erzeugt durch zwei korre- 
lative Felder i), iqi, die nicht kollo- 
kal sind. Jeder Strahl des einen 
Feldes liegt mit dem ihm ent- 
sprechenden Punkte des anderen 
in einer Ebene des Bündels. 



Da die Fläche und der Ebenenbündel zweiter Ordnung reziproke 



*) Seydewitz in Grunerts Archiv für Math. u. Phys. 1847, Bd. 9, S. 158. 
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Gebilde sind, so ergeben sich alle projektiven Eigenschaften des einen 
dieser Gebilde sofort aus den des anderen. Wir beschränken uns 
deshalb auf die Untersuchung der Fläche zweiter Ordnung. Übrigens 
wird sich herausstellen, daß der Ebenenbündel zweiter Ordnung aus 
den Berührungsebenen einer Fläche zweiter Ordnung besteht, so daß 
auch abgesehen vom Dualitätsprinzip seine Theorie in der Theorie der 
Fläche zweiter Ordnung enthalten ist 

Seien S^ S^ die Mittelpunkte der beiden korrelativen Bündel, 
welche die Fläche F^ zweiter Ordnung erzeugen. Dann läßt sich zu- 
nächst leicht einsehen, daß eine beliebig durch S gelegte Ebene a 
die Fläche in einer Kurve zweiter Ordnung schneidet Nämlich dem 
in a liegenden Strahlenbüschel von S entspricht der Ebenenbüschel 
von iSi, dessen Achse a^ der Ebene a entspricht; diese beiden Büschel 
aber sind projektiv und erzeugen eine Kun^e zweiter Ordnung, den 
Schnitt von a mit der Fläche FK Nur dann zerfällt die Kurve in 
zwei Gerade, wenn ein Strahl des Büschels a in der entsprechenden 
Ebene von a^ liegt Die Kurve zweiter Ordnung wird auch erzeugt 
durch zwei projektive Strahlenbüschel, von denen einer der Büschel S 
in a, der andere aber der Schnitt des Ebenenbüschels a^ mit der 
Ebene a ist; diese Büschel aber haben nur in jenem besonderen 
Falle Perspektive Lage. Die Schnittkurve von F^ mit a geht durch 
die Punkte S und a^cL Die Fläche zweiter Ordnung wird ebenso von 
den Ebenen des Punktes S^ in je einer durch S^ gehenden Kurve 
zweiter Ordnung geschnitten. Daraus folgt: 

Die Fläche zweiter Ordnung hat j Der Ebenenbündel zweiter Ord- 
mit einer nicht auf ihr liegenden j nung hat mit einem Ebenenbüschel 
Geraden l höchstens zwei Punkte erster Ordnung, der nicht in ihm 
gemein. j enthalten ist, höchstens zwei Ebenen 

I gemein. 
Denn die Ebene 67 schneidet die Fläche in einer Kurve zweiter 
Ordnung, und diese hat mit / höchstens zwei Punkte gemein. Die 
Fläche wird wegen dieser Eigenschaft als „Fläche zweiter Ordnung" 
bezeichnet. 

Ein durch S gehender Strahl g hat mit der Fläche i. A. einen 
zweiten von S verschiedenen Punkt gemein, nämlich seinen Schnitt- 
punkt mit der ihm entsprechenden Ebene y^. Nur dann fällt dieser 
Punkt mit S zusammen und „berührt'' der Strahl g die Fläche im 
Punkte 5, wenn y^ durch den gemeinschaftlichen Strahl SS^ der 
Bündel geht Da hiemach die Tangenten der Fläche F^ in dem 
Punkte S den durch SSj^ gehenden Ebenen entsprechen, so liegen 
sie alle in der Ebene des Bündels S, die dem gemeinschaftlichen 
Strahle SS^ entspricht Diese Ebene heißt die „Berührungsebene" 
der Fläche F^ im Punkte S, Also: 
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Dem gemeinschaftlichen Strahle 
der korrelativen zentrischen Bündel 
entspricht in jedem der beiden 
Bündel eine Berührungsebene der 
Fläche zweiter Ordnung. 



Dem gemeinschaftlichen Strahle 
der korrelativen Felder entspricht 
in jedem der beiden Felder ein 
„Berührungspunkt" des Ebenenbün- 
dels zweiter Ordnung. 



Sind nun auch in anderen Punkten der Fläche Berührungsebenen 
vorhanden? und hat die Fläche auch mit solchen Schnittebenen, die 
nicht durch S oder iS^ gehen, Kurven zweiter Ordnung gemein? 
Diese Fragen drängen sich uns auf, und Sie werden gewiß geneigt 
sein, die zweite Frage zu bejahen, wenn Sie berücksichtigen, daß 
eine ebene Schnittkurve der Fläche von keiner Geraden in mehr als 
zwei Punkten getroffen wird. Auch wissen wir bereits, daß jede 
Ebene, die einen Punkt P der Fläche mit S oder S^ verbindet, einen 
Kegelschnitt mit der Fläche gemein hat Wir finden wirklich eine 
bejahende Antwort für die aufgeworfenen Fragen, indem wir zeigen: 
Jeder Punkt einer Fläche zweiter Jede Ebene eines Ebenenbündels 



Ordnung kann zum Mittelpunkt des 
einen der beiden korrelativen Bün- 
del gewählt werden, welche die 
Fläche erzeugen. 



zweiter Ordnung kann zur Ebene 
des einen der korrelativen Felder 
gewählt werden, die den Ebenen- 
bändel erzeugen. 



Seien wie bisher S, S^ die Mittelpunkte der korrelativen Bündel, 
durch welche die Fläche zweiter Ordnung F* ursprünglich erzeugt 
worden ist, und sei S^ ein beliebiger dritter Punkt von JF'*; dann gilt 
es, die zentrischen Bündel S, S, in solcher Weise korrelativ aufeinander 
zu beziehen, daß auch sie die Fläche erzeugen. Werden die Bündel 
5, Sj in ganz beliebiger Weise korrelativ aufeinander bezogen, so 
erzeugen sie eine zweite Fläche Fl zweiter Ordnung, welche durch 
die Punkte S und S^ geht Ich werde nun die Korrelation zwischen 
S und S^ so herstellen, daß jPJ noch zwei Kegelschnitte mit F* 
gemein hat, die durch ä, nicht aber durch Äg gehen; und sodann 
werde ich nachweisen, dalS F^ und F^ mit allen ihren Punkten zu- 
sammenfallen, also identisch sind. 

Die gegebene Fläche F* schneide ich durch Ebenen, die den 
Punkt 5, aber nicht S^ enthalten, in zwei Kegelschnitten x, X (Fig. 6). 
Es sei T der Punkt, in welchem die Schnittgerade der beiden Ebenen 
zum zweiten Male der Fläche begegnet; es sei also ST die gemein- 
schaftliche Bisekante der Kegelschnitte x, X, welche zu einer gemein- 
schaftlichen Tangente wird, wenn T sich dem Punkte S unbegrenzt 
nähert. Damit dann zunächst T auf der von den Bündeln S, 
S^ erzeugten Fläche Fl liege, muß dem Strahle ST von S eine 
durch S^T gehende Ebene S^KL von S^ entsprechen. Diese sonst 
beliebige Ebene schneide den Kegelschnitt x zum zweiten Male in 
einem Punkte K und ebenso \ in einem Punkte L; dann können 



40 



Sechfiter Vortrag. 



wir die verlangte Korrelation der Bändel S und S^ folgendermaßen 
herstellen. Wir projizieren den Kegelschnitt x aus dem Punkte S 
durch einen Strahlenbüschel S(x) und aus der Achse S^K durch 
einen Ebenenbüschel; diese Büschel sind projektiv, weil beide zu x 
perspektiv sipd. Ebenso projizieren wir die Kurve X aus S durch 
einen Strahlenbüschel S(\) und aus S^L durch einen zu /S(X) pro- 
jektiven Ebenenbüschel. Da nun die gemeinschaftliche Ebene S^KLT 

der Ebenenbüschel den Schnitt- 
punkt T der Kegelschnitte pro- 
jiziert und also dem gemeinschaft- 
lichen Strahle 8T der beiden 
Strahlenbüschel entspricht, so 
werden hierdurch (nach Seite 7) 
die zentrischen Bündel S, 5, 
korrelativ aufeinander bezogen. 
Die Fläche F\ aber, welche 
durch diese Bündel erzeugt wird, 
geht nicht nur durch die Punkte 
S und Sg, sondern auch durch 
den Kegelschnitt x, weil dieser 
durch den Strahlenbüschel 8{yC) 
und den ihm entsprechenden Ebenenbüschel S^K erzeugt wird, und 
ebenso durch den Kegelschnitt X. — Beiläufig folgt aus dieser Kon- 
struktion: 




Fig. 6. 



Zwei Kegelschnitte x, X, die in 
verschiedenen Ebenen liegen und 
sich entweder in zwei Punkten 5, 
T schneiden oder in einem Punkte 
S berühren, können mit einem 
beliebigen Punkte S, durch eine 
Fläche zweiter Ordnung verbunden 
werden. 



Zwei Ebenenbüschel zweiter Ord- 
nung, die verschiedene Mittelpunkte 
und entweder zwei Ebenen oder 
eine Ebene und deren Berührungs* 
strahl gemein haben, können mit 
einer beliebigen Ebene durch einen 
Ebenenbündel zweiterOrdnung ver- 
bunden werden. 



Mehr als eine solche Fläche zweiter Ordnung ist nicht möglich, 
denn zwei Flächen wie F^ und 2^f , welche beide durch x, X und S, 
gehen, sind identisch, wie aus folgendem sich ergibt Zunächst 
schneidet jede durch S^S^ gelegte Ebene, welche von x und X je 
zwei Punkte enthält, die beiden Flächen in Kegelschnitten, welche 
zusammenfallen, weil sie außer S^ noch vier auf x und X liegende 
Punkte gemein haben; solche Schnittebenen sind aber stets vorhanden. 
Sei nun \l ein durch 8^ und S^ gehender Kegelschnitt, welcher beiden 
Flächen zweiter Ordnung angehört, aber nicht durch den Punkt 8 
geht; sei ferner P ein beliebiger Punkt der einen Fläche. Dann 
schneidet die Ebene SP8^ die beiden Flächen zweiter Ordnung in 
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zwei Kegelschnitten, welche außer 8 und S^ drei Punkte miteinander 
gemein haben, nämlich noch je einen Punkt von x, X und |jl Da 
diese beiden Kegelschnitte zusammenfallen, so liegt jeder Punkt P der 
einen Hache auch auf der anderen; w. z. b. w. 

Es folgt, daß auch in S, eine Berührungsebene der Pläche F^ 
vorhanden ist, und daß jede andere durch S, gelegte Ebene mit F^ 
einen Kegelschnitt gemein hat, der aber in zwei Gerade zerfallen 
kann. Da nun S^ ein beliebiger Punkt der Fläche ist, so haben wir 
folgende Haupteigenschaft der Fläche zweiter Ordnung bewiesen: 



Die Fläche zweiter Ordnung hat 
mit jeder Schnittebene einen Kegel- 
schnitt gemein, der aber in zwei 
Gerade zerfallen kann. In jedem 
ihrer Punkte wird die Fläche von 
einer Ebene berührt; diese ent- 
hält aUe in dem Punkte möglichen 
Tangenten der Fläche. 



Der Ebenenbündel zweiter Ord- 
nung hat mit einem zentrischen Bün- 
del i. A. einen Ebenenbüschel zweiter 
Ordnung gemein. In jeder seiuer 
Ebenen hat der Bündel einen Be- 
rührungspunkt; durch diesen gehen 
alle in der Ebene enthaltenen „Be- 
rührungsstrahlen^' des Bündels. 



Ein Umstand verdient besonders hervorgehoben zu werden. Um 
zu beweisen, daß durch die Kegelschnitte x, X und den Punkt S^ 
eine Fläche zweiter Ordnung gelegt werden kann, haben wir vorhin 
die Strahlenbündel S^ S^ korrelativ aufeinander bezogen, und zwar 
wiesen wir zunächst dem Strahle ST eine beliebig durch S^T gelegte 
Ebene S^KL als entsprechende Ebene zu. Wir können dieser Ebene 
einfach unendlich viele Lagen geben, und daher ergibt sich: 



Zwei zentrische Bündel, deren 
Mittelpunkte auf einer gegebenen 
Fläche zweiter Ordnung liegen, 
können auf einfach unendlich viele 
Weisen korrelativ so aufeinander 
bezogen werden, daß sie die Fläche 
erzeugen. 

Weil zwei Bündel S, S^ auf achtfach unendlich viele Weisen 
korrelativ aufeinimder bezogen werden können (Seite 8), so lassen 
sich hiemach durch zwei gegebene Punkte 5, S^ siebenfach unendlich 
viele Flächen zweiter Ordnung legen. Zwei beliebige Ebenen sind in 
oc^ verschiedenen Bbenenbündeln zweiter Ordnung enthalten. 



Zwei ebene Felder, deren Ebenen 
in einem gegebenen Ebenenbündel 
zweiter Ordnung liegen, können 
auf oo ^ Weisen korrelativ so auf- 
einander bezogen werden, daß sie 
den Ebenenbündel erzeugen. 
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Siebenter Vortrag. 

Polarentheorie*) der Fläche zweiter Ordnung. 
Die verschiedenen Arten der Fläche. 

Wie die Kegelschnitte, so haben auch die Flächen zweiter Ordnung 
polare Eigenschaften, die sich aus früheren Sätzen leicht ableiten lassen. 
Die Kegelflächen zweiter Ordnung wollen wir hier ausschließen, weil 
wir ihre polaren Eigenschaften schon in der I. Abteilung (Seite 109) 
aus denen der Kegelschnitte abgeleitet haben. 

Sei F^ eine Fläche zweiter Ordnung, und A ein beliebiger Punkt, 
der nicht auf ihr liegt Jeder durch A gehende Strahl 5, der die 
Fläche in zwei Punkten schneidet, enthält einen Punkt A\ der von 
A durch die beiden Schnittpunkte harmonisch getrennt ist Dreht 
sich der Strahl 5 um -4 so, daß er eine Ebene tq beschreibt, so bewegt 
sich der Punkt A' auf einer Geraden, nämlich auf der Polare a von 
A bezüglich des Kegelschnittes, den die Ebene iq mit der Fläche F^ 
gemein hat Der Ort der Punkte A\ die durch F^ harmonisch von 
A getrennt sind, fällt demnach zusammen mit dem Orte der Polaren a 
des Punktes A bezüglich solcher Kegelschnitte der Fläche jP*, deren 
Ebenen durch A gehen.. Er hat mit jeder dieser Ebenen eine Gerade a 
gemein, enthält jede Gerade, die zwei seiner Punkte A' verbindet, 
und ist folglich eine Ebene a. Wir nennen A den „Pol" dieser 
Ebene a, und a die „Polarebene" des Punktes A bezüglich der 
Fläche F^, Die Ebene a enthält den Berührungspunkt jeder Tan- 
gente, die durch A an einen der Kegelschnitte geht, und den Schnitt- 
punkt von je zwei seiner Tangenten, deren Berührungspunkte mit A 
in einer Geraden liegen (vgl. I. Abt, Seite 99). Zwei Berührungs- 
ebenen der Fläche jP*, deren Berührungspunkte mit A in einer Geraden 
liegen, schneiden sich deshalb allemal in einer Geraden der Polar- 
ebene a; denn die in ihnen enthaltenen Tangenten von F^ schneiden 
sich paarweise in Punkten von a. Also: 

„Die Polarebene a eines Punktes A bezüglich der Fläche F* 

„zweiter Ordnung enthält: 

„1) jeden Punkt A\ der durch die Fläche harmonisch von A ge- 
„trennt ist, 

„2) die Polare von A bezüglich jedes Kegelschnittes auf jp^, dessen 
„Ebene durch A geht, 

*) Sie wurde schon 1639 von Desargues in seinem „Brouillon projecf' 
gestreift und 1799—1801 von Monge begründet Vgl. Monge, Geometrie de- 
scriptive, Paris 1799, Nr. 88—40, und FeuÜles d' Analyse appliquees a la Geometrie, 
Paris 1801, Nr. 5. 
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„3) die Schnittgeraden von je zwei Berührungsebenen der Fläche, 
„deren Berührungspunkte mit A in einer Geraden liegen, 

„4) die Berührungspunkte aller durch A gehenden Tangenten und 
Berührungsebenen der Fläche JP." 
Sie kann mittels dieser Punkte und Geraden auf mannigfache Art 
konstruiert werden. Wird die Fläche F^ von drei beliebig durch 
A gelegten Geraden in den Punktepaaren PP^^ QQ^^ RR^ geschnitten, 
so schneiden sich die Ebenen PQR und P^Q^Ry^ in einer Geraden 
der Polarebene a von -4, ebenso aber z. B. die Ebenen P^QR und 
PQy^R^] denn sowohl PQ und P^Qi als auch QR und Q^R^ schneiden 
sich auf der Polare von A bezüglich je eines Kegelschnittes von F^ 
(I. Abt., Seite 99). 

„Wenn sich zwei Berührungsebenen von F^ in einer Geraden der 

„Ebene a schneiden, so trennen sie die Ebene a harmonisch von 

„einer durch ihren Pol A gehenden Ebene"; 
denn die beiden Berührungspunkte trennen den Pol A harmonisch 
von einem Punkte Ä seiner Polarebene a. 

Jedem Punkte P der Fläche F^ müssen wir seine Berührungs- 
ebene als Polarebene, und jeder Berührungsebene ihren Berührungs- 
punkt als Pol zuweisen; denn die Polaren des Punktes P bezüglich 
der durch ihn gehenden Kegelschnitte der Fläche berühren diese 
Kurven in P, und ihr Ort ist die Berührungsebene von F^ in dem 
Punkte. Für einen Punkt -4, der nicht auf F^ liegt, und dessen 
Polarebene die Fläche schneidet, gilt der Satz: 

„Die Berührungspunkte der Tangenten und Berührungsebenen, die 

„aus einem beliebigen Punkte -4 an die Fläche zweiter Ordnung 

„gelegt werden können, . liegen in der Polarebene a von A auf 

„einem Kegelschnitt der Fläche. Die Tangenten selbst liegen also 

„auf einem Strahlenkegel zweiter Ordnung, und die Berührungs- 

„ebenen umhüllen diesen Kegel." 
Jede Gerade, die einen Punkt P des Kegelschnittes mit A 
verbindet, berührt in P die Fläche zweiter Ordnung; und jede Ebene, 
die eine Tangente des Kegelschnittes aus dem Punkte A projiziert, 
ist eine Berührungsebene der Fläche. Weil eine beliebig durch A 
gelegte Gerade höchstens zwei Tangenten des Kegelschnittes trifft, so 
erhalten wir noch den Satz: 

„Durch eine Gerade, die nicht ganz auf der Fläche zweiter Ordnung 

„liegt, lassen sich höchstens zwei Berührungsebenen an die Fläche 

„legen." 

Durch die Fläche zweiter Ordnung ist jedem Punkte eine Ebene 
als Polarebene zugeordnet Für die so einander zugeordneten Punkte 
und Ebenen nun gilt der Satz: 
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Liegt von zwei Punkten -4, B 
der erste in der Polarebene des 
zweiten, so liegt auch der zweite 
in der Polarebene des ersten. 



Geht von zwei Ebenen die erste 
durch den Pol der zweiten, so geht 
auch die zweite durch den Pol der 
ersten. 



Schneiden wir nämlich die Fläche zweiter Ordnung mit einer 
durch Ä und B gelegten Ebene, und konstruieren wir zu jedem der 
beiden Punkte die Polare in Bezug auf die Schnittkurve, so liegt 
nach der Voraussetzung Ä in der Polare von B und folglich B in 
der Polare von A (I. Abt. Seite 101). Die Polare von Ä in Bezug 
auf die Schnittkurve aber ist eine Gerade der Polarebene von Ä be- 
züglich der Fläche zweiter Ordnung, und folglich liegt B auch in 
dieser Polarebene. — Der Satz rechts ist nur eine Wiederholung des 
Satzes links. 

Bewegt sich ein Punkt in einer Ebene, so dreht sich also seine 
Polarebene um den Pol der Ebene; und dreht sich eine Ebene um 
einen Punkt, so bewegt sich ihr Pol in der Polarebene des Punktes. 
Wir schließen daraus: 



Wenn sich ein Punkt in einer 
Geraden bewegt, so dreht sich seine 
Polarebene um eine Gerade; denn 
sie dreht sich um die Pole aller 
durch jene Gerade gehenden Ebenen. 



Wenn sich eine Ebene um eine 
Gerade dreht, so bewegt sich ihr 
Pol in einer Geraden; denn er be- 
wegt sich in den Polarebenen aller 
in jener Geraden liegenden Punkte. 



Zwei Gerade heißen nach Poncelet „reziproke Polaren" und 
jede von ihnen heißt die „Polare" der anderen, wenn die Polar- 
ebenen aller Punkte der einen Geraden durch die andere gehen, und 
folglich die Pole aller Ebenen der ersteren Geraden auf der letzteren 
liegen. Durch die Fläche zweiter Ordnung ist jeder Geraden im 
Räume eine Gerade als Polare zugeordnet. Den vorigen Doppelsatz 
können wir jetzt auch in folgende Worte kleiden: 



Geht eine Gerade durch einen 
Punkt, so liegt ihre Polare in der 
Polarebene des Punktes. 



Liegt eine Gerade in einer Ebene, 
so geht ihre Polare durch den Pol 
der Ebene. 



Um zu einer Geraden g die Polare g^^ zu konstruieren, suchen 
wir hiernach entweder zu zwei Punkten von g die Polarebenen und 
bestimmen deren Schnittgerade g^^ oder wir suchen zu zwei Ebenen 
von g die Pole und bestimmen deren Verbindungsgerade g^^. Wenn 
die Gerade g von der Fläche zweiter Ordnung in zwei Punkten ge- 
schnitten wird, so gehen die Berührungsebenen dieser Punkte durch 
die Polare g^ von g; und wenn durch g zwei Berührungsebenen an 
die Fläche gelegt werden können, so enthält g^ deren Berührungs- 
punkte. Im allgemeinen sind die reziproken Polaren </, g^ zu einander 
windschief. Ist aber g eine Tangente der Fläche, so wird sie von 
ihrer Polare g^^ im Berührungspunkte geschnitten und liegt mit ihr 
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in einer Berührungsebene der Fläche. Denn, weil g in einer Be- 
rührangsebene liegt, so muß g^ den Pol der Ebene, d. h. den Be- 
rührungspunkt enthalten, und weil g durch diesen Punkt geht, so 
muß g^ in seiner Polarebene, d. h. in der Berührungsebene liegen. 
In jedem anderen Falle können wir die Polare g^ einer Geraden g 
auch wie folgt bestimmen. Wir schneiden die Fläche zweiter Ordnung 
durch Ebenen, welche die Gerade g enthalten, und suchen die Pole 
von g in Bezug auf die Schnittkurven; diese Pole liegen auf der 
Geraden g^. Denn die Polarebene eines beliebigen P dieser Punkte 
geht durch die Gerade g^ und P muß daher auf g^ liegen. Welche 
reziproke Konstruktion ergibt sich aus der soeben erwähnten? 

Die Berührungsebenen ß, y an zwei Punkten B, C der Fläche 
zweiter Ordnung schneiden sich in der Polare der Geraden J5C; 
wenn aber B dem Punkte C unendlich nahe rückt, so gehen BC 
und ßy über in zwei reziprok polare Tangenten des Punktes C Wir 
schließen daraus: 

„Wenn ein Punkt sich auf der Fläche zweiter Ordnung in der 
„Richtung einer Tangente unendlich wenig verschiebt, so dreht 
„sich seine Berührungsebene unendlich wenig um die polare 
„Tangente." 

Um von einer gegebenen Ebene den Pol zu konstruieren, suchen 
wir die Polarebenen und Polaren von beliebig vielen Punkten und 
Geraden der Ebene; alle diese Polarebenen und Polaren schneiden 
sich in dem Pole der Ebene. Insbesondere gehen die Berührungs- 
ebenen aller Punkte, welche die Ebene mit der Fläche zweiter Ord- 
nung gemein hat, durch den Pol; und wenn durch irgend eine 
Gerade der Ebene zwei Berührungsebenen an die Fläche gelegt 
werden, so liegt der Pol auf der Verbindungsgeraden der beiden 
Berührungspunkte, und ist von der gegebenen Ebene harmonisch ge- 
trennt durch die beiden Berührungsebenen (Seite 43). 

Ein Tetraeder, dessen Eckpunkte die Pole der ihnen gegen- 
überliegenden Ebenen sind, heißt ein „Poltetraeder'' oder „Polar- 
tetraeder" der Fläche zweiter Ordnung; seine Gegenkanten bilden 
drei Paar reziproke Polaren. Um ein Polartetraeder zu konstruieren, 
kann man einen Eckpunkt beliebig, sodann den zweiten irgendwo in 
der Polarebene des ersten und den dritten beliebig auf der Schnitt- 
geraden der Polarebenen jener beiden, aber nicht auf der Fläche 
zweiter Ordnung, annehmen; in dem vierten Eckpunkte schneiden 
sich die Polarebenen der drei ersteren Eckpunkte. Eine Fläche zweiter 
Ordnung hat demnach sechsfach unendlich viele Polartetraeder. 

Die Polarentheorie der Fläche zweiter Ordnung führt uns zu der 
„polaren Korrelation", einem besonderen Falle der korrelativen Ver- 
wandtschaft im Baume. Weil nämlich durch eine Fläche zweiter 
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Ordnung jedem Punkte P eine Ebene % als Polarebene zugeordnet 
ist, und jeder durch P gehenden Ebene oder Geraden ein in tc liegen- 
der Punkt bezw. Strahl als Pol oder Polare, so findet hier die all- 
gemeine Definition der Korrelation (Seite 3) Anwendung. Zwei 
räumliche Gebilde sind korrelativ aufeinander bezogen und folglich 
projektiv, wenn sie in Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung zu* 
einander polar sind. 

Als „autopolar" oder „polarinvariant" für eine Fläche zweiter 
Ordnung bezeichnen wir jedes Gebilde, das bezüglich der Fläche zu 
sich selbst polar ist Beispielsweise ist für die Fläche jedes ihrer 
Polartetraeder polarinvariant. 

Jede Fläche F^ zweiter Ordnung läßt sich durch zwei korrelative 
zentrische Bündel S, S^ erzeugen, so daß sich in ihren Punkten je 
ein Strahl von S und die entsprechende Ebene von 8^ schneiden. 
Zu den korrelativen Bündeln 5, S^ aber sind in Bezug auf F^ zwei 
korrelative Felder a, c^ polar, deren Ebenen die Fläche in den Mittel- 
punkten der Bündel berühren; jedem Strahle und jeder Ebene von 8 
oder 8^ entspricht ein Strahl bezw. ein Punkt in c oder a^. Die 
korrelativen Felder a, c^ erzeugen einen Ebenenbündel zweiter Ord- 
nung, der aus den Berührungsebenen der Fläche F^ besteht; denn 
die Polarebene eines beliebigen Punktes P von F^ verbindet einen 
Strahl von c mit dem entsprechenden Punkte von c^ und ist die 
Berührungsebene von jP* im Punkte P. Also: 



Die Berührungsebenen einer 
Fläche zweiter Ordnung bilden 
einen Ebenenbündel zweiter Ord- 
nung. 



Der Ort der Berührungspunkte 
eines Ebenenbündels zweiter Ord- 
nung ist eine Fläche zweiter Ord- 
nung. 



Eine Ausnahme bilden einerseits die Eegelflächen zweiter Ord- 
nung, die wir vorhin ausdrücklich ausgeschlossen haben, und ihre 
Ausartungen, die Ebenenpaare und zweüachen Ebenen, andererseits 
die singulären Ebenenbündel zweiter Ordnung, welche je einen Kegel- 
schnitt einhüllen, die Punktepaare und zweifachen Punkte. 

Den Ort der Berührungspunkte eines Ebenenbündels zweiter Ord- 
nung bezeichnet man wohl als eine „Fläche zweiter Hasse". Alle 
Flächen zweiter Ordnung mit Ausnahme der Strahlenkegel und Ebenen- 
paare sind hiemach Flächen zweiter Klasse, und alle Flächen zweiter 
Klasse, ausgenommen die Kegelschnitte und Punktepaare, sind zugleich 
Flächen zweiter Ordnung. Man bezeichnet sie wohl als „Flächen 
zweiten Grades", wenn man sie nicht einseitig entweder als Punkt- 
oder als Ebenengebilde auffassen wilL 

Für spätere Untersuchungen führen wir noch folgende Benen- 
nungen ein: 
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Zwei Punkte, oder ein Punkt und 
ein Strahl heißen konjugiert, 
wenn einer und folglich jeder von 
ihnen in der Polarebene bezw. 
Polare des anderen liegt. 



Zwei Ebenen, oder eine Ebene 
und eine Gerade heißen konju- 
giert, wenn eine und folglich jede 
von ihnen durch den Pol bezw. 
die Polare der anderen geht 
„Zwei Gerade heißen konjugiert, wenn eine und folglich jede von 
,4hnen mit der Polare der anderen inzident ist." 

Ein Punkt ist hiemach allen Punkten und Strahlen konjugiert, 
die in seiner Polarebene liegen; eine Ebene allen Strahlen und Ebenen, 
die durch ihren Pol gehen; und endlich eine Gerade 5p allen Punkten, 
die auf ihrer Polare g^ liegen, allen Ebenen, die durch g^ gehen, und 
allen Geraden, welche g^^ schneiden. Von einem Polartetraeder sind 
}e zwei Eckpunkte, je zwei Ebenen und je zwei sich schneidende 
Kanten konjugiert. Jeder Punkt, jede Tangente und jede Berührungs- 
ebene der Fläche zweiten Grades ist sich selbst konjugiert 



Sind zwei Punkte -4, B kon- 
jugiert bezüglich einer Fläche zwei- 
ten Grades, so sind sie auch kon- 
jugiert bezüglich jedes Kegel- 
schnittes der Fläche, dessen Ebene 
durch die Gerade AB geht 



Sind zwei Ebenen a, ß kon- 
jugiert bezüglich einer Fläche zwei- 
ten Grades, so sind sie auch kon- 
jugiert bezüglich jedes Tangenten- 
kegels der Fläche, dessen Mittel- 
punkt in der Geraden aß liegt 



Denn die Polarebene des Punktes A geht nach der Annahme durch 
JB; sie enthält aber auch (Seite 42) die Polare von A in Bezug auf 
den Kegelschnitt, und folglich muß diese Polare den Punkt B ent- 
halten, wie behauptet wurde. Der Doppelsatz ist umkehrbar. 

Die konjugierten Punkte oder Ebenen einer Geraden, die nicht 
sich selbst konjugiert, d. h. keine Tangente der Fläche ist, bilden dem- 
nach eine Involution (I. Abt Seite 148). Auf diesen Satz läßt sich 
der folgende zurückführen: 

„Die konjugierten Strahlen eines Büschels, von welchem weder der 
„Mittelpunkt noch die Ebene sich selbst konjugiert ist, bilden eine 
„Involution." 

Nämlich in der Ebene des Büschels können wir zu jedem seiner 
Strahlen einen ihm konjugierten Punkt bestimmen; wir erhalten so 
eine Involution konjugierter Punkte, zu welcher die Strahleninvolution 
Perspektive Lage hat 

Wenn ein Punkt oder Strahl ein ebenes Feld a beschreibt, so 
beschreibt seine Polarebene bezw. Polare einen zu a korrelativen 
zentrischen Bündel -4, dessen Zentrum der Pol der Ebene a ist Jeder 
ebene Schnitt ß dieses Bündels ist ebenfalls korrelativ auf a bezogen, 
und jeder zu a Perspektive zentrische Bündel B ist korrelativ zu A. 
Daraus folgt: 
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Zwei ebene Felder o, ß werden' Zwei zentrische Bündel ^ £ wer- 
korrelatiy aufeinander bezogen^ | den korrelativ aufeinander bezogen, 
wenn man jedem Punkte des einen . wenn man jed^n Strahle des einen 
die ihm konjugierte Gerade des ■ die ihm konjugierte Ebene des an- 
anderen als entsprechende zuweist ' deren als entsprechende zuweist 

Wenn ein Punkt eine Punktreihe g beschreibt, so beschreibt seine 
Polare einen zu g projektiven Ebenenbüschel g^^ jeder Schnitt von 
g^ ist folglich zu g^ jeder Schein von ^ ist zu ^r^ projektiv. Daraus 
ergibt sich unter anderem: 

,,Zwei Punktreihen oder Büschel erster Ordnung, deren Träger nicht 
,^onjugiert sind, sind projektiv, wenn ihre konjugierten Elemente 
„einander entsprechen.^ 

Ein Ebenenbündel zweiter Ordnung umhüllt, wie wir wissen, i. A. 
eine Fläche zweiter Ordnung und besteht aus deren Berührungsebenen. 
Wenn wir nunmehr die Flächen zweiter Ordnung in verschiedene 
Arten einteilen, so werden damit zugleich die Ebenenbündel zweiter 
Ordnung in Arten eingeteilt 

Wir unterscheiden geradlinige Flächen zweiter Ordnung und 
solche, die keine Geraden enthalten.*) Wenn eine Fläche zweiter 

Ordnung eine Gerade g enthält, so hat sie 
mit den durch g gehenden Ebenen noch je 
eine zweite Gerade l gemein; denn ihre in 
diesen Ebenen liegenden Kegelschnitte zer- 
fallen in je zwei Gerade ^, l. Wenn sich die 
Ebene ^f/ dreht um </, so beschreibt die Gerade 
l die Fläche. Die geradlinigen Flächen zweiter 
Ordnung aber sind keine anderen als die uns 
längst bekannten Kegelflächen und Strahlen- 
kegel zweiter Ordnung. Entweder nämlicli 
bewegt die Gerade l sich so, daß keine zwei 
ihrer Ijagen inzident sind, oder es gibt von 
ihr zwei Lagen /j, ^, die sich schneiden. Im 
letzteren Falle ist der Schnittpunkt M von /^ 
und Zj auf der Geraden g gelegen, weil die 
Ebenen gl^ und ^rZ^ verschieden sind (Fig. 7). 
Seien nun A^ B zwei Punkte der Fläche, die 
auf keiner der Geraden g^ l^ l^ liegen, und seien x, X zwei durch A 
und B gehende Kegelschnitte der Fläche. Dann sind die beiden 
Strahlenkegel zweiter Ordnung, welche x und X aus dem Punkte M 
projizieren, identisch, weil sie die fünf Strahlen MA, MB^ g^ Z^, Z, 




Fig. 7. 



*) Diese nicht geradlinigen Flächen enthalten allerdings konjugiert imaginäre 
Gerade; hier aber ist von reellen Geraden die Rede. 
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gemein haben; und jeder Strahl des Kegels liegt auf der Fläche zweiter 
Ordnung, weil er mit ihr den Punkt M und zwei Punkte von x und X 
gemein hat. In diesem Falle ist also die Fläche ein Strahlenkegel 
zweiter Ordnung. 

Wenn andererseits keine zwei der Geraden / Inzident sind, so 
wird die Fläche von einer beweglichen Geraden beschrieben, die an 
irgend drei der Geraden l entlang gleitet Sie ist in diesem Falle eine 
Kegelfläche zweiter Ordnung und zwar ein „einschaliges Hyperboloid", 
wenn sie keine, ein „hyperbolisches Paraboloid", wenn sie zwei un- 
endlich ferne Gerade enthält 

Die Flächen zweiter Ordnung, auf denen keine Gerade liegen, 
werden eingeteilt in „Ellipsoide", „elliptische Paraboloide" und „zwei- 
schalige Hyperboloide". Das Ellipsoid hat keinen unendlich fernen 
Punkt; das elliptische Paraboloid wird von der unendlich fernen Ebene 
in einem Punkte berührt; das zweischalige Hyperboloid hat mit ihr 
einen unendlich fernen Kegelschnitt gemein. Besondere Fälle dieser 
verschiedenen Flächen erhalten wir durch Rotation von Kegelschnitten 
um eine ihrer Achsen. Nämlich eine Ellipse beschreibt, wenn sie um 
ihre Haupt- oder Nebenachse rotiert, ein verlängertes bezw. abgeplattetes 
Rotationsellipsoid; eine um ihre Achse rotierende Parabel beschreibt 
ein Rotationsparaboloid, eine Hyperbel aber beschreibt ein zweischaliges 
Rotationshyperboloid, wenn sie um ihre Hauptachse, ein einschaliges, 
wenn sie um ihre Nebenachse rotiert Einen besonderen Fall des 
Rotationsellipsoides bildet die Kugel. 

Das Ellipsoid hat mit jeder Schnittebene eine Ellipse gemein. 
Das elliptische Paraboloid wird nur von den Ebenen, die seinen un- 
endlich fernen Punkt enthalten, in Parabeln geschnitten, von allen 
übrigen Schnittebenen aber in Ellipsen. Das hyperbolische Paraboloid 
hat mit einer Ebene i. A. eine Hyperbel gemein, die in zwei Gerade 
zerfallen kann, und nur dann eine Parabel, wenn die Ebene den Punkt 
enthält, in welchem die unendlich ferne Ebene das Paraboloid berührt 
Das ein- und das zweischalige Hyperboloid haben mit einer Schnittebene 
eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel gemein, je nachdem die Ebene 
keinen oder einen Punkt oder zwei Punkte des unendlich fernen 
Kegelschnittes der Fläche enthält; doch kann der ebene Schnitt eines 
einschaligen Hyperboloides in zwei Gerade zerfallen. 

Ob die Fläche zweiter Ordnung, die von zwei korrelativen zentrischen 
Bündeln /S, 8^ erzeugt wird, geradlinig ist oder nicht, läßt sich leicht 
entscheiden. Jede Berührungsebene einer geradlinigen Fläche zweiter 
Ordnung hat mit ihr zwei oder eine Gerade gemein; dem Strahle SS<^ 
des Bündels S aber entspricht die Berührungsebene der Fläche im 
Punkte iSi, und den Ebenen des Büschels 8S^ entsprechen die Tan- 
genten in iSj. Liegen zwei dieser Tangenten in den entsprechenden 

Heye, Geometrie der Lage. II. 4. Aufl. 4 
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Ebenen des Büschels SS^^ so schneidet die Berührongsebene in ihnen 
die Fläche zweiter Ordnung, und diese ist eine Regelfiäche. Liegt 
nur eine der Tangenten in der ihr entsprechenden Ebene, so ist die 
Fläche eine Kegelfläche, und wenn keine der Tangenten in der 
entsprechenden Ebene des Büschels SS^ liegt, so enthält die Fläche 
keine geraden Linien. Die Fläche zerfällt in zwei Ebenen, wenn drei 
und folglich alle Ebenen des Büschels SS^ durch die ihnen entsprechen- 
den Strahlen des Bündels S^ gehen. — Ob eine durch korrelative 
Felder erzeugte Fläche zweiter Klasse geradlinig ist oder nicht, läßt 
sich auf analoge Weise entscheiden. 

Eine Fläche zweiter Ordnung heißt einfach oder zweifach singulär, 
wenn sie ein Strahlenkegel ist bezw. in zwei Ebenen zerfällt; sie hat 
im ersteren Falle einen „Doppelpunkt", den Mittelpunkt des Kegels, im 
letzteren Falle eine „Doppelgerade", die Schnittgerade der beiden Ebenen, 
und auf dieser unendlich viele Doppelpunkte. Das Ebenenpaar kann 
als Ausartung von Strahlenkegeln zweiter Ordnung aufgefaßt werden, 
deren Mittelpunkte auf seiner Doppelgeraden liegen. — Eine einfach 
singulare Fläche zweiter Klasse ist ein Kegelschnitt und hat dessen 
Ebene zur „Doppelebene"; eine zweifach singulare Fläche zweiter 
Klasse zerfällt in zwei Punkte, sie hat deren Verbindungsgerade zum 
„Doppelstrahle" und alle durch sie gehenden Ebenen zu Doppelebenen. 
Eine dreifach singulare Fläche zweiter Ordnung oder zweiter Klasse 
ist eine zweifache Ebene bezw. ein zweifacher Punkt. 



Achter Vortrag. 

Durchmesser und Durchmesserebenen, Mittelpunkt, 

Hauptachsen und Symmetrieebenen der Fläche 

zweiten Grades. 

Zu merkwürdigen Eigenschaften der Fläche zweiten Grades führt 
uns die Polarentheorie, wenn wir sie auf unendlich ferne Punkte und 
Gerade anwenden. Wir nennen die Polarebene eines unendlich fernen 
Punktes eine „Durchmesserebene", die Polare einer unendlich fernen 
Geraden einen „Durchmesser" der Fläche zweiten Grades. Dann gilt 
der Satz: 

„Die Mittelpunkte paralleler Sehnen der Fläche zweiten Grades 
„liegen in einer Durchmesserebene der Fläche"; 
nämlich in der Polarebene des unendlich fernen Punktes der Parallelen. 
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Sie sind von diesem Punkte harmonisch getrennt durch je zwei 
Punkte der Fläche (I. Abt Seite 46). 

„Die Durchmesserebene halltet die ihr konjugierten Sehnen, sie 
„enthält die Berührungspunkte aller zu den Sehnen parallelen Tan- 
„genten und Berührungsebenen der Fläche und die Mittelpunkte 
„aller auf der Fläche gelegenen Kegelschnitte, deren Ebenen zu 
„den Sehnen parallel sind/^ 

„Die Mittelpunkte der Kegelschnitte, welche die Fläche zweiten 
„Grades mit parallelen Ebenen gemein hat, liegen auf einem Durch- 
„messer der Fläche"; 
nämlich auf der Polare der unendlich fernen Geraden der Ebenen 
(Seite 45). Der Durchmesser ist den parallelen Ebenen konjugiert; 
wenn er die Fläche schneidet, so sind die Berührungsebenen der 
Fläche in den beiden Schnittpunkten zu den Ebenen jener Kegelschnitte 
parallel. 

„Die Durchmesser und Durchmesserebenen einer Fläche zweiten 
„Grades gehen alle durch einen Punkt"; 
nämlich durch den Pol der unendlich fernen Ebene, weil diese die 
Polaren der Durchmesser und die Pole der Durchmesserebenen ent- 
hält Die Durchmesser und Durchmesserebenen sind der unendlich 
fernen Ebene konjugiert bezüglich der Fläche. 

Wenn die Fläche zweiten Grades die unendlich ferne Ebene 
berührt, so ist der Berührungspunkt der Pol dieser Ebene. Dieser 
Fall tritt ein bei den beiden Paraboloiden; also: 

,J)ie Durchmesser eines hyperbolischen oder elliptischen Parabo- 
„loides sind parallel; sie und die Durchmesserebenen gehen durch 
„den Punkt, in welchem die Fläche die unendlich ferne Ebene 
„berührt" 

Der Pol der unendlich fernen Ebene in Bezug auf ein Ellipsoid 
oder Hyperboloid ist ein eigentlicher Punkt; er heißt der „Mittelpunkt" 
der Fläche. 

„Der Mittelpunkt eines EUipsoides oder Hyperboloides ist der Mittel- 
„punkt jedes Kegelschnitts der Fläche, dessen Ebene durch ihn geht 
„Jede durch den Mittelpunkt gehende Sehne der Fläche wird in 
„diesem Punkte gehälftet." 
Denn der Mittelpunkt ist jedem unendlich fernen Punkte oder Strahle 
konjugiert und von dem unendlich fernen Punkte jedes die Fläche 
schneidenden Durchmessers durch die beiden Schnittpunkte harmo- 
nisch getrennt (Seite 42). 

„Die Ebenen, die ein ein- oder zweischaliges Hyperboloid in seineu 
„unendlich fernen Punkten berühren, schneiden sich in seinem Mittel- 
„punkte (Seite 43) und umhüllen einen Kegel zweiter Ordnung, den 
„Asymptotenkegel des Hyperboloides. Der Asymptotenkegel be- 
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„rührt das Hyperboloid längs seines unendlich fernen Kegelschnittes. 
„Eine beliebige Schnittebene hat mit dem Hyperboloid eine Ellipse, 
„Parabel oder Hj^perbel gemein, je nachdem der Asymptotenkegel 
„von ihr oder einer parallelen Ebene in einer Ellipse, Parabel oder 
„Hyperbel geschnitten wird." 

Jeder Dorchmesser eines Ellipsoides oder Hyperboloides ist einer 
Durchmesserebene und allen in dieser Ebene liegenden Durchmessern 
konjugiert. Die Durchmesserebene hälftet alle zu ihrem konjugierten 
Durchmesser parallelen Sehnen der Fläche; der Durchmesser aber 
enthält die Mittelpunkte aller Kegelschnitte der Fläche, die zu der kon- 
jugierten Durchmesserebene parallel sind. Wenn die Verbindungs- 
ebene von zwei konjugierten Durchmessern die Fläche zweiten Grades 
schneidet, so sind die Durchmesser auch in Bezug auf die Schnitt- 
kurve konjugiert; denn alle zu dem einen Durchmesser parallelen 
Sehnen dieser Kurve werden von dem anderen gehälftet. 

Drei konjugierte Durchmesserebenen büden allemal mit der unend- 
lich fernen Ebene ein Polartetraeder der Fläche zweiten Grades; ihre 
Schnittgeraden sind drei konjugierte Durchmesser der Fläche. Legt man 
durch die Endpunkte einer Durchmessersehne parallel zu drei konju- 
gierten Durchmesserebenen drei Paar Ebenen, so begrenzen diese ein der 
Fläche zweiten Grades eingeschriebenes Parallelepiped; denn die Kanten 
des Parallelepipedes sind zu je einer der drei Durchmesserebenen 
konjugiert und werden von ihr gehälftet, sind also Sehnen der Fläche. 
Von jedem der Fläche eingeschriebenen Parallelepiped sind die drei 
Paar Gegenebenen zu drei konjugierten Durchmesserebenen und folg- 
lich die 12 Kanten zu drei konjugierten Durchmessern parallel, und 
zwar hälftet jede der drei Durchmesserebeneh die vier zu den beiden 
übrigen parallelen Kanten. Das Parallelepiped hat drei Durchmesser 
zu Diagonalen. Wenn je drei konjugierte Durchmesser sich recht- 
winklig schneiden, so ist die Fläche zweiten Grades eine Kugel; denn die 
ihr eingeschriebenen Parallelepipede sind alle rechtwinklig und ihre 
Durchmessersehnen sind folglich gleich. Zwei zentrische Bündel S, S^ 
erzeugen eine Kugel, wenn sie „rechtwinklig korrelativ" aufeinander 
bezogen sind, nämlich so, daß jeder Ebene des einen Bündels der 
zu ihr normale Strahl des anderen entspricht; die Gerade SS^ ist ein 
Durchmesser der Kugel. 

Jeder Durchmesser einer Fläche zweiten Grades, der zu den ihm 
konjugierten Ebenen normal ist, heißt eine „Hauptachse" der Fläche. 
Die Hauptachse hälftet alle sie rechtwinklig schneidenden Sehnen und 
ist demnach eine ,,Symmetrieachse" der Fläche; ihre Polare liegt unend- 
lich fern in den zu ihr normalen Ebenen. Wir wollen die Existenz 
solcher Hauptachsen nachweisen. 

Für jedes elliptische oder hyperbolische Paraboloid gilt der Satz: 
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,^in Paraboloid hat nur eine Hauptachse.^' 
In ihr liegen die Mittelpunkte aller der Kegelschnitte des Para- 
boloideSj deren Ebenen zu der Richtung der Durchmesser normal sind. 
Die Durchmesserebenen, welche durch die Hauptachse a gelegt werden 
können, sind paarweise konjugiert und bilden eine Involution (Seite 47). 
Ist die Involution orthogonal, so hat jeder Kegelschnitt des Parabo- 
loides, dessen Ebene zu a normal ist einen orthogonalen Durchmesser- 
büschel und ist folglich ein Kreis. Das Paraboloid ist in diesem Falle 
ein Rotationsparaboloid und hat die Hauptachse a zur Rotationsachse. 
Ist die Involution nicht orthogonal, so enthält sie nur zwei konjugierte 
Ebenen a, a^, die aufeinander senkrecht stehen (I. Abt Seite 159). 
Weil nun die Ebene a zu a^ und zu allen auf der Hauptachse a senk- 
rechten Ebenen konjugiert und normal ist, so ist sie auch normal zu 
der Richtung, in welcher ihr unendlich femer Pol liegt; sie hälftet 
folglich alle zu ihr rechtwinkligen Sehnen des Paraboloides und wird 
deshalb eine „Symmetrieebene" der Fläche genannt Das gleiche gilt 
von der Ebene a^. 

„Ein Paraboloid hat also im allgemeinen zwei Symmetrieebenen; 
„diese scheiden sich rechtwinklig in der Hauptachse. Ein Rota- 
„tionsparaboloid hat jede durch seine Hauptachse a gehende Ebene 
„zur Symmetrieebene, und a ist seine Rotationsachse." 

Die Durchmesser eines EUipsoides oder Hyperboloides sind im all- 
gemeinen nicht normal zu den ihnen konjugierten Durchmesserebenen. 
Denn wenn jeder Durchmesser zu seiner konjugierten Durchmesser- 
ebene normal, also eine Hauptachse ist, so ist die Fläche eine Kugel 
(Seite 62); jede Involution konjugierter Durchmesser ist rechtwinklig, 
die Kurve, in welcher ihre Ebene die Fläche schneidet, ist ein Kreis, 
und alle Punkte der Fläche haben gleichen Abstand vom Mittelpunkte. 
Von jedem Polartetraeder der Kugel schneiden sich die vier Höhen- 
lote im Kugelmittelpunkt, und folglich kreuzen sich seine Gegenkanten 
rechtwinklig; die kürzesten Strecken zwischen je zwei Gegenkanten 
liegen auf drei Durchmessern der Kugel. 

Für ein beliebiges Ellipsoid oder Hyperboloid läßt sich die Existenz 
von drei Hauptachsen auf folgendem Wege begründen. Eine Haupt- 
achse ist zu allen ihr konjugierten Ebenen und insbesondere zu der 
ihr konjugierten Durchmesserebene normal; sie ist folglich zu allen in 
dieser Ebene liegenden Durchmessern konjugiert und normal. Dagegen 
steht auf einem Durchmesser d, der keine Hauptachse der Fläche ist, 
nur ein einziger ihm konjugierter Durchmesser d^ senkrecht Dieser 
liegt sowohl in der zu d konjugierten Durchmesserebene 8, als auch in 
der zu d normalen Durchmesserebene h^. Beschreibt d am den Mittel- 
punkt der Fläche einen Strahlenbüschel y erster Ordnung, so beschreibt 
die konjugierte Durchmesserebene 8 einen zu y projektiven Ebenen- 
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büschel (Seite 48), dessen Achse g zu der Ebene von y konjugiert ist 
Zugleich beschreibt die zu d normale Durchmesserebene \ einen zweiten 
ZVL Y projektiven Ebenenbüschel, dessen Achse g^ zur Ebene von y 
normal ist Die Ebenenbüschel g und g^ sind folglich auch zu einander 
projektiv, und erzeugen im allgemeinen einen Strahlenkegel zweiter 
Ordnung. Dieser geht durch alle Hauptachsen, wenn solche existieren, 
weil zu jeder Hauptachse ein Strahl des Büschels y konjugiert \md 
normal ist Also: 

„Beschreibt ein Durchmesser d eines Elüpsoides oder Hyperboloides 

„um den Mittelpunkt einen Strahlenbüschel erster Ordnung y, so 

„beschreibt der Durchmesser d^, welcher zu d konjugiert und nor- 

„mal ist, i. A. einen Strahlenkegel r zweiter Ordnung. Dieser 

„geht durch alle Hauptachsen der Fläche, wenn solche vorhanden 

„sind. Zwei Durchmesser d^, rf/, von denen keiner eine Haupt- 

„achse ist, können durch einen und nur einen der Strahlenkegel T 

„verbunden werden; insbesondere gibt es nur einen solchen Kegel T, 

„der in d^ eine gegebene Ebene 5, berührt" 

Eine Ausnahme von dem ersten dieser Sätze findet nur dann statt, 

wenn der Strahlenbüschel y eine Hauptachse der Fläche enthält, weil 

dann die Ebenenbüschel g^ g^ die zu der Hauptachse konjugierte 

Durchmesserebene entsprechend gemein haben, also perspektiv liegen. 

In diesem Falle beschreibt auch d^ einen durch die Hauptachse 

gehenden Strahlenbüschel, und der Strahlenkegel T zerfällt in die 

Ebene dieses Büschels und in jene Durchmesserebene. 

Mit Hilfe von zweien dieser Strahlenkegel läßt sich der Beweis 
führen, daß jedes Ellipsoid oder Hyperboloid Hauptachsen besitzt, was 
in dem genannten Ausnahmefall ohnehin feststeht Seien y, y' zwei 
Durchmesserbüschel, deren gemeinsamer Strahl d nicht zu einer Haupt- 
achse konjugiert ist; dann liegt auf den zugehörigen Strahlenkegeln 
r, r' zunächst der zum Durchmesser d konjugierte und normale 
Durchmesser d^. In d^ aber können sich diese Kegel zweiter Ordnung 
nach dem obigen Satze nicht berühren; sie schneiden sich vielmehr 
in rfjL imd haben folglich noch mindestens einen reellen Stratl a 
gemein. Dieser Strahl aber hat sowohl in y als auch in y' einen 
konjugierten Durchmesser, zu welchem er normal ist Der Strahl a 
ist folglich zu seiner konjugierten Durchmesserebene a normal, welche 
die ihm konjugierten Durchmesser enthält; er ist somit eine Haupt- 
achse des Elüpsoides oder Hyperboloides. Die zu a normale und 
konjugierte Durchmesserebene a aber hälftet alle zu ihr senkrechten 
Sehnen der Fläche und ist eine „Symmetrieebene" des Elüpsoides oder 
Hyperboloides. Wir haben hiermit eine Hauptachse a und eine zu 
ihr normale Symraetrieebene a nachgewiesen, und wollen nun noch 
zeigen, daß außer a noch zwei andere Hauptachsen existieren, und 
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daß mithin die Strahlenkegel F, V vier reelle Strahlen miteinander 
gemein haben. 

Die Involution konjugierter Durchmesser, die in der Symmetrie- 
ebene OL liegt, ist entweder orthogonal oder sie enthält nur zwei 
konjugierte Durchmesser 6, c, die aufeinander senkrecht stehen. Im 
ersteren Falle folgt ebenso, wie vorhin bei dem Paraboloid, daß die 
Mäche zweiten Grades eine Botationsfläche, und daß jeder dieser 
Durchmesser eine Hauptachse der Fläche ist; im letzteren Falle hat 
die Fläche nur die drei Hauptachsen a, fe, c, die aufeinander senk- 
recht stehen und paarweise konjugiert sind. 

Von dem Strahlenkegel zweiter Ordnung haben wir schon im 
18. Vortrage der ersten Abteilung drei zu einander normale Haupt- 
axen nachgewiesen. Es gilt also der Satz: 

„Jedes Ellipsoid, jedes Hyperboloid und jeder eigentliche Strahlen- 
„kegel zweiter Ordnung hat drei zueinander rechtwinklige Haupt- 
„achsen (Euler). Die drei Verbindungsebenen der Hauptachsen sind 
„Symmetrieebenen und bilden mit der unendlich fernen Ebene ein 
„rechtwinkliges Polartetraeder der Fläche. Nur dann, wenn die 
„Fläche eine Rotationsfläche ist, hat sie unendlich viele Hauptachsen; 
„eine von diesen ist ihre Rotations- oder Umdrehungsachse, die übrigen 
„schneiden die Rotationsachse rechtwinklig und bilden in einer aus- 
„gezeichneten Symmetrieebene einen Strahlenbüschel. Alle durch 
„die Rotationsachse gehenden Ebenen aber sind Symmetrieebenen 
„der Fläche." 
Die Schnittpunkte einer Fläche zweiten Grades mit ihren Haupt- 
achsen heißen die „Scheitelpunkte", ihre Berührungsebenen in diesen 
Punkten ieißen die „Scheitelebenen" der Fläche. Solche Strahlen einer 
Regelfläche zweiten Grades, die durch je einen Scheitelpunkt gehen, 
bezeichnen wir als „Scheitelstrahlen" der Fläche. 



Neunter Vortrag. 

Affinität, Gleichheit, Ähnlichlceit und Kongruenz 
ebener Felder. Affine und ähnliche Kegelschnitte. 

Zwei kollineare ebene Felder tq, tj! heißen „affin", wenn ihre un- 
endlich fernen Geraden einander entsprechen. Jedem unendlich fernen 
Punkte des einen Feldes entspricht dann ein unendlich femer Punkt 
des anderen, jedem Parallelogramm entspricht ein Parallelogramm, 
jeder Punktreihe eine ihr ähnliche Punktreihe (I. Abt Seite 94). Ein 
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Parallelstrahlenbündel wird von beliebigen Ebenen in affinen Feldern 
geschnitten. Ein ebenes Eeld ist mit seinen Parallelprojektionen in 
beliebigen Ebenen affin und liegt zu ihnen perspektiv. 

„Sollen zwei ebene Felder affin aufeinander bezogen werden, so 
„können wir in jedem von ihnen ein eigentliches Dreieck beliebig 
„annehmen und den Eckpunkten des einen Dreiecks die des anderen 
„als entsprechende Punkte zuweisen:*' 
Denn die Dreiecke bilden mit den unendlich fernen Geraden der 
Felder zwei aufeinander bezogene vollständige Vierseite, und durch 
diese ist (Seite 7) zu jedem Punkte oder Strahle des einen Feldes der 
entsprechende Punkt oder Strahl des anderen eindeutig bestimmt — 
Die beiden Felder lassen sich auf sechsfach unendlich viele Arten 
affin aufeinander beziehen, weil das Dreieck in dem einen Felde sechs- 
fach unendlich viele Lagen annehmen kann, nachdem das entsprechende 
in dem anderen Felde gegeben ist. 




Fig. 8. 

Wie wir wissen, stehen homologe Strecken ähnlicher Punktreihen 

in konstantem Verhältnis zueinander (I. Abt. Seite 94). Sind nun in 

den affinen Feldern tq, ri^ zwei Paar homologe Gerade x^ x^ und y, y^ 

(Fig. 8) gegeben, die sich in den Punkten xy=:M und x^y^ = M^ 

DG HE 

schneiden, und sind die Verhältnisse ^ ^ und -fr^jp- ihrer homo- 

x/j Gj xi j Mi^ 

logen Strecken bekannt, so ist die affine Verwandtschaft der Felder i), 

7)^ bestimmt, und es kann auf folgende Weise zu jedem beliebigen 

Punkte K von •») der entsprechende Punkt K^ von r^^ konstruiert 

werden. Wir ziehen durch K eine Parallele zu x, welche die Gerade y 

im Punkte J schneidet, und eine Parallele zu y, welche von x im 
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Punkte L geschnitten wird. Sodann bestimmen wir zu J den ent- 
sprechenden Punkt Jj auf y^ mittels der Proportion: 

und ebenso bestimmen wir zu L den entsprechenden Punkt L^ auf x^ 
so, daß: 

Ziehen wir endlich durch Jj eine Parallele zu x^ und durch L^ eine 
Parallele zu y^, so schneiden sich diese beiden Geraden im Punkte -ff,, 
welcher zu K der entsprechende ist. 

Wir können diese schon von Euler angegebene Konstruktion in 
der Sprache der analytischen Geometrie wie folgt ausdrücken: 

„Um zu einem ebenen Gebilde ein affines zu konstruieren, beziehen 
„wir es auf zwei in seiner Ebene gelegene Koordinatenachsen. So- 
,,dann vergrößern oder verkleinem wir die Ordinaten seiner Punkte 
,4n einem konstanten Verhältnis und ebenso die Abszissen in einem 
„beliebig gewählten Verhältnis. Mittels der so veränderten Koor- 
„dinaten endlich konstruieren wir in Bezug auf zwei willkürlich 
„angenommene Koordinatenachsen die Punkte des gesuchten affinen 
„Gebildes." 

Wir können für affine Felder einen Satz aufstellen, der dem 
vorhin erwähnten Satze über ähnliche Punktreihen analog ist, nämlich: 
In affinen ebenen Feldern stehen je zwei homologe Flächenstücke 
in konstantem Verhältnis xu einander; oder xtvei beliebige Flächen- 
Stücke des einen Feldes verhalten sich xu einandetj nie die ent- 
sprechenden FUlchenstücke des anderen. 

Wir beweisen diesen Satz zunächst für Parallelogramme und 
Dreiecke. Seien (Kg. 8) AB CD und EF GH zwei beliebige Parallelo- 
gramme des einen Feldes tq, A^B^C^D^ und E^F^ G^H^ die ihnen ent- 
sprechenden Parallelogramme des anderen Feldes iq,. Die parallelen 
Geraden AB und CD bilden mit den beiden Parallelen EH und FQ 
ein drittes Parallelogramm JKLM in tj, und diesem entspricht in t[^ 
ein analog gelegenes Parallelogramm J^K^L^M^. Die Parallelogramme 
AB CD und JKLM aber verhalten sich wie ihre Grundlinien DC 
und Jfi, weil ihre Höhen gleich sind, und ebenso verhält sich: 

A^B^C^D^ : J^K^L^M^ = D^C^ : M^L^ 
Weü aber die Punktreihen JbfLI>(7 und M^L^D^C^ ähnlich sind, so 
muß sich auch verhalten: 

DC:ML = D^C^:M,L^, 
und wir erhalten folglich die Proportion: 

ABCD : JKLM= A^B^C.D^ : J^K.L^M^. 
Ebenso ergibt sich, da 

JKLM _ KL_ K^L, _ J^K,L,M, 
EFGH~ FG~ F^O^ E^F^G.H,' 
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die Proportion: 

JKLM: EFGH= J^K^L^M, : E,F, G.H^; 
und diese Proportion, mit der vorhergehenden verbunden, führt uns 
sofort zu der gesuchten: 

ÄBCD : EFGH= A,B^C,D^: E.F^O.H^, 

Setzen wir statt jedes Parallelogramms seine Hälfte, nämlich das 
eine der beiden Dreiecke, in welche es durch eine Diagonale zerfällt, 
80 entsteht die Proportion: 

ABC: EFO = A^B^ C, : E^F^G,. 
Da die Parallelogramme AB CD und EFGH ganz beliebig in i) ge- 
wählt wurden, so dürfen wir auch die Dreiecke ABC und EFG als 
ganz beliebige betrachten. Wir haben also bewiesen, daß zwei be- 
liebige Dreiecke des einen Feldes sich zueinander verhalten, wie die 
ihnen entsprechenden Dreiecke des anderen Feldes. 

Auch für beliebige geradlinig begrenzte Flächenstücke gilt der 
Satz, weil sie durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt werden können; 
und auch für krummlinig begrenzte muß er Geltung haben, weil er 
für alle geradlinigen gilt, die den krummlinigen eingeschrieben oder um- 
schrieben sind, und weil deren Flächeninhalte den Inhalten der krunmi- 
linig begrenzten Flächenstücke unendlich nahe gebracht werden können. 

Ein besonderer Fall der Affinität ist die „Gleichheit". Bei affinen 
Feldern tritt dieser Fall ein, wenn ihre homologen Flächenstücke 
inhaltsgleich sind. Der Begriff der Gleichheit ist hier enger gefaßt, 
als in der älteren Planimetrie; denn z. B. zwei inhaltsgleiche Vier- 
ecke KLMN und K^L^M^N^ sind nur dann homologe Vierecke 
affiner Felder, wenn auch die in KLMN enthaltenen Dreiecke KLM^ 
KLN^ KMN und LMN bezw, mit den Dreiecken K^L^M^^ K^L^N^^ 
K^M^Ni imd L^M^N^ inhaltsgleich sind. Wir haben es bei gleichen 
Feldern mit einer Gleichheit auch ihrer kleinsten homologen Teile zu tun. 

Zwei Kurven, die in affinen Feldern einander entsprechen, heißen 
affin aufeinander bezogen oder kurz affine Kurven. Sie haben gleich- 
viel unendlich ferne Punkte und Asymptoten, weil jedem unendlich 
fernen Punkte der einen Kurve und seiner Tangente ein unendlich 
femer Punkt der anderen und dessen Tangente entsprechen. Einer 
Ellipse können also nur Ellipsen affin sein, einer Parabel nur Parabeln, 
einer Hyperbel ausschließlich Hyperbeln- Es läßt sich umgekehrt 
zeigen, daß zwei gleichartige Kegelschnitte auf unendlich viele Arten 
alfin aufeinander bezogen werden können. Diese Beziehungen führen 
zu bemerkenswerten Sätzen. 

„Um zwei Parabeln affin aufeinander zu beziehen, können wir zwei 
„Punkten A^ B der einen zwei beliebige Punkte A^^ B^ der anderen 
„willkürlich zuweisen. Dadurch ist aber jedem Punkte der einen 
„Parabel oder ihrer Ebene ein Punkt der anderen bezw. von deren 
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„Ebene zugewiesen, so daß auch die beiden Ebenen der Parabeln 

„affin werden." 
Seien nämlich (Fig. 9) CA und CB die Tangenten der ersten 
Parabel k in den Punkten A und £,• ebenso C^ A^ und C^ 5, die Tan- 
genten der zweiten Parabel k^ in A^ und J?,. Dann können und 
müssen wir die ebenen Felder, in denen k und k^ liegen, affin so 




Fig. 9. 

aufeinander beziehen, daß die Eckpunkte des Dreiecks ABC denen 
des Dreiecks A^ B^ C^ entsprechen. Der Parabel i, welche in A und B 
die Geraden CA und CB berührt, entspricht aber ein Kegelschnitt, 
der in A^ und B^ die Geraden C^A^ und C^B^ berührt und eine un- 
endlich ferne Tangente hat, und folglich (I. Abt. Seite 80) mit der 
Parabel k^ zusammenfällt 

Das von der Sehne AB 
und der Parabel k begrenzte 
Segment steht zu dem Dreieck 
ABC in demselben Verhältnis, 
wie das von A^B^ und k^ be- 
grenzte entsprechende Segment 
zu dem Dreieck A^B^C^, Da 
nun die Punkte A und B auf k 
ganz willkürlich angenommen 
sind, also auch durch irgend 
zwei andere ersetzt werden 




Fig. 10. 



können, so folgt, daß jedes Parabelsegment in konstantem Verhältnis 
steht zu dem Dreieck, das von der Sehne des Segmentes und den 
Tangenten ihrer Endpunkte begrenzt wird. 
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Ist nun (Fig. 10) O der Mittelpunkt der Sehne A Ä äo ^vird die 
Gerade CG von der Parabel in D gehälftet (I. Abt. Seife ll7). Ist 
femer EF die zw. AB parallele Tangente der Parabel im Punkte Z>, 
so bälftet diese in E und F die Tangenten-Abschnitte AC und BC. 
Für die Parabelsegmente {AB)^ iPB) und (AD) über den Sehnen 
AB^ DB und AD ergibt sich: 

(AB) _(DB) _ {AD) _ 



ABC DBF~ ADE 



= [^, 



indem [x eine konstante Zahl bedeutet Andererseits ist nach der Figur: 

{AB) = ABD + (DB) + (AD). 
Setzen wir in die letzte Gleichung für (AB)^ O^B) und {AD) ihre 
Werte aus der vorhergehenden ein, so folgt für [x: 
\f.{ABC — DBF — ADE) = ABD. 
^Qgm CD = DG, CF=FB und CE=EA ist aber: 
ABD=^ABC unA DBF-\- ADE= FCE = iABC; 
Die Gleichung für \l geht hierdurch über in: 

(X {ABC— \ABC) = ^ABC oder [j. = f 
Somit ist auch {AB)^=^\ABC und wir haben den Satz: 

„Ein Parabelsegment ist gleich zwei Dritteln des Dreiecks, welches 
„von der Sehne des Segmentes und den Tangenten der beiden End- 
„punkte begrenzt wird^^ (Archimedes*). 

Auch die Gleichung {AB) 
= \ABD läßt sich ähn- 
lich in Worten aus- 
drücken. 

Sei (Fig. 11) KLM ein 
beliebiges Dreieck, welches 
eiher Parabel eingeschrie- 
ben ist, und seien K^, L^^ 
ifj bezw. die Pole seiner 
Seiten LM^ MK und KL. 
Dann ergibt sich, wennifÄ" 
die größte Seite des Drei- 
ecks bezeichnet: 




oder: 



{KM) — {KL) — {LM), 



KLM= ^{KL^M— KM^L — LK^M) = \ {M^L^K, + KLM), 
und folglich: KLM= 2M^L, ^,; 

das heißt: 

„Ein der Parabel eingeschriebenes Dreieck ist zweimal so groß, wie 

„das umschriebene Dreieck, dessen Seiten die Parabel in den Eck- 

„pankten des eingeschriebenen berühren." 

*) Arohimedis Opera ed. Heiberg (Leipzig, 1880—81) II., 297. 
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Zwei Parabeln können auch als „gleiche Kurven" betrachtet 
werden, denn wir können sie so aufeinander affin beziehen, daß ihre 
homologen Segmente, wie (AB) und (Ä^B^) (Rg. 9), inhaltsgleich sind. 
In zwei affinen Ellipsen oder Hyperbeln entsprechen einander 
die Durchmesser, und zwar müssen konjugierten Durchmessern der 
einen Kurve allemal konjugierte Durchmesser der anderen entsprechen. 
Denn parallelen Sehnen der einen Kurve entsprechen parallele Sehnen 
der anderen, und die Mittelpunkte homologer Sehnen entsprechen ein- 
ander. Affine Hyperbehi haben homologe Gerade zu Asymptoten. 
„Um zwei Hyperbeln affin aufeinander zu beziehen, können wir jeder 
„Asymptote der einen eine Asymptote der anderen zuweisen und 
„außerdem noch einem Punkte oder einer Tangente der ersteren 
„einen Punkt bezw. eine Tangente der letzteren Hyperbel." 
Die Hyperbeln lassen sich nämlich projektiv so aufeinander beziehen 
(I. Abt Seite 132), daß den beiden unendlich fernen Punkten und 
einem beliebigen dritten Punkte der einen die unendlich fernen Punkte 
und irgend ein dritter Punkt der anderen entsprechen. Dadurch sind 




Fig. 12. 

aber die beiden ebenen Felder der Hyperbeln koUinear aufeinander 
bezogen (Seite 10), imd sogar affin, weil ihre unendlich fernen Geraden 
einander entsprechen. 

„Um zwei Ellipsen i, k^ affin aufeinander zu beziehen, können wir 
„auf ihnen die Endpunkte A, B und ^,, B^^ von zwei Paar kon- 
„jugierten Halbmessern als entsprechende Punkte einander zuweisen." 
Seien nämlich AB CD und A^B^ C^D^ (Fig. 12) die beiden Parallelo- 
gramme, die den Ellipsen A:, k^ eingeschrieben sind und die Paare 
konjugierter Durchmesser AC^ BD und A^C^^ ^iD^ zu Diagonalen 
haben; seien femer if, M^ die Mittelpunkte der Ellipsen. Dann können 
wir die ebenen Felder von k und k^ affin so aufeinander beziehen, 
daß den Punkten A, JB, C des einen die Punkte A^^ B^^ C, des anderen 
entsprechen. Der Mittelpunkt M von A C entspricht aber dann dem 
Mittelpunkte M^ von -4, C^, und die Ellipse k, die in A und C zwei 
Parallele zum Durchmesser MB berührt und durch B geht, entspricht 
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die Ellipse A-^^, die in A^ und Ci zwei Parallele zur Geraden M^B^ 
berührt und durch B^ geht- 

Die konjugierten Halbmesser MA^ MB der einen Ellipse k können 
mit zwei beliebigen anderen vertauscht, die Ellipsen A:, k^ also auf un- 
endlich viele Weisen affin aufeinander bezogen werden. Bei jeder 
Lage von MA und MB verhält sich das Parallelogramm AB CD zu 
der Fläche der Ellipse i, wie das unveränderte Parallelogramm A^Bj^ O^D^ 
zu der Fläche der EUipse k^. Also: 

„Alle einer Ellipse eingeschriebenen Parallelogramme, deren Diago- 
„nalen von konjugierten Durchmessern gebildet werden, sind inhalts- 
„gleich" (Apollonius). 

Das umschriebene Parallelogramm (Fig. 12), dessen Seiten die 
Ellipse in den Punkten A^ J5, C, D berühren, ist doppelt so groß wie 
ABCD; also: 

„Alle einer EUipse umschriebenen Parallelogramme, deren Seiten 
„zu konjugierten Durchmessern parallel laufen, sind inhaltsgleich." 

Sind 2a und 2b die Achsensehnen einer Ellipse, so ist iab der 
Inhalt jedes solchen umschriebenen Parallelogramms; denn 4a fe ist 
der Inhalt des von den Scheiteltangenten begrenzten Rechteckes. 
Wird nun die Ellipse affin bezogen auf einen Kreis vom Radius r, 
so verhält sich die Fläche J der Ellipse zu 4a6 wie die Fläche r^K 
des Kreises zu dem Inhalt 4r* eines dem Kreise umschriebenen 
Quadrates. Also: 

J: ^ab = r^TC : 4r* und J= abK. 

„Die Fläche der Ellipse ist gleich dem Produkt aus ihren halben 
„Achsensehnen in die Zahl tc" (Archimedes). 

Sind «1, fti zwei konjugierte Halbmesser der Ellipse und ist 9 ihr 
Neigungswinkel, so ergibt sich ab = aibi$in ^ und folglich: 

J= aibiKsin^. 

Weil der Kreis durch zwei konjugierte Durchmesser in vier gleiche 
Teile zerlegt wird, so gilt dasselbe von der Ellipse. 

Seien wieder •»], tjj zwei affine Felder; dann entspricht einem be- 
liebigen Kreise von •»] eine Ellipse in t\j^. Diese hat entweder zwei 
Durchmessersehnen, die mit den entsprechenden des Kreises gleiche 
Länge haben, oder eine oder keine solche. Jede Punktreihe erster 
Ordnung von •»),, deren Träger eine solche Durchmessersehne enthält 
oder zu ihr parallel läuft, ist mit der entsprechenden Punktreihe von 
ri kongruent Also: 

„In zwei affinen Feldern gibt es entweder unendlich viele oder 
„keine kongruente homologe Punktreihen; nur im ersteren Falle lassen 
„sich die Felder in Perspektive Lage bringen." 

Zwei affine ebene Felder heißen ähnlich, wenn ihre homologen 
unendlich fernen Punktreihen kongruent sind. In ähnlichen Feldern 
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sind demnach je zwei homologe Winkel gleich, und die Seiten homo- 
loger Dreiecke sind zu einander proportional Folglich stehen je zwei 
homologe Strecken der ähnlichen Felder in konstantem Verhältnis zu 
einander. Zwei ähnliche Felder liegen perspektiv, sobald irgend zwei 
Gerade des einen, die sich unter schiefen Winkeln schneiden, zu den 
ihnen entsprechenden Geraden des anderen Feldes parallel laufen; denn 
dann sind je zwei homologe Gerade parallel, und die Felder haben 
ihre unendlich fernen Punkte entsprechend gemein (vgl. Seite 16). 
Yon Perspektiven ähnlichen Feldern pflegt man zu sagen, „sie liegen 
ähnlich"; sie sind entweder parallele Schnitte eines zentrischen Bündels, 
oder sie liegen in einer Ebene und haben die Strahlen eines Strahlen- 
büschels entsprechend gemein; in beiden FäUen heißt der Punkt, durch 
den die Yerbindungsstrahlen ihrer homologen Punkte gehen, der „Ähn- 
lichkeitspunkt^'. 

Homologe Kurven ähnlicher ebener Felder heißen ähnliche Kurven. 
Zwei ähnliche Kegelschnitte können in solche Lage gebracht werden, 
daß zwei beliebige Sehnen der einen zu den homologen Sehnen der 
anderen parallel laufen. Dann ist jede Sehne oder Tangente der einen 
Kurve parallel zu der homologen Sehne oder Tangente der anderen, 
und die Kurven liegen entweder in einer Ebene so, daß die Ver- 
bindungsstrahlen ihrer homologen Punkte sich alle in einem Punkte 
schneiden, oder sie sind parallele Schnitte eines Strahlenkegels. 

„Zwei Parabeln können allemal als ähnliche Kurven aufgefaßt 
„werden" (ApoUonius). 

Bringt man nämlich ihre Ebenen und ihre Achsen in parallele 
Lage, so können die beiden Parabeln projektiv so aufeinander bezogen 
werden, daß je zwei homologe Tangenten parallel laufen. Ihre unend- 
lich fernen Tangenten entsprechen dann einander; die Parabeln sind 
homologe Kurven affiner Felder, die ihre unendlich fernen Punkte 
entsprechend gemein haben und folglich ähnlich sind. Diese ähnlichen 
Felder liegen perspektiv, und die Parabeln sind ähnlich als Schnitt- 
kurven eines Kegels zweiter Ordnung mit parallelen Ebenen. 

Zwei Ellipsen oder Hyperbeln können nur dann als ähnliche* 
Kurven betrachtet werden, wenn sie so in eine Ebene gelegt werden 
können, daß nicht bloß ihre Hauptachsen, sondern außerdem irgend 
zwei Paar konjugierte Durchmesser sich decken; denn zwei konjugierte 
Durchmesser der einen Kurve müssen sich unter denselben Winkeln 
schneiden, wie die ihnen entsprechenden konjugierten Durchmesser 
der anderen. Bei dieser Lage der beiden Kurven ist ihr Mittelpunkt 
der Ähnlichkeitspunkt. Die Schnittkurven einer Fläche zweiten Grades 
mit parallelen Ebenen sind, wie sich hieraus leicht ergibt, ähnlich; 
nur dann tritt eine Ausnahme ein, wenn sie Hyperbeln sind, die in 
ungleichen Asymptotenwinkeln liegen. 
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Wie die Affinität ein besonderer Fall der Kollineation ist, und 
die Ähnlichkeit ein Spezialfall der Affinität, so ist die „Kongruenz" 
ein besonderer Fall der Ähnlichkeit Nämlich zwei ähnliche ebene 
Felder heißen kongruent, wenn ihre homologen Strecken gleich sind. 
So führt uns die Verwandtschaft der Kollineation auch zu den räum- 
lichen Beziehungen, mit denen die Planimetrie der Alten sich vorzugs- 
weise beschäftigt 
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Affinität, Ähnlichkeit, Kong^nienz und Symmetrie 
von Räumen. Affine Flächen zweiten Grades. 

Zwei kollineare Räume S, S^ werden „affin" genannt, wenn ihre 
unendlich fernen Ebenen einander entsprechen. Da hiemach jeder 
unendlich fernen Geraden von S eine solche in Sj entspricht, so 
sind je zwei homologe ebene Felder von 2 und S^ affin; ebenso 
sind homologe Punktreihen der affinen Räume ähnlich. Jedem Parallelo- 
gramm von 2 entspricht ein Parallelogramm in S,, jedem Parallel- 
epiped ein Parallelepiped. 

„Um zwei Räume affin aufeinander zu beziehen, können wir in 

„ihnen je ein eigentliches Tetraeder annehmen und die Eckpunkte 

„dieser Tetraeder einander als homologe Punkte zuweisen. Ihre 

„affine Kollineation (Affinität) ist dadurch eindeutig bestimmt" 

Weil nämlich hierdurch die vier Ebenen des einen Tetraeders denen 

des anderen zugewiesen sind, außerdem aber die unendlich fernen 

Ebenen der Räume einander entsprechen, so ist zu jedem Elemente 

des einen Raumes das entsprechende des anderen eindeutig bestimmt 

(Seite 24). Ist das eine Tetraeder gegeben, so kann jeder Eckpunkt 

des anderen dreifach unendlich viele Lagen annehmen; die beiden 

Räume können demnach auf zwölffach unendlich viele Arten affin 

aufeinander bezogen werden. Die Konstruktion affiner Gebilde läßt 

sich mit Hilfe von Parallelkoordinaten ganz ähnlich für den Raum 

ausführen, wie oben (Seite 57) für die Ebene; ich übergehe den leichten 

Beweis dieser Behauptung. 

Wir können nun folgenden Satz aufstellen: 

In affinen Räume»i stehe7ije zwei einander entsprechende Raum- 
stücke in konstantem Verhältnis; oder xtvei beliebige Raumstüeke 
des einen Raumes verhalten sich zueinander, trie die entsprechenden 
Raumstücke des anderen. 
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Wir beweisen diesen Satz zunächst für Parallelepipede und Te- 
traeder, indem wir einige wenige Sätze aus der Stereometrie als be- 
kannt voraussetzen. Seien P, Q zwei beliebige Parallelepipede des 
einen Baumes S und Pj, Q^ die ihnen entsprechenden von Sj. Wir 
konstruieren in 2 ein drittes Parallelepiped R^ welches zwischen zwei 
parallelen Seitenflächen von P und zugleich zwischen zwei solchen 
von Q liegt, und bestimmen auch zu ihm das entsprechende Parallel- 
epiped R^ in 2^. Weil nun P und R zwischen parallelen Ebenen 
liegen, so haben sie gleiche Höhen, und verhalten sich wie ihre 
Grundflächen; dasselbe gilt von P^ und R^. Die Grundflächen von P 
und R verhalten sich aber zueinander wie die von P, und iJj, weU 
die ebenen Felder, in denen diese Flächenpaare liegen, affin sind. 
Folglich verhält sich: 

P:R = Pi:Ri. 
Dieselben Schlüsse finden auf iü, 0, R^ und Q^ Anwendung, so daß 

a^ch: ^ ^ ^ ^ 

R:Q = R^:Q,. 

Aus beiden Proportionen ergibt sich: 

P:Q = P,:Q,, 
und der Satz ist somit für beliebige Parallelepipede bewiesen. 

Durch jeden Eckpunkt Ä eines Parallel- 
epipedes (Fig. 13) gehen drei Kanten die ihn 
mit drei anderen Eckpunkten P, C und D ver- 
binden. Die Diagonalebene BCD schneidet 
von dem Parallelepiped ein Tetraeder AB CD 
ab, dessen Inhalt ein Sechstel vom Inhalt des 
Parallelepipedes beträgt Schneiden wir von P 
und Q je ein solches Tetraeder ab, so können 
wir diese Tetraeder als zwei ganz beliebige des 
Baumes 2 ansehen, weil P und Q ganz beliebig 
gewählt wurden. Die entsprechenden Tetraeder 
in 2 sind analog gelegene Teile von P^ und 
Öl, und da ^- ^^• 

6 • 6 ~ 6 • 6 ' 
so ist hiermit bewiesen, daß zwei beliebige Tetraeder des Baumes 2 sich 
zueinander verhalten, wie die entsprechenden beiden Tetraeder von 2i. 
Aber auch für beliebige von Ebenen begrenzte Baumstücke gilt 
der Satz, weil sie stets in Tetraeder zerlegt werden können. Er muß 
auch für krummflächige Baumstücke gelten, weil er für alle eben- 
flächigen gut, die den krummflächigen entweder eingeschrieben 
oder umschrieben sind, und weil deren Inhalte denen der knunm- 
flächigen Baumstücke beliebig nahe gebracht werden können. — Ist 

Heye, Geometrie der Lage. U. i. Aufl. 5 
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das Yerhältnis, in welchem zwei homologe Raumstücke zueinander 
stehen, gleich der Einheit, so werden die affüien Räume „gleich" ge- 
nannt Ebene Felder, die in gleichen Räumen einander entsprecheii, 
sind im allgemeinen nicht gleich, sondern nur affin. 

Flächen, die in affinen Räumen einander entsprechen, heißen 
„affine Flächen". Zwei affine Flächen haben entweder keinen Punkt 
mit der unendlich fernen Ebene gemein, oder sie werden von ihr in 
homologen Punkten berührt, oder in homologen Linien geschnitten; 
denn jedem unendlich fernen Punkte der einen Fläche muß ein un- 
endlich femer Punkt der anderen entsprechen. Daraus, und weil 
einer geradlinigen Fläche nur eine geradlinige kollinear sein kann 
(Seite 32), ergibt sich, daß nur gleichartige Flächen zweiten Grades 
affin sein können; also z. B. zwei EUipsoide, zwei einschalige Hyper- 
boloide, zwei elliptische Paraboloide, zwei eigentliche Kegel u. s. w. 
Da parallelen Sehnen der einen Fläche parallele Sehnen der anderen 
affinen Fläche entsprechen müssen und den Mittelpunkten der ersteren 
Sehnen die der letzteren, so folgt: 

„Von zwei affinen Flächen zweiter Ordnung entsprechen einander 
„die Durchmesserebenen; konjugierten Durchmessern der einen Fläche 
„entsprechen konjugierte Durchmesser der anderen." 

Es läßt sich zeigen, daß gleichartige Flächen zweiten Orades auf 
unendlich viele Arten als affine Flächen betrachtet werden können. 
Sollen zwei elliptische oder zwei hyperbolische Paraboloide IT, TT^ 
affin aufeinander bezogen werden, so nehmen wir auf jedem von 
ihnen einen Kegelschnitt an, der nicht den unendlich fernen Be- 
rührungspunkt des Paraboloides enthält, also keine Parabel ist, und 
beziehen diese beiden Kurven affin aufeinander; dadurch ist dann 
jedem Punkte von Tf ein solcher von ITi zugewiesen. Seien nämlich 
-4, JB, C drei Punkte der einen Kurve A, und sei D der Pol ihrer 
Ebene in Bezug auf die Fläche TT, auf welcher k liegt; seien femer 
4,, jBi, Cj die entsprechenden Punkte der anderen Kurve Aj, und 
Dj der Pol ihrer Ebene in Bezug auf W^, Dann können und müssen 
die Räume 2, S^, in denen die Paraboloide liegen, affin so aufein- 
ander bezogen werden, daß den Eckpunkten des Tetraeders AB CD 
von S die gleichnamigen Eckpunkte des Tetraeders A^B^C^D^ in S^ 
entsprechen. Weü nun die ebenen Felder ABC und A^By^C^ eben- 
falls affin sind, so entspricht der Kurve k die Kurve k^ in der an- 
genommenen Weise; auch entsprechen einander die Tangentenkegel 
der Flächen TT und TT^, durch welche k und ky^ bezw. aus D und D^ 
projiziert werden. Ferner entsprechen einander die beiden Durch- 
messer d, dj der Flächen W^ Tfi, welche die Punkte Z>, D^ mit den 
Mittelpunkten von k bezw. ä^ verbinden. Jeder Parabel- endlich, die 
auf TT liegt und von k in zwei Punkten K^ L geschnitten wird, und 
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deren Ebene durch d geht, entspricht im Baume 2^ eine Parabel, die 
von ii in den entsprechenden beiden Punkten K^^ L^ geschnitten wird, 
und deren Ebene durch d^ geht; und zwar liegt diese zweite Parabel 
auf der Fläche Tfi, weil sie mit einer ebenen Schnittkurve von TTj 
ihre unendlich ferne Tangente, die Punkte A'^, L^ und die Tangenten 
D^K^ und D^L^ gemein hat Weil nun jeder beliebige Punkt von TT auf 
einer solchen Parabel liegt, so entspricht ihm ein Punkt von W^\ d. h. 
die Flächen TT, TTj entsprechen einander in den affinen Räuoien 2, Sj. 
Ist IT (und ebenso TTi) ein elliptisches Paraboloid, so wird von 
ihm durch die Ebene der Ellipse k ein Segment abgeschnitten; dieses 
steht zu dem Kegel, dessen Grundfläche von k begrenzt wird und 
dessen Spitze der Punkt D ist in demselben Verhältnisse, wie das 
entsprechende Segment von TTj zu dem entsprechenden Kegel Dj. Da 
wir nun die Ellipse k willkürlich auf der Fläche TT gewählt haben, so 
ergibt sich der Satz: 

„Jedes Segment eines elliptischen Paraboloides steht in konstantem 
„Verhältnis zu dem Kegel, der mit dem Segment die Grundfläche 
„genfein hat, und dessen Spitze im Pole der Grundfläche liegt" 
Durch Rechnung läßt sich, am leichtesten am Rotationsparaboloid, 
nachweisen, daß dieses Verhältnis = f ist*) 

Um zwei Ellipsoide affin aufeinander zu beziehen, brauchen wir 
nur die Ellipsen k^ A^^, in denen sie von je einer Durchmesserebene 
geschnitten werden, a£fin aufeinander zu beziehen, und außerdem zwei 
Punkte />, />! der Flächen einander zuzuweisen, deren Berührungs- 
ebenen zu jenen Durchmesserebenen bezw. parallel sind. Nämlich 
die beiden Bäume, in denen die Ellipsoide liegen, lassen sich affin 
so aufeinander beziehen, daß die Ellipsen /:, k^ in der angenommenen 
Weise und außerdem D und D^ einander entsprechen. Auch die 
Mittelpunkte if, M^ der Ellipsen und der Ellipsoide entsprechen dann 
einander. Und jeder Ellipse des einen Ellipsoides, die mit k zwei 
Punkte A", L gemein hat, und deren Ebene den Durchmesser MD 
enthält, entspricht im zweiten Baume eine Ellipse, die mit k^ die 
entsprechenden Punkte Ai, L^ gemein hat, und deren Ebene durch 
M^Dy^ geht Die zweite Ellipse liegt aber auf dem zweiten EUipsoid, 
weil sie mit einer Schnittkurve desselben die Punkte Dj, A^, L, und 
die beiden zu M^D^ parallelen Tangenten von Aj und L^ gemein hat 
Die Ellipsen k und k^ können wir affin aufeinander beziehen, 
indem wir die Endpunkte von zwei Paar konjugierten Halbmessern 
einander zuweisen. Die Halbmesser MD und M^D^^ sind aber be- 
züglich der Ellipsoide den Ebenen von k bezw. von k^ konjugiert 
Daraus folgt: 



*) Arohimedis Opera ed. Heiberg, Leipzig 1880/81, I, 277. 

5* 



68 Zehnter Vortrag. Affine Flächen zweiten Grades. 

„Um zwei Ellipsoide affin aufeinander zu beziehen, können wir die 
„Endpunkte von zwei Tripeln konjugierter Halbmesser einander als 
„entsprechende Punkte zuweisen." 

Hieraus aber folgt mit Leichtigkeit der Satz: 

„Alle Parallelepipede, deren Flächen ein Ellipsoid in den End- 

„punkten von je drei konjugierten Durchmessersehnen berühren, 

„sind inhaltsgleich"; 

sie stehen zu dem Inhalte des Ellipsoides in demselben Verhältnis, 

wie der Inhalt eines Würfels zu dem Inhalte einer dem Würfel ein- 

geschriebenen Kugel, also wie 8 : -5-. Zum Beweise beziehen wir das 

o 

Ellipsoid affin auf die Kugel. Bezeichnen wir mit J den Inhalt des 
Ellipsoides und mit 2 a, 26, 2 c seine drei Hauptachsensehnen, so ist 
%abc der Inhalt des umschriebenen Parallelepipedes, dessen Seiten- 
flächen zu den drei Sjmmetrieebenen des Ellipsoides parallel laufen, 
und folglich ist: 

J=-^abeTz. 
6 

Weil die Kugel durch drei konjugierte Durchmesserebenen in acht 
gleiche Teile zerlegt wird, so gilt (Seite 63) dasselbe vom Ellipsoid. 

Um zwei einschalige oder zweischalige Hyperboloide affin auf- 
einander zu beziehen, brauchen wir nur die Kegelschnitte k, k^^ m 
denen ihre Asymptotenkegel von zwei beliebigen Berührungsebenen 
der Flächen geschnitten werden, affin aufeinander zu beziehen, und 
außerdem die Mittelpunkte der beiden Flächen einander zuzuordnen. 
Ich übergehe den Beweis dieses Satzes, weil er dem vorigen Beweise 
ganz analog ist; nur mache ich darauf aufmerksam, daß die Punkte, 
in denen die beiden Ebenen die Hyperboloide berühren, zugleich die 
Mittelpunkte der Kurven A:, k^ sind (vgl. I. Abt. Seite 116), und 
folglich einander entsprechen. 

Zwei affine Räume heißen „ähnlich", wenn ihre homologen un- 
endlich fernen ebenen Felder kongruent sind. Homologe Strahlen- 
bündel der ähnlichen Räume sind kongruent, ihre homologen Winkel 
sind gleich, ihre homogen Felder sind ähnlich. Homologe Strecken 
ähnlicher Räume stehen in konstantem Verhältnis zueinander, wie sich 
schon daraus ergibt, daß dieser Satz für ähnliche ebene Felder gilt. 
Haben zwei ähnliche Räume solche Lage, daß irgend drei Gerade des 
einen, die weder zu einer Ebene parallel, noch zu einander normal sind, 
mit den ilmen entsprechenden Geraden des anderen Raumes parallel 
laufen, so sind je zwei homologe Gerade oder Ebenen der Räume 
parallel; die Räume haben die Punkte und Geraden ihrer unendlich 
fernen ebenen Felder entsprechend gemein und demnach Perspektive 
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Lage (Seite 26). Je zwei homologe Punkte liegen in diesem Falle 
mit einem festen Homologiezentrum, dem „Ähnlichkeitspunkt" in einer 
Geraden. 

Wenn in zwei ähnlichen Räumen die homologen Strecken gleich 
sind, so nennen wir die Räume entweder „kongruent" oder „symmetrisch". 
Bringen wir sie nämlich in solche Lage, daß sie die Strahlen eines 
zentrischen Bündels entsprechend gemein haben, so fallen entweder 
je zwei homologe Punkte zusammen, oder jede von homologen Punkten 
begrenzte Strecke wird vom Mittelpunkte des Bündels gehälftet Im 
ersteren Falle sind die Räume kongruent, im zweiten symmetrisch. 
Die Schnittkurve von zwei konzentrischen Flächen zweiter Ordnung 
liegt symmetrisch in Bezug auf den Mittelpunkt der Flächen; sie 
besteht i. A. aus zwei nicht zusammenhängenden, zu einander sym- 
metrischen Linien. 



Elfter Vortrag. 

Kollokale kollineare Grundgebilde. Perspektiv 
involutorische Felder und Räume. 

Zwei kollineare Felder ■»), y),, die in derselben Ebene liegen, haben 
alle ihre Elemente entsprechend gemein und sind identisch, wenn sie 
die Eckpunkte eines Vierecks entsprechend gemein haben (Seite 14); 
sie liegen perspektiv, d. h. sie haben alle Elemente einer Punktreihe 
und eines Strahlenbüschels entsprechend gemein, sobald sie drei Punkte 
einer Geraden oder auch drei Strahlen eines Punktes entsprechend 
gemein haben (Seite 17). Wie viele Punkte und Strahlen haben sie 
entsprechend gemein, wenn sie weder identisch sind noch perspektiv 
liegen? (Plücker.) 

Zu der Beantwortung dieser Frage verhilft uns eine beliebige der 
Kurven zweiter Ordnung, die durch je zwei homologe Strahlenbüschel 
iS, Si der kollinearen Felder y), tq^ erzeugt werden. Diese Kurve A* 
muß durch jeden sich selbst entsprechenden Punkt U der Ebene gehen, 
weil SU und Sj U homologe Strahlen der Büschel sind. Rechnen 
wir die Kurve ^* zu t), so entspricht ihr in tj^ eine Kurve zweiter 
Ordnung k\; diese aber berührt im Punkte S^ den Strahl S^S^ weil 
i* in S den entsprechenden Strahl des Büschels S tangiert. Die 
homologen Kurven ä:* und k\ schneiden sich demnach in Ä^ und folg- 
lich noch in mindestens einem und höchstens drei anderen Punkten. 
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Nun projiziert aber jeder Strahl a^ von S^ einen Punkt A^ von k\ 
und zugleich den homologen Punkt A von A:*; denn SA und S^A^ 
sind homologe Strahlen von S und «S^ und müssen sich als solche in 
einem Punkte von i* und somit in A schneiden. Jeder von S^ ver- 
schiedene gemeinschaftliche Punkt von k^ und k\ fällt folglich mit 
seinem entsprechenden zusammen. Die beiden Kurven schneiden sich 
entweder in vier oder in zwei reellen Punkten, falls sie sich nicht 
berühren oder oskulieren. Daraus und aus der dualen Untersuchimg 
ergibt sich: 

Zwei kollokale kollineare Felder, die nicht perspektiv 
liegen, haben im allgemeinen entweder die Eckpunkte 
und Seiten eines reellen Dreiecks oder nur einen reellen 
Punkt tTund eine nicht durch ihn gehende reelle Gerade u 
entsprechend gemein. In besonderen Fällen haben sie 
zwei reelle Punkte, deren Verbindungsgerade und eine 
andere, durch einen dieser Punkte gehende Gerade, oder 
auch einen einzigen Punkt und eine durch ihn gehende 
Gerade entsprechend gemein. 

Zu jedem entsprechend gemeinschaftlichen Punkte („Doppel- 
pimkte'') U gehört ein entsprechend gemeinschaftlicher Strahl („Doppel- 
strahl") H der Felder. Um diesen zu konstruieren, suchen wir zu 
zwei Paaren homologer Punktreihen (f/, ^^ und f, Z^, die den Punkt ü 
entsprechend gemein haben, die Zentra G und L der von ihnen er- 
zeugten Strahlenbüschel erster Ordnung, imd verbinden G mit L. Der 
Strahl GL oder w fällt mit seinem entsprechenden zusammen, weil er 
zwei Paare homologer Punkte enthält, — Die beiden in u liegenden 
homologen Punktreihen der kollinearen Felder haben i. A. zwei reelle 
oder konjugiert imaginäre Punkte F, W entsprechend gemein; dem- 
gemäß haben die beiden Felder i. A. die Eckpunkte und Seiten eines 
reellen oder imaginären Dreiecks UVW entsprechend gemein. 

Zwei kollineare Bündel, die konzentrisch aber nicht perspektiv 
liegen, haben mindestens einen reellen Strahl und eine reelle Ebene 
enteprechend gemein; sie haben im allgemeinen die Kanten und Ebenen 
eines reellen oder imaginären Dreikants, in besonderen Fällen aber 
zwei Strahlen und zwei Ebenen, oder einen Strahl und eine durch ihn 
gehende Ebene entsprechend gemein. Dieser Satz steht dem vorher- 
gehenden dual gegenüber, folgt aber auch aus ihm, wenn man die 
kollinearen Bündel durch eine Ebene in kollinearen Feldern schneidet 
Zwei kongruente konzentrische Bündel haben demnach allemal einen 
reellen Strahl und eine reelle Ebene entsprechend gemein; diese 
schneiden sich rechtwinklig. 

Sind im Baume gegeben ein ebenes Feld t, und ein zu t; kolli- 
nearer Bündel Ä so when mindestens ein reeller Strahl und eine 
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reelle Ebene, und höchstens drei Strahlen und drei Ebenen von S 
-durch die ihnen entsprechenden Elemente von y), falls nicht iq zu 
einem Schnitt von S oder zu S selbst Perspektive Lage hat In zwei 
kollinearen Bändeln nicht paralleler Strahlen gibt es i. A. drei Paare 
paralleler homologer Strahlen, und mindestens eines dieser Paare ist 
reell; zum Beweise bringen wir die Mittelpunkte der Bündel zur 
Deckung, ohne die Richtungen ihrer Strahlen zu ändern. 

Zwei kollineare Räume haben alle ihre Elemente entsprechend 
gemein und sind identisch, sobald sie fünf Punkte entsprechend gemein 
haben, von denen keine vier in einer Ebene liegen (Seite 24); sie 
liegen perspektiv, d. h. sie haben alle Elemente eines zentrischen Bündels 
und eines ebenen Feldes entsprechend gemein, sobald sie ein ebenes 
Viereck oder auch ein Vierkant entsprechend gemein haben (Seite 22 
und 25). Wenn zwei kollineare Räume 2, Sj die Eckpunkte eines 
Tetraeders AB CD entsprechend gemein haben, und wenn außerdem 
irgend einem Punkte P von 2, der in keiner Ebene des Tetraeders 
liegt, ein Punkt P^ von S^ entspricht, so können folgende Fälle ein- 
treten. Wenn die Gerade PP^ durch einen Eckpunkt A des Tetra- 
eders geht, so haben die Räume vier Strahlen und folglich alle 
Elemente des Bündels -4, zugleich aber alle Punkte und Strahlen des 
ebenen Feldes BCD entsprechend gemein und liegen perspektiv. 
Werden zwei Gegenkanten AB^ CD des Tetraeders von der Geraden 
PP^ geschnitten, so haben die kollinearen Räume drei und folglich 
alle durch AB oder CD gehenden Ebenen, also auch alle auf diesen 
Kanten liegenden Punkte entsprechend gemein, außerdem alle Strahlen, 
die mit AB und CD Inzident sind. Schneidet PP^^ nur eine Kante AB 
des Tetraeders, so haben die Räume drei und folglich alle Ebenen der 
Geraden AB^ also auch alle Punkte der Geraden CD entsprechend 
gemein, außerdem aber die Punkte A^ J5, die Ebenen ACD^ BCD 
und jeden durch A oder B gehenden Strahl dieser Ebenen. Wenn 
endlich die Gerade PPj mit keiner Kante des Tetraeders in einer 
Ebene liegt, so haben die kollinearen Räume nur die Eckpunkte, Kanten 
und Ebenen des Tetraeders AB CD entsprechend gemein; sie haben 
dann keine anderen „Doppelelemente" als die vier Eckpunkte, die sechs 
Kanten und die vier Ebenen des Tetraeders. 

Wir wollen nicht alle übrigen Fälle aufzählen, in denen zwei 
kollineare Räume einzelne oder auch unendlich viele Elemente ent- 
sprechend gemein haben, sondern uns mit folgenden Bemerkungen 
begnügen. Es kann der Fall eintreten (und die elliptischen geschart 
involutorischen Räume werden uns ein Beispiel hierfür liefern), daß 
die kollinearen Räume keine reellen Doppelpunkte und Doppelebenen 
haben; wenn aber ein Punkt S des Raumes S mit dem entsprechenden 
Punkte Si von 2i zusammenfällt, so haben die homologen kollinearen 
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Bündel Ä, S^ und zugleich die beiden Räume mindestens einen Strahl 
und eine Ebene entsprechend gemein. Wenn eine Ebene a von 2 
mit der entsprechenden Ebene a^ von 2^ zusammenfällt, so haben die 
kollinearen Räume mindestens einen Doppelpunkt und einen Doppel- 
strahl in der Ebene a (Seite 70). 

Wenn zwei kollineare Räume 2, 2^ die Punkte einer Punkt- 
reihe u entsprechend gemein haben, so haben sie auch die Ebenen 
eines Ebenenbüschels entsprechend gemein; und umgekehrt Wenn 
nämlich nicht u selbst die Achse des Büschels ist, so schneiden sich 
in u unendlich viele Paare homologer Ebenen der Räume, wie a, a, 
oder ß, ßi. Die homologen ebenen Felder a, a^ haben die Punkte 
der Punktreihe u entsprechend gemein und sind Schnitte eines zen- 
trischen Bündels Ä\ und ebenso sind die Felder ß, ßj Schnitte eines 
Bündels B. Jede gemeinschaftliche Ebene der Bündel Ä^ B aber 
entspricht sich selbst, weil sie zwei Gerade von a und ß und zu- 
gleich die entsprechenden Geraden von a^ und ßj verbindet. — Die 
Umkehrung des Satzes ist analog zu beweisen. 

Wenn zwei kolHneare, nicht Perspektive Räume alle Ebenen eines 
Büschels AB entsprechend gemein haben, so nennen wir ihre KoUi- 
neation „planar"; haben sie jeden Verbindungsstrahl homologer Punkte 
und jeden Schnittstrahl homologer Ebenen entsprechend gemein, so 
nennen wir ihre Kollineation „geschart". Eine Kollineation mit zwei 
windschiefen Reihen von Doppelpunkten ist allemal geschart; sie hat 
zugleich zwei Büschel von Doppelebenen (vgl. Seite 71). Eine planare 
Kollineation hat einen Büschel von Doppelebenen und eine Reihe von 
Doppelpunkten, deren Träger i. A. zwei windschiefe Gerade sind. 

Zwei koUineare Grundgebilde können involutorische Lage haben, 
so daß jedem ihrer Elemente ein anderes doppelt entspricht Die Ge- 
bilde haben alsdann unendlich viele Elemente entsprechend gemein, 
insbesondere jeden Strahl, der zwei homologe Punkte der Gebilde ver- 
bindet, oder in welchem sich zwei homologe Ebenen schneiden. Wenn 
nämlich einem Punkte, den wir mit A oder jB, bezeichnen wollen, je 
nachdem er zu dem einen oder dem anderen der kollinearen Gebilde 
gerechnet wird, zwei zusammenfallende Punkte A^^ B entsprechen, so 
fällt die Gerade AB des ersten Gebildes mit ihrer entsprechenden 
A^By^ zusammen. Liegen zwei koUineare ebene Felder involutorisch, 
so haben sie unendlich viele Strahlen entsprechend gemein und folg- 
lich Perspektive Lage. Homologe Punkte der Felder liegen allemal 
in einer Geraden mit dem Homologiezentrum Ä, welches in diesem 
Falle das „Involutionszentrum" heißt; homologe Strahlen der Felder 
aber schneiden sich auf der Homologieachse % die in diesem Falle 
die „Livolutionsachse" genannt wird. Jede durch das Involutions- 
zentrum S gehende Gerade ist ein „Doppelstrahl" der kollinearen 
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Felder und Träger einer Involution homologer Punkte, von welcher S 
und der auf u liegende Punkt die Doppelpunkte sind; ebenso ist jeder 
Punkt der Involutionsachse u ein ,J)oppelpunkt" der Felder und 
Mittelpunkt einer Involution homologer Strahlen, von welcher u und 
der durch S gehende Strahl die Doppelstrahlen sind. Durch das In- 
volutionszentrum und die Involutionsachse sind also je zwei homologe 
Punkte oder Strahlen der Felder harmonisch getrennt 

Zwei koUokale kollineare Felder tj, r\i liegen involutorisch, sobald 
irgend zwei Punkten ÄB^^ CD^ (Fig. 14) zwei andere Punkte A^B^ 
C^D^ die mit jenen ein Viereck bilden, in doppelter Weise entsprechen. 
Nämlich die Gerade AB entspricht der Geraden A^B^^ d. h. sich selbst; 
und da in ihr die Punkte AB^ und A^B einander doppelt entsprechen, 
so sind ihre Punkte involutorisch gepaart (I. Abt. Seite 148). Das 



„.,>■ og.- 




Fig. 14. 



nämliche gilt von der Geraden CD oder C^D^, Die Geraden AB und 
CD schneiden sich in einem Punkte S, der sich selbst entspricht und 
ein gemeinsamer Doppelpunkt der beiden Punktinvolutionen d^d AB 
und CD ist Eine beliebige Gerade der Ebene, die nicht durch S geht, 
schneidet die Geraden AB und CD in zwei Punkten; ihr .entspricht 
folglich die Gerade doppelt, welche die zugeordneten beiden Punkte 
von AB und CD verbindet Homologe Punkte der Felder aber ent- 
sprechen einander doppelt, weil sie als Schnittpunkte von einander 
doppelt entsprechenden Strahlenpaaren angesehen werden können. 
Der Schnittpunkt S von AB und CD ist das Involutionszentrum, und 
die Gerade w, auf welcher die übrigen Gegenseiten des vollständigen 
Vierecks AB CD sich paarweise schneiden, ist die Involutionsachse 
der beiden Felder. 

Die involutorisch liegenden kollinearen Felder können als ein 
einziges „perspektiv involutorisches" Feld aufgefaßt werden, dessen 
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Punkte und Strahlen paarweise „einander zugeordnet' sind; ihre Kolli* 
neation wird seit Möbius*) eine „Involution" genannt Die soeben 
gewonnenen Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenstellen: 

„In einem perspektiv involutorischen ebenen Felde liegen je zwei 

„einander zugeordnete Punkte mit dem Involutionszentrum in einer 

„Geratjen und sind durch dieses und die Involutionsachse harmonisch 

„getrennt; je zwei einander zugeordnete Strahlen schneiden sich auf 

„der Involutionsachse, und sind durch diese und das Involutions- 

„zentrum harmonisch getrennt Um die Elemente eines Feldes per- 

„spektiv involutorisch zu paaren, kann man zwei gegebenen Punkten 

„P, Q des Feldes zwei beliebige andere Pj, Q^ zuordnen, die mit 

„P, Q ein Viereck bilden; oder man kann das Involutionszentrum S 

„und die Involutionsachse 7i willkürlich in der Ebene annehmen. 

„Es gibt also in einer Ebene vierfach unendlich viele Involutionen." 

Wenn die Involutionsachse unendlich fem liegt, so halltet das 

Involutionszentrum jede Strecke, die von einander zugeordneten Punkten 

begrenzt ist, und das involutorische Feld geht durch „Spiegelung am 

Zentrum" in sich selbst über. 

Liegt das Zentrum unendlich fern in einer zur Involutionsachse 
normalen Geraden, so geht das involutorische Feld durch „Spiegelung 
an der Involutionsachse" in sich selbst über. Eine ebene Kurve heißt 
„involutorisch", wenn ihre Punkte in einem perspektiv involutorischen 
Felde paarweise einander zugeordnet sind. Ein Kegelschnitt erscheint 
als involutorische Kurve, wenn ein innerhalb oder außerhalb gelegener 
Punkt S als Involutionszentrum und dessen Polare u als Involutions- 
achse angenommen wird. Der unendlich fernen Geraden ist in dem 
involutorischen Felde eine zu u parallele „FJuchtgerade" g zugeordnet, 
die den Abstand von S und u hälftet Der Kegelschnitt aber ist eine 
Hyperbel, Parabel oder Ellipse, je nachdem er mit der Fluchtgeraden g 
zwei Schnittpunkte 3/, N^ oder einen Berührungspunkt P oder keinen 
reellen Punkt gemein hat; im ersten Fall sind die Asymptoten zu SM 
und SN parallel, im zweiten ist SP ein Durchmesser der Parabel 
(Poncelet). Hierdurch ist sehr einfach die Aufgabe gelöst: 

„Zu entscheiden, ob ein Kegelschnitt, von welchem nur ein be- 
„grenzter Bogen gegeben ist, eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse ist" 
Zugleich ergibt sich (vgl. Seite 10): 

„Ein involutorischer Kegelschnitt bestimmt ein perspektiv in- 
„volutorisches Feld. Sein Involutionszentrum imd seine Involutions- 
„achse sind die des involutorischen Feldes." 

Ein perspektiv involutorisches Feld wird aus jedem nicht in ihm 
gelegenen Punkte durch einen perspektiv involutorischen Bündel pro- 

♦) Möbius, Gös. Werke, IL, S. 376. 
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jiziert Die „Involutionsebene" dieses Bündels geht durch die In* 
volutionsachse u des Feldes, und die „Involutionsachse" des Bündels 
geht durch das Involutionszentrum S des Feldes. Die Involutionsachse 
und die Involutionsebene trennen je zwei einander zugeordnete Strahlen 
oder Ebenen des Bündels harmonisch. Wenn sie sich rechtwinklig 
schneiden, so ändert sich der involutorische Bündel weder durch 
Drehung um die Involutionsachse noch durch Spiegelung an ihr oder 
an der Involutionsebene. 

Zwei kollineare Räume S, Sj haben involutorische Lage, und 
ihre Kollineation heißt eine „Involution", wenn von zwei homologen 
Feldern a, a^, die nicht aufeinander liegen, je zwei homologe Punkte 
oder Strahlen einander doppelt entsprechen. Einer beliebigen Ebene, 
welche die beiden Ebenen a, a^ in zwei Geraden g^ l schneidet, ent- 
spricht nämlich die Ebene doppelt, welche die zugeordneten Geraden g^^ 
/i der Ebenen aj, a verbindet; und da jeder Punkt oder Strahl 
des Baumes als Schnitt von drei oder zwei solchen Ebenen betrachtet 
werden kann, so entspricht ihm der Schnittpunkt oder der Schnittstrahl 
der zugeordneten Ebenen doppelt Weil somit jedem Elemente ein 
anderes doppelt entspricht, so können wir die involutorisch liegenden 
Räume als einen einzigen „koUinear involutorischen" Raum auffassen, 
dessen Elemente paarweise einander zugeordnet sind. 

Jeder Strahl, der zwei einander zugeordnete Punkte des in- 
volutorischen Raumes verbindet, oder worin zwei einander zugeordnete 
Ebenen sich schneiden, fällt mit seinem homologen Strahle zusammen, 
ist also sich selbst zugeordnet. Dieses gilt auch von dem Schnitt- 
strahle s der Ebenen a, a^. Wir erhalten nun zwei wesentlich ver- 
schiedene Arten kollinear involutorischer Räume, je nachdem in 
der Geraden s jeder Punkt mit seinem zugeordneten zusammenfällt 
oder nicht 

Im ersteren Falle haben die ebenen Felder a, a^ die Punkte der 
Geraden s entsprechend gemein; sie liegen folglich perspektiv und er- 
zeugen einen zentrischen Bündel S, dessen Strahlen und Ebenen sich 
selbst zugeordnet sind, weil sie je zwei einander zugeordnete Elemente 
von OL und a^ verbinden. Die kollinearen Räume 2, 2^ haben alle 
Strahlen und Ebenen des Bündels 8 und folglich auch alle Punkte 
und Strahlen eines ebenen Feldes t\ entsprechend gemein, liegen also 
perspektiv; in dem von ihnen gebildeten involutorischen Räume ist 
jedes Element der Ebene i\ sich selbst zugeordnet Ein kollinear in- 
volutorischer Raum dieser Art wird „perspektiv involutorisch" genannt, 
und seine Involution heißt „perspektiv". Der Punkt Ä, mit welchem 
je zwei einander zugeordnete Punkte des Raumes in einer Geraden 
und je zwei einander zugeordnete Gerade in einer Ebene liegen, 
heißt das „Involutionszentrum", und die Ebene tq, auf welcher je zwei 
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einander zugeordnete Strahlen oder Ebenen sich schneiden, heißt die 
„Involutionsebene" des perspektiv involutorischen Eaumes. Wir können 
die Haupteigenschaften dieser Art von involutorischen BÄumen wie 
folgt zusammenfassen: 

„Im perspektiv involutorischen Räume ist jede durch das In- 
„volutionszentrum S gehende Gerade oder Ebene und jeder in der 
„Involutionsebene y) liegende Punkt oder Strahl sich selbst zugeordnet 
„Jede durch S gehende Ebene ist der Träger eines perspektiv in- 
„volutorischen Feldes, dessen Involutionszentrum mit S zusammen- 
„fällt, und dessen Involutionsachse in y) liegt; ebenso ist jeder auf t\ 
„liegende Punkt der Mittelpunkt eines perspektiv involutorischen 
„Bündels, dessen Involutionsebene tq ist und dessen Involutionsachse 
„durch S geht Je zwei einander zugeordnete Punkte, Strahlen 
„oder Ebenen sind demnach durch das Involutionszentrum S und 
„die Involutionsebene tj harmonisch getrennt Von einer sich selbst 
„zugeordneten Geraden g sind entweder die Punkte oder die Ebenen 
„sich selbst zugeordnet; im ersteren Falle ist g die Achse einer 
„Ebeneninvolution mit den Doppelebenen t| und gS^ im letzteren 
„ist g Träger einer Punktinvolution, deren Doppelpunkte S und gr\ 
„sind. Um die Elemente des Raumes perspektiv involutorisch zu 
„paaren, kann man das Involutionszentrum S und die Involutions- 
„ebene t| willkürlich annehmen, oder auch S und zwei einander 
„zugeordnete Ebenen a, a^, oder y) und zwei einander zugeordnete 
„Punkte A^ A^. Es gibt sechsfach unendlich viele perspektiv in- 
„volutorische Räume." 

Ein perspektiv involutorischer Raum ist auch bestimmt durch 
drei seiner Punktepaare; diese können auf den Strahlen eines Drei- 
kants beliebig angenommen werden. Der Mittelpunkt des Dreikants 
ist das Involutionszentrum. 

Liegt das Involutionszentrum imendlich fem in einer zu der In- 
volutionsebene normalen Richtung, so erhält man zu einem beliebigen 
Raumgebilde das zugeordnete durch „Spiegelung" an der Involutions- 
ebene; diese ist von jedem sich selbst zugeordneten Gebilde eine 
„Symmetrieebene". Liegt die Involutionsebene unendlich fem, so hälftet 
das Involutionszentrum die Strecken zwischen je zwei einander zu- 
geordneten Punkten. Der perspektiv involutorische Raum und seine 
sich selbst zugeordneten Gebilde mögen in diesem Falle „zentrisch 
symmetrisch" in jenem „plan symmetrisch" heißen. 

Eine Raumkurve oder Fläche heißt „perspektiv involutorisch", 
wenn ihre Punkte in einem perspektiv involutorischen Räume paar- 
weise einander zugeordnet sind. Eine Fläche F^ zweiten Grades 
wird perspektiv involutorisch, wenn irgend ein nicht auf ihr liegender 
Punkt zum Involutionszentrum S und seine Polarebene zur Involutions- 
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ebene ti gewählt werden. Die Paare zugeordneter Punkte der Hache . 
liegen auf den Strahlen des Bündels S, und ihre einander zugeord- 
neten Berührungsebenen schneiden sich in je einer Geraden der In- 
volutionsebene fi. Ist die Hache F* eine Regelfläche, so sind ihre 
beiden Begelscharen einander zugeordnet; jeder Strahl der einen Schar 
ist einem Strahle der anderen zugeordnet, der ihn in einem Punkte 
von 1) schneidet und mit ihm in einer durch S gehenden Ebene liegt. 
Die Fläche ist ein Hyperboloid, Paraboloid oder Ellipsoid, je nachdem 
sie die zu iq parallele Fluchtebene |jl, die den Abstand von S und t) 
hälftet, in einer Kurve k* schneidet, in einem Punkte P berührt oder 
gar keinen Punkt mit |jl gemein hat; denn jedem gemeinschaftlichen 
Punkte G von F^ und \l ist auf dem Strahle SO ein unendlich femer 
Punkt der Fläche F* zugeordnet, weil |jl und die unendlich ferne 
Ebene einander zugeordnet sind. Im Falle des Hyperboloides sind 
die Strahlen des Kegels S(k^) zu je einer Asymptote parallel, im 
Falle des Paraboloides ist SP ein Durchmesser der Fläche. 



Zwölfter Vortrag. 
Geschart involutorische Räume. 

Wir wenden uns nunmehr zu der anderen Art koUinear in- 
volutorischer Räume, die wir als „geschart involutorisch" bezeichnen 
und deren Involution wir eine „gescharte" nennen. Je zwei einander 
zugeordnete Felder (x, 04 des geschart involutorischen Baumes haben 
die Schnittgerade s ihrer Ebenen, nicht aber alle Punkte von s 
entsprechend gemein; vielmehr sind die Punkte der Geraden s in- 
volutorisch gepaart, ebenso aber die durch s gehenden Ebenen. Die 
Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte der Felder a, a^ sind in 
dem geschart involutorischen Räume sich selbst zugeordnet. Sie sind 
die Träger von Punktinvolutionen und zugleich die Achsen von Ebenen- 
involutionen, die aus Paaren zugeordneter Elemente des involutorischen 
Raumes bestehen. Wir nennen sie die „Leitstrahlen" (nach v. Staudt) 
oder besser die „Doppelstrahlen" des geschart involutorischen Raumes. 
Also: 

„Der geschart involutorische Raum hat 00* Doppelstrahlen, d. h. 
„Strahlen, die sich selbst zugeordnet sind. Jede Schnittgerade zu- 
„geordneter Ebenen a, a^ und jede Yerbindungsgerade zugeordneter 
„Punkte P, Pi ist ein Doppelstrahl; sie ist zugleich Träger einer 
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„Punktinvolution und Achse einer Ebeneninvolution, die aus Paaren 
„zugeordneter Punkte und Ebenen des geschart involutorischen 
„Raumes bestehen. Durch den beliebigen Punkt P geht demnach 
„nur ein Doppelstrahl, nämlich PP^^ und in der beliebigen Ebene a 
,4iegt nur ein Doppelstrahl, nämlich aaj.*'*) 
Ist die Ebeneninvolution irgend eines Doppelstrahles s hyper- 
bolisch, so sind ihre Doppelebenen die Träger von zwei perspektiv 
involutorischen Feldern, die in dem geschart involutorischen Raum 
enthalten sind. Sie schneiden jeden zu s windschiefen Doppel- 
strahl PP^ in zwei sich selbst zugeordneten Punkten, den Doppel- 
punkten der Punktinvolution auf PPj. Alle diese Doppelpunkte aber 
liegen auf den Involutionsachsen u^ v der involutorischen Felder, weil 
sie auch Doppelpunkte dieser Felder sind. Aus demselben Grunde 
liegt das Involutionszentrum eines jeden der beiden Felder auf der 
Involutionsachse des anderen. Die beiden Achsen u^ v heißen die 
Involutionsachsen des geschart involutorischen Raumes und seiner ge- 
scharten Involution. Sie sind zu einander windschief, schneiden jeden 
Doppelstrahl des involutorischen Raumes und trennen je zwei einander 
zugeordnete Punkte, Ebenen oder Gerade harmonisch. Auf den In- 
volutionsachsen w, V liegen alle sich selbst zugeordneten Punkte, und 
durch sie gehen alle sich selbst zugeordneten Ebenen des involutorischen 
Raumes. 

„Die Punkt- und Ebeneninvolutionen des geschart involutorischen 
„Raumes, die seine Doppelstrahlen zu Trägem haben, sind denmach 
„entweder alle hyperbolisch oder alle elliptisch. Im ersteren Falle 
„heißt der involutorische Raum hyperbolisch; er hat zwei reelle 
„windschiefe Involutionsachsen w, v^ mit denen alle sich selbst zu- 
„geordneten Elemente Inzident sind, und welche je zwei einander 
„zugeordnete Elemente harmonisch trennen. Im letzteren Falle 
„heißt er elliptisch und enthält keine sich selbst zugeordnete reelle 
„Punkte oder Ebenen." 

Wenn in dem geschart involutorischen Raum zwei Doppelstrahlen 
oder zwei einander zugeordnete Strahlen sich schneiden, so liegt ihr 
Schnittpunkt auf einer der beiden Involutionsachsen, ihre Ebene aber 
geht durch die andere bezw. durch dieselbe Involutionsachse. Die In- 
volutionsachsen u^ V sind in diesem Falle reell, und der involutorische 
Raum ist hyperbolisch. Jede durch u oder v gehende Ebene enthält 
von ihm ein perspektiv involutorisches Feld, dessen Involutionszentrum 
in der anderen Involutionsachse liegt Ebenso ist jeder Punkt einer 
Involutionsachse der Mittelpunkt eines perspektiv involutorischen 



*) Die oo> Doppelstrahlen bilden nach Vortrag 16 eine Strahlenkongmenz erster 
Ordnung erster Klasse. 
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Bündels, der in dem involutorischen Raum enthalten ist, und dessen 
Involutionsebene durch die andere Achse geht. 

Einen besonderen Fall des geschart involutorischen Raumes bildet 
der „axial symmetrische" Raum. Er ist hyperbolisch, und von seinen 
Involutionsachsen liegt die eine v unendlich fem in den Ebenen, die 
zu den anderen u normal sind. Seine einander zugeordneten Punkte 
und Ebenen liegen symmetrisch bezüglich der Achse u. Von jedem 
sich selbst zugeordneten Gebilde dieses Raumes ist u eine „Symmetrie- 
achse", und das Gebilde heißt „axial symmetrisch". Einander zugeordnete 
Elemente gehen „durch Spiegelung an der Symmetrieachse 2^" oder auch 
durch eine Drehung von 180° um u in einander über. Durch eine 
beliebige Drehung um die Symmetrieachse u ändert der axial symme- 
trische Raum sich nicht, denn seine Involutionsachsen u^ v behalten 
dabei ihre Lage; wir bezeichnen ihn deshalb als „rotatorisch". 

Ein geschart involutorischer Raum hat i. A. keine unendlich ferne 
Involutionsachse; seiner unendlich fernen Ebene ist eine eigentliche 
Ebene zugeordnet, die Eluchtebene (jl Diese enthält den unendlich 
fernen Doppelstrahl « und die Mittelpunkte aller Punktinvolutionen 
des involutorischen Raumes; sie ist folglich zu den beiden Involutions- 
achsen, wenn solche vorhanden sind, parallel und hälftet deren Ab- 
stand. Die zu [JL parallelen Ebenen sind paarweise einander zugeordnet 
und affin, da ihre unendlich ferne Gerade s sich selbst zugeordnet ist. 
Das Produkt der Abstände der Fluchtebene \k von zwei einander zu- 
geordneten Punkten oder parallelen Ebenen ist konstant (I. Abt 
Seite 161). Die zu [jl normalen Strahlen gehen durch einen un- 
endlich fernen Punkt Jf,; ihnen sind die Strahlen eines Punktes M 
von |JL zugeordnet, und die Verbindungsgerade d von M und M^ ist 
der einzige zu [ji normale Doppelstrahl des geschart involutorischen 
Raumes. Im Falle des hyperbolischen Raumes schneidet d dessen 
Involutionsachsen ?/, v rechtwinklig. 

Wenn zwei Gerade durch zwei einander zugeordnete Punkte P, P^ 
gehen und den Doppelstrahl d rechtwinklig schneiden, so sind sie auch 
mit dem unendlich fernen Doppelstrahl s Inzident und folglich einander 
zugeordnet. Sie sind Träger ähnlicher Punktreihen, deren homologe 
Punkte einander zugeordnet sind; und zwar sind ihre Schnittpunkte 
mit d, ihre unendlich fernen Punkte und P, Pj homologe Punkte, zwei 
andere P', P^' liegen folglich symmetrisch zu P bezw. Pj in Bezug auf d. 
Durch Spiegelung an d geht also ein beliebiges Paar zugeordneter 
Punkte in ein anderes über. Kurz: 

,J)er geschart involutorische Raum hat den zu seiner Fluchtebene 
„normalen Doppelstrahl d zur Symmetrieachse, seine Elementepaare 
„werden durch Spiegelung an d miteinander vertauscht" 

Die Punktepaare des geschart involutorischen Raumes werden wie 
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aus jedem seiner Doppelstrahlen so auch aus der Symmetrieachse d 
durch Ebenenpaare einer Involution projiziert. Diese enthält i. A. nur 
zwei einander zugeordnete Ebenen, die sich rechtwinklig schneiden; 
im Falle reeller Involutionsachsen w, v hälften diese beiden Ebenen 
die von den Doppelebenen du^ dv gebildeten Nebenwinkel. Von den 
Schnittgeraden e, f der beiden normalen Ebenen mit der Fluchtebene 
jjL ist jede zu der anderen Ebene normal und der unendlich fernen 
Geraden e^ bezw. /i der anderen Ebene zugeordnet. Die oo ^ Doppel- 
strahlen, welche zugeordnete Punkte von e und e^ verbinden, sind 
folglich zu e normal und bilden die eine Begelschar eines gleichseitigen 
hyperbolischen Paraboloides, das e zum Scheitelstrahl hat Das gleiche 
gilt von den zu f normalen Doppelstrahlen. 

Zwei auf e errichtete Normalen g^ g^^ die durch zwei zugeordnete 
Punkte P, Pj gehen, sind einander zugeordnet, weil sie mit e und e^ 
Inzident sind. Liegen auf ihnen die Punkte R und R^ bezw. zu P 
und Pj symmetrisch in Bezug auf e, so sind die vier Punkte ge^ P, 
ge^^ R von g harmonisch und den vier harmonischen Punkten g^e^^ 
Pj, 5r,e, Pi von g^ zugeordnet Durch Spiegelung an der Geraden e 
geht also ein beliebiges Paar P, P^ zugeordneter Punkte in ein 
anderes P, R^ über. Das gleiche gilt von f. Also: 

„Der geschart involutorische Baum hat außer dem Doppelstrahle d 

„zwei Gerade e, f seiner Fluchtebene [jl zu Symmetrieachsen; seine 

„Elementepaare werden durch Spiegelung an e oder f miteinander 

„vertauscht Die Symmetrieachsen e, /"schneiden einander und d recht- 

„winklig, und jede von ihnen ist der unendlich fernen Geraden 

„ihrer Normalebenen zugeordnet" 

Ist der involutorische Baum hyperbolisch, so hälften e und f die 

Winkel, welche die orthogonalen Projektionen der Involutionsachsen 

u^ V m der Fluchtebene [jl einschließen. 

In einem wichtigen Spezialfälle schneiden sich je zwei einander 
zugeordnete, durch d gehende Ebenen rechtwinklig in rf; ihre Spuren 
in der Fluchtebene [jl sind dann lauter Symmetrieachsen, und es gilt 
der Satz: 

„Der geschart involutorische Baum hat in einem besonderen Falle 
„aUe mit d inzidenten Strahlen seiner Fluchtebene jjl zu Symmetrie- 
„achsen, wenn nämlich seine Punktepaare aus der ausgezeichneten 
„Symmetrieachse d durch Paare normaler Ebenen projiziert werden. 
„Er ist elliptisch und zugleich rotatorisch; durch Botation um d 
„geht ein beliebiges seiner Punktepaare in andere Paare zugeord- 
„neter Punkte über; er selbst ändert sich nicht durch Drehung 
„um d." 
Nämlich dem Kreise fc, den ein beliebiger Punkt P durch Botation 
um d beschreibt, ist ein Kegelschnitt k^ zugeordnet; die einander zu- 
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geordneten Ebenen % ri^ von k und k^ aber sind beide zu d nonnal 
und haben den unendlich fernen Doppelstrahl s gemein. Die ebenen 
Felder in ij und ri^ und ihre homologen Kurven A, k^ sind demnach 
affin, die Mittelpunkte C, Q dieser Kurven sind folglich einander zu- 
geordnet, und wie C so liegt auch C^ auf dem Doppelstrahle d. Je 
zwei einander zugeordnete Ebenen S, S^, die durch d gehen, sind 
normal und schneiden ir) in konjugierten Durchmessern des Kreises k; 
diesen sind in i]^ zwei konjugierte Durchmesser des Kegelschnittes k^ 
zugeordnet, die bezw. in 8^ und h liegen und wie jene sich recht- 
winklig schneiden. Demnach hat k^ unendlich viele Achsen und ist 
wie k ein Kreis, der sich durch Drehung um d nicht ändert Zwei 
einander zugeordnete Punkte P, Pj der Kreise A, k^ werden allemal 
aus d durch normale Ebenen projiziert; wenn sie mit diesen beiden 
Ebenen um d rotieren, so beschreiben sie die Kreise Ä, k^ und bleiben 
einander zugeordnet Damit ist der Satz bewiesen. 

Ein beliebiger Doppelstrahl PP^^ beschreibt, wenn er um d rotiert, 
die eine Regelschar eines einschaligen Rotationshyperboloides. Nun 
bilden aber die Doppelstrahlen, welche eine der in jjl liegenden Symmetrie- 
achsen schneiden, die eine Regelschar eines gleichseitigen hyperbolischen 
Paraboloides (Seite 80); sie beschreiben durch Rotation um d eine 
Schar von Rotationshyperboloiden, welche d zur Rotationsachse haben 
und zusanunen alle Doppelstrahlen des geschart involutorischen Raumes 
enthalten. 

Jeder elliptische geschart involutorische Raum läßt sich durch 
eine affine KolÜneation in einen rotatorischen transformieren und zwar 
so, daß seine Fluchtebene [jl, seine zu (jl normale Symmetrieachse d und 
die Involution der zu |jl parallelen Ebenen ungeändert bleiben. Die 
affine KoUineation ist so herzustellen, daß sie die Involution der durch 
d gehenden Ebenenpaare des involutorischen Raumes in eine orthogonale 
Ebeneninvolution transformiert; sie kann in einer Dilatation (einer 
gleichförmigen Ausdehnung) des Raumes in der Richtung von einer 
seiner Symmetrieachsen e, f bestehen. 

Zwei windschiefe Gerade ^, g^^ die in einem geschart involu- 
torischen Räume einander zugeordnet sind, werden von oc^ Doppel- 
strahlen in je zwei zugeordneten Punkten geschnitten. Die mit g in- 
zidenten Doppelstrahlen des involutorischen Raumes schneiden auch g^ 
und bilden eine Regelschar zweiter Ordnung, die g und g^ zu Leit- 
strahlen hat Wir schließen daraus: 

„Drei windschiefe Doppelstrahlen des geschart involutorischen 
„Raumes bestimmen eine aus lauter Doppelstrahlen bestehende Regel- 
„schar zweiter Ordnung. Die Leitstrahlen dieser Schar sind paar- 
„weise einander zugeordnet und bilden eine in dem involutorischen 
„Raum enthaltene involutorische Regelschar. Solcher involutorischer 

Beye, Geometrie der Lage. II. 4. Anfl. Q 
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„Regelscharen enthält der involutorische Baum dreifach unendlich 

„viele." 

Eine Raumkurve oder Hache heißt „geschart involutorisch", wenn 
ihre Punkte in einem geschart involutorischen Baum paarweise ein- 
ander zugeordnet sind. Beispielsweise ist jede Fläche zweiten Grades, 
in Bezug auf welche die Involutionsachsen «^ v eines hyperbolischen 
involutorischen Baumes reziproke Polaren sind, eine geschart involu- 
torische Mäche dieses Baumes, und die Schnittkurve von zwei solchen 
Rächen ist eine geschart involutorische Baumkurve. Zwei auf der 
involutorischen Fläche oder auf dieser Baumkurve gelegene Punkte 
sind einander zugeordnet und durch die Involutionsachsen u, v har- 
monisch getrennt, wenn ihre Verbindungsgerade mit u und v Inzident 
ist Wenn die Fläche eine Begelfiäche zweiten Grades ist, so sind 
auch ihre Geraden paarweise einander zugeordnet und durch u und v 
harmonisch getrennt Die Strahlen von jeder ihrer beiden Begel- 
scharen sind auf diese Weise involutorisch gepaart; diese involutorischen 
Regelscharen aber werden von jeder durch u (oder v) gelegten Ebene 
in einer involutorischen Kurve zweiter Ordnung geschnitten, deren 
Involutionsachse u (bezw. v) ist, und deren Involutionszentrum auf v 
(bezw. u) liegt 

Geschart involutorisch ist eine Begelfiäche zweiten Grades auch 
dann, wenn sie eine Schar Doppelstrahlen eines geschart involutorischen 
Baumes enthält Ihre zweite Begelschar ist eine involutorische dieses 
Baumes. Für sie gilt der Satz: 

„Durch eine involutorische Begelschar zweiter Ordnung aai-bb^'CC^. , . 

„ist ein geschart involutorischer Baum bestimmt, in welchem sie ent- 

„halten und jeder ihrer Leitstrahlen sich selbst zugeordnet ist" 

„(v. Staudt*). 
Sind nämlich p^ g, r drei Leitstrahlen der Begelschar, so kann man 
zwei Bäume koUinear so aufeinander beziehen, daß den Geraden a, a^, 
fe, p^ 5, r des einen bezw. die Geraden a^, o, ftj, j?, y, r des 
anderen Baumes entsprechen (Seite 25). Die beiden Bäume aber 
liegen involutorisch, weil ihre Punkte und Ebenen, wie beispielsweise 
ap und a^p^ einander doppelt entsprechen. Sie bilden nicht einen 
perspektiv, sondern einen geschart involutorischen Baum, weil die 
einander zugeordneten Strahlen a, a^ sich nicht schneiden; die involu- 
torische Begelschar aa^ »bb^. . . aber ist in diesem involutorischen 
Baum enthalten. Die Doppelstrahlen der involutorischen Begelschar 
sind die Involutionsachsen des geschart involutorischen Baumes; je 
nachdem sie reeU oder konjugiert imaginär sind, ist der Baum hyper- 
bolisch oder elliptisch. 



♦} V. Staudt, Beiträge zxa Geometrie der Lage, Nürnberg 1856, Nr. 104. 
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Die involutorische Regelschar möge auf einem Rotationshyper- 
boloid liegen; ihr Schnitt mit einer zu dessen Rotationsachse n nor- 
malen Ebene sei ein involutorischer Kreis, dessen Involutionszentrmn 
mit seinem auf n liegenden Mittelpunkte zusammenfalle. Dann be- 
stinunt die involutorische Regelschar einen rotatorischen geschart 
involutorischen Raum; denn durch Rotation um n gehen ihre Strahlen- 
paare ineinander über, sie selbst ändert sich folglich nicht, indem sie 
um n rotiert 

Drei Punktepaare AÄ^^ BB^^ C'Q? di© a^ drßi windschiefen 
Geraden p, g, r liegen, sind nur dann Punktepaare eines geschart 
involutorischen Raumes, wenn durch sie drei Strahlenpaare aa^^ bb^^ 
cc^ einer involutorischen Regelschar gehen, die j», q und r zu Leit- 
strahlen hat Der involutorische Raum ist durch die involutorische 
Regelschar aa^»bb^*cc^^ also auch durch die drei Punktepaare be- 
stimmt Er hat die Leitstrahlen der Schai* zu Doppelstrahlen. 

Von den drei Punktepaaren seien die Punkte -4, B^ C gegeben. 
Dann können Ä^ und B^ beliebig angenonmien werden, die Gerade r 
aber, welche C mit C^ verbindet, kann beliebig durch C gelegt werden. 
Denn die drei Geraden AA^^ BB^^ r sind i. A. windschief und Leit- 
strahlen einer involutorischen Regelschar, von welcher zwei Strahlen- 
paare a«!, bb^ durch die Punktepaare AA^^ BB^ gehen. Dem durch 
C gehenden Strahle c dieser Schar ist in ihr ein Strahl c^ zugeordnet, 
welcher den Leitstrahl r im Punkte Q schneidet; die drei Punkte- 
paare AA^^ BB^^ CC^ aber bestimmen einen geschart involutorischen 
Raum, der sie enthält Die gescharte Livolution ändert sich mit 
der Lage der Punkte A^^ B^ und der Geraden r; und weil A^ und 
J?i je oo® verschiedene Lagen haben können, die durch C gehende 
Gerade r aber oo* Lagen, so ergibt sich: 

„Es gibt achtfach unendlich viele gescharte Involutionen und ge- 
„schart involutorische Räume." 
Zwei windschiefe Gerade u^ v sind aUemal die Livolutionsachsen von 
einem dieser Räume. 

Drei beliebige windschiefe Doppelstrahlen j?, g, r eines geschart 
involutorischen Raumes sind Leitstrahlen einer involutorischen Regel- 
schar aa^*bb^'Cc^^ die in dem involutorischen Raum enthalten ist 
und ihn bestimmt Die Strahlen der Regelschar aber sind sich selbst 
zugeordnet in der gescharten Involution, welche p und q zu Involutions- 
achsen hat; diese Involution transformiert also die involutorische Regel- 
schar und mit ihr den involutorischen Raum in sich selbst; sie ver- 
tauscht die Paare zugeordneter Punkte, Strahlen oder Ebenen dieses 
Raumes miteinander. Also: 

„Der geschart involutorische Raum geht in sich selbst über durch 



g4 Zwölfter Vortrag. 

^jede geschalte Involution, die zwei seiner Doppelstrahlen zu Invo- 
^Qtionsachsen hat^ 

In einem geschart involutorischen Baum seien vier Punkten A, 
1/, C\ D einer Geraden tc die Punkte A^^ jBj, Q, Dj einer zu w 
windschiefen Geraden tCi zugeordnet Dann ist: 

ABCD — Ä^B^C^D^ und folgUch ABCD— B^Ä^D^C^. 
(L Abt Seite 152.) Die zwei Paar zugeordneten Geraden AB^^ Ä^B 
und C'Z>i, C^D sind also in einer involutorischen Regelschar zweiter 
Ordnung enttialten; sie liegen auf einer sich selbst zugeordneten Regel- 
flache zweiten Grades. Jeder Leitstrahl der Schar schneidet die vier 
Geraden in Punkten, deren zugeordnete Punkte gleichfalls auf einem 
Leitstrahle der Schar liegen; auch die Leitstrahlen sind demnach in- 
volutorisch gepaart Zwei beliebige mit w und w^ inzidente Strahlen 
AB^^ CD^ sind mit den ihnen zugeordneten in einer involutorischen 
Regelschar enthalten^ die w und u\ zu Leitstrahlen hat; und wenn 
ihre Schnittpunkte A^ C mit w gegeben sind, so können die Punkte 
^1, Z>i auf w^ jeder oc* verschiedene Lagen annehmen. Die ein- 
ander zugeordneten Geraden w^ u\ sind also Leitstrahlen von oc* 
involutorischen Regelscharen des geschart involutorischen Raumes. 
Die Gerade w kann oc* verschiedene Lagen annehmen; doch gibt es 
nicht oc* sondern oo* solcher involutorischer Regelscharen, weil jede 
von ihnen oo* Paar zugeordnete Leitstrahlen hat Also: 

„Ein geschart involutorischer Raum enthält fünffach unendlich 

„viele involutorische Regelscharen, deren jede von einer anderen 

„in ihm enthaltenen involutorischen Regelschar die Leitschar ist 

„(v. Staudt*). Zwei einander zugeordnete windschiefe Gerade sind 

„Leitstrahlen von oc* dieser Regelscharen." 

Zwei involutorische Regelscbaren aa^-bb^-cc^, . . und pPi*qqi'rr^, . ., 

von denen jede die Leitschar der anderen ist, bestimmen einen geschart 

involutorischen Raum, der sie enthält (v. Staudt). Man gelangt zu 

diesem, indem man zwei Räume kollinear so aufeinander bezieht, daß 

den Geraden a, a^, ft, p-^ y^. q des einen bezw. die Geraden a^, o, 6^, 

Pi'i P^ 9i ^®s anderen entsprechen (Seite 25). Ihre homologen Punkte 

und Ebenen, z. B. ap und a^^i, entsprechen nämlich einander doppelt, 

dem Schnittpunkte der Ebenen a/;, bq, er ist der Schnittpunkt der 

Ebenen «iPi, feiji, c^r^ zugeordnet, u. s. w. Die Regelfläche zweiten 

Grades, auf welcher die involutorischen Regelscharen liegen, ist in 

dem geschart involutorischen Räume sich selbst zugeordnet, also eine 

geschart involutorische Fläche. 



*) v. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nr. 107. Vgl. Kippeis, In- 
volutorische Regelscharen zweiter und Raumkurven dritter und vierter Ordnung im 
geschart involutorischen Raum. (Inaug.-Diss.), Straßburg 1904. 
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Der geschart involatorische Raum ist elliptisch, wenn die eine 
der beiden involutorischen Regelscharen hyperbolisch, die andere 
elliptisch ist Denn die elliptische Schar wird von den beiden Doppel- 
strahlen der hyperbolischen Schar, die zugleich Doppelstrahlen des in- 
volutorischen Raumes sind, in elliptischen Punktinvolutionen geschnitten 
und aus ihnen durch elliptische Ebeneninvolutionen des involutorischen 
Raumes projiziert Sind die involutorischen Regelscharen beide hyper- 
bolisch, so ist auch der sie enthaltende involutorische Raum hyper- 
bolisch, wie sich ebenso ergibt Seine beiden Involutionsachsen und 
die zwei Paar Doppelstrahlen der involutorischen Regelscharen bilden 
in diesem Falle die drei Paar Oegenkanten eines sich selbst zugeord- 
neten Tetraeders, und ti, v sind folglich reziproke Polaren bezüglich 
der involutorischen Regelfläche zweiten Grades, auf der die beiden 
Regelscharen liegen. Wenn drittens die involutorischen Regelscharen 
aa^'bb^'CC^ und pPx'qqi-rr^ beide elliptisch sind, so ist der sie 
entiialtende involutorische Raum hyperbolisch (v. St au dt). Wir be- 
weisen dieses wie folgt. 

Die Punkte ap-= A und Oi^i = ^i sind einander zugeordnet, 
und die Ebenenpaare 6g, b^q^^ und bq^, b^q bestehen aus je zwei 
einander zugeordneten Ebenen des involutorischen Raumes. Diese 
Ebenenpaare schneiden folglich den Doppelstrahl ^^^ in zwei Paar 
zugeordneten Punkten. Wenn eine durch AA^ gelegte Ebene die vier 
Strahlen ä, q^ 61, q^ bezw. in den Punkten B^ Q^ ß^, Q^ schneidet, 
so treffen zwei Paar Gegenseiten des Vierecks BQB^Q^ die Gerade 
AA^ in den zwei Paar zugeordneten Punkten; auch die übrigen 
beiden Gegenseiten BB^ und QQ^ haben deshalb mit AA^ zwei zu- 
geordnete Punkte J, Jj des involutorischen Raumes gemein. Die 
durch AA^ gelegte Ebene schneidet aber die involutorischen Regel- 
scharen a«! • bb^ • cci und pp^ • qq^ • ri\ in zwei involutorischen Punkt- 
reihen zweiter Ordnung, die auf einem Kegelschnitt liegen, und deren 
Involutionszentren bezw. mit J' und J^ zusammenfallen; und weil die 
Punktinvolutionen elliptisch sind, so liegen J und J^ innerhalb des 
Kegelschnitts und sind nicht getrennt durch A und Ay^, Also ist die 
Involution AA^-JJ^ zugeordneter Punkte auf dem Doppelstrahle -4 ^1 
hyperbolisch, und mit ihr auch der geschart involutorische Raum.*) 
— Sind ?/, V die beiden Involutionsachsen, so schneidet jede durch 
u gelegte Ebene die beiden involutorischen Regelscharen in einem 
und demselben involutorischen Kegelschnitt, dessen Involutionsachse u 
ist, und dessen Involutionszentrum auf v liegt und der Pol von u 
bezüglich des Kegelschnittes ist Folglich sind u und v wiederum 
reziproke Polaren bezüglich der involutorischen Fläche zweiten Grades, 



♦) Diesen Beweis verdanke ich Herrn JoUes. 



86 Zwölfter Vortrag. Geschart involatorische Räume. 

welche die beiden Regelscharen enthält. Sie schneiden die Hache 
nicht, liegen vielmehr anf verschiedenen Seiten der Fläche und sind 
durch die Fläche von einander getrennt. 

Wir fassen das soeben Bewiesene zusammen: 
„Zwei involutorische Regelscharen, von denen jede die Leitschar 
„der anderen ist, bestimmen einen geschart involutorischen Raum, 
„der sie enthält Dieser ist elliptisch, wenn nur die eine Regel- 
„schar reelle Doppelstrahlen hat; er ist hyperbolisch, wenn die in- 
„volutorischen Regelscharen entweder beide hyperbolisch oder beide 
„elliptisch sind. Im Falle des hyperbolischen Raumes sind seine 
„Involutionsachsen u, v reziproke Polaren bezüglich der involuto- 
„rischen Fläche zweiten Grades, auf der die beiden Regelscharen 
„liegen." 

Ein geschart involutorischer Raum enthält oc* involutorische 
Regelflächen zweiten Grades (Seite 84). Er enthält aber, wenn er 
hyperbolisch ist, auch unendlich viele involutorische Ellipsoide, zwei- 
schalige Hyperboloide und elliptische Paraboloide, nämlich alle die, in 
Bezug auf welche seine Involutionsachsen u^ v reziprok polar sind. 

Eine geschart involutorische Fläche F^ zweiten Grades, die keine 
Regetfläche ist, ist niemals in einem elliptischen, sondern allemal in 
einem hyperbolischen involutorischen Raum enthalten. Denn sie hat 
mit ihren Berührungsebenen nur je einen reellen Punkt gemein und 
liegt in dem einen der beiden vollkommenen Nebenwinkel, die von 
irgend zwei einander zugeordneten Beiührungsebenen a, a^ gebildet 
werden; es gibt auf ihr keine zwei durch a und a^ getrennte Punkte. 
Ein Doppelstrahl, der irgend zwei zugeordnete Punkte P, Pj von F* 
verbindet, schneidet demnach die Ebenen a, ol^ in zwei einander zu- 
geordneten Punkten ö, öi, durch welche P und P^ nicht getrennt 
sind; seine Punktinvolution (PP^-QQ^) ist also hyperbolisch, und 
ebenso der geschart involutorische Raum, welcher J^* enthält*) Also: 
„Wenn ein geschart involutorischer Raum elliptisch ist, so sind 
„alle in ihm enthaltenen involutorischen Flächen zweiten Grades 
„Regelfläohen." 



*) Auch diesen Beweis verdanke ich Herrn Jolles. 
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Kollokale korrelative Felder. Polare Felder 
und BfindeL 

Liegen zwei korrelative Felder t), i(]i, deren Korrelation wir als 
eine nicht ausgeartete voraussetzen, aufeinander, so kann jeder Punkt 
ihrer Ebene sowohl zu •»] als auch zu iii gerechnet werden. Ihm 
entsprechen i. A. zwei Strahlen, einer in ij^ und einer in •»]. Ebenso 
entsprechen den Geraden der Ebene, weil sie in jedem der beiden 
Felder enthalten sind, i. A. je zwei verschiedene Punkte. Wir 
bezeichnen einen beliebigen Punkt der Ebene mit A oder B^^ je 
nachdem wir ihn zu f\ oder if)i zählen; ihm entspricht in i(]i ein 
Strahl «1 und in •»] ein Strahl b. Dem Schnittpunkt Ä'B^ von a^ 
und b entsprechen ebenso zwei Strahlen a^ und b\ die beide durch 
AB^ gehen (Fig. 15). Durch die 
Korrelation der beiden kollokalen 
Felder % ir)^ sind demnach die Punkte 
der Ebene paarweise einander zu- 
geordnet, so daß von den Punkten 
-4, A' eines beliebigen Paares jeder 
in den beiden Strahlen liegt, die dem 
anderen entsprechen. Zwei Punkte 
-4, A' der Ebene bilden schon dann 
ein solches Paar, wenn jeder von 
ihnen auf dem Strahle liegt, der 
dem anderen in t)^ entspricht, also Fig. 15. 

A in a/ und A' in a^ (Fig. 15); . 

denn dem mit A identischen Punkte B^ von a^' entspricht in iq ein 
durch A' gehender Strahl 6. 

Wenn der Punkt AB^ in der Ebene eine Gerade uv^ durch- 
läuft, so beschreiben die ihm entsprechenden Strahlen a^, b zwei zu 
ui\ projektive Strahlenbüschel üi, F; ihr Schnittpunkt A' beschreibt 
folglich i. A. eine Kurve zweiter Ordnung. Die Punkte A^ A' jedes 
Paares sind demnach in einer quadratischen Punktverwandtschaft ein- 
ander zugeordnet*) Wenn aber die Punktreihe uvy^ zwei einander zu- 
geordnete Punkte A^ A' enthält (Fig. 15), so liegt sie zu den beiden ihr 
entsprechenden Strahlenbtischehi CTj, F involutorisch (I. Abt Seite 153) 




*) Von derartigen geometrischen Yerwandtschaften zweiten Grades handelt der 
27. Tortrag dieser Abteilung ü. Die obige Ponktverwandtschaft ist involutorisch. 
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und bildet mit einem Schnitt der Büschel eine Involution, deren Punkte- 
paare aus je zwei einander zugeordneten Punkten der quadratischen 
Verwandtschaft bestehen. Die projektiven Büschel üi und V sind 
in diesem Falle perspektiv, und ihrem gemeinschaftlichen Strahle g 
entspricht ein Punkt G von uv^ in doppelter Weise. Der Punkt ö, 
dessen beide homologe Strahlen mit g zusammenfallen, ist allen Punkten 
von g zugeordnet; durch ihn gehen alle Verbindungsgeraden zugeord- 
neter Punkte, weil sie mit g je einen Punkt gemein haben. Also: 
„In den kollokalen korrelativen Feldern tq, iii haben die Punkt- 
„reihen erster Ordnung, die zu ihren entsprechenden Strahlen- 
„büscheln involutorisch liegen, i. A. einen Punkt O gemein, und 
„die Mittelpunkte dieser Büschel liegen auf einer Geraden g. Der 
„Punkt O und die Gerade g entsprechen einander doppelt in den 
„korrelativen Feldern" (Seydewitz*). 

Eine Ausnahme erleidet der Satz, wenn die korrelativen Felder 
T), 7]^ involutorisch liegen, d. h. wenn jedem Punkte ihrer Ebene 
zwei sich deckende Strahlen entsprechen. In diesem Falle nämlich 
liegt jede Punktreihe der Ebene zu den beiden identischen ihr ent- 
sprechenden Strahlenbüscheln involutorisch, wenn sie nicht deren 
Mittelpunkt enthält Die involutorische Lage korrelativer Felder 
werden wir hernach erörtern. 

Durch den Punkt gehen i. A. zwei Strahlen /, w, welche die 
Gerade g in den ihnen entsprechenden Punkten L^ M schneiden; 
jeder von ihnen entspricht, wie leicht einzusehen, seinem Schnittpunkt 
mit g in doppelter Weise. Die korrelativen Felder t], tQi enthalten 
also i. A. drei Punkte Ö, L, if, denen je zwei sich deckende Strahlen 
entsprechen. Diese Punkte bilden ein Dreieck, dessen Seiten g^ U m 
den Eckpunkten (7, L^ M doppelt entsprechen, und zwar liegen die 
Punkte L, Jf, die aber konjugiert imaginär sein können, auf den ihnen 
doppelt entsprechenden Seiten {, m. In einem sehr speziellen Fall, 
auf den wir nicht näher eingehen, entspricht jeder Strahl von 
seinem Schnittpunkt mit g doppelt; einem beliebigen Punkte L von 
g sind dann alle Punkte der Geraden OL in der quadratischen Punkt- 
verwandtschaft zugeordnet 

Wenn ein Punkt AB^ auf dem einen a^ der ihm in iii und t[ 
entsprechenden Strahlen liegt, so liegt er auch auf dem anderen b und 
fällt mit seinem zugeordneten Punkte Ä' zusammen; denn dem 
Punkte B^ von a^ entspricht in i) ein Strahl b des Punktes A. 
Ebenso geht ein Strahl der Ebene durch beide ihm entsprechende 
Punkte, sobald er einen von ihnen enthält Die Doppelpunkte der 
Involutionen zugeordneter Punkte, die auf je einer durch O gehenden 



♦) Seydewitz in Grunerts Archiv für Math. u. Phys., Bd. 8, S. 34. 
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Geraden der Ebene liegen, sind sich selbst zugeordnet und mit ihren 
entsprechenden Strahlen inzident; sie trennen den Punkt O harmonisch 
von je einem ihm zugeordneten Punkte, der auf g liegt Welches 
aber ist der Ort der Punkte, die auf ihren entsprechenden Strahlen 
liegen, und welches ist der Ort dieser Strahlen? 

Wir erhalten die Antwort auf diese Fra^e, wenn wir die korre- 
lativen Felder •»), t\^ aus zwei Punkten Ä, S^ des Raumes durch 
zentrische Bündel projizieren. Auch diese sind korrelativ und er- 
zeugen eine Fläche F^ zweiter Ordnung (Seite 37); auf F^ aber 
liegt jeder Punkt A von tq, der mit seinem entsprechenden Strahle a^ 
inzident ist, weil in ihm ein Strahl des Bündels S die entsprechende 
Ebene des Bündels 8^ schneidet Umgekehrt liegt jeder gemeinschaft- 
liche Punkt der Ebene und der Fläche F^ auf den beiden ihm in r[^ 
und t\ entsprechenden Strahlen. Somit ergibt sich: 

„Wenn in den kollokalen korrelativen Feldern tq, t\^ Punkte vor- 
„kommen, die mit ihren homologen Strahlen inzident sind, so ist 
,,ihr Ort ein Kegelschnitt, und ihre homologen Strahlen umhüllen 
„einen zweiten Kegelschnitt (Seydewitz*). Diese beiden Inzi- 
„denzkegelschnitte sind projektiv und entsprechen einander 
„doppelt in tq und i)i, und zwar liegt der erstere auf zweifache 
„Art perspektiv zu dem Tangentenbüschel des letzteren. Die Ge- 
„rade g ist die Polare des Punktes O bezüglich des ersteren Kegel- 
„schnittes, also auch bezüglich des letzteren. Die beiden Inzidenz- 
„kurven berühren sich in den beiden Punkten L, M von g^ denen 
„die mit ihnen inzidenten Strahlen /, m von O doppelt entsprechen. 
„Die erstere Inzidenzkurve kann in besonderen Fällen sich auf zwei 
„Gerade oder sogar auf eine zweifache Gerade reduzieren; zugleich 
„zerfällt dann der Tangentenbüschel der letzteren Inzidenzkurve in 
„zwei, eventuell identische Strahlenbüschel erster Ordnung, und auf 
„deren Mittelpunkte reduziert sich diese Kurve." 

Von erheblichem Interesse ist die involutorische Lage der kollo- 
kalen korrelativen Felder; sie tritt ein, wenn jedem Punkte der Ebene 
zwei sich deckende Strahlen in tji und ij entsprechen. Ihre Möglich- 
keit erhellt aus folgendem Satze: 

„Zwei korrelative Felder \ tQi liegen involutorisch, wenn den Eck- 
„punkten J, JB, C eines Dreiecks von tq die ihnen gegenüberliegenden 
„Seiten öj, fe^, c^ in i\^ entsprechen" (von Staudt**). 

Dieser Satz enthält ein wichtiges Kennzeichen der involutorischen 
Lage von tq und i)i. Zu seinem Beweise ist zunächst zu bemerken, 
daß jedem Eckpunkte des Dreiecks die gegenüberliegende Seite in 



♦) Seydewitz in Grunerts Archiv für Math. u. Phys. Bd. 8, S. 88. 
•♦) V. Staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, Seite 181. 
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doppelter Weise entspricht. Denn z. B. dem zu r^^ gehörigen, mit Ä 
identischen Schnittpunkte A^ von b^ und q (Rg. 16) entspricht in i) 
die Dreieckseite BC oder a; dem Eckpunkte ÄA^ entsprechen also 
wirklich in tj^ und t] zwei mit der Seite BC zusammenfallende Ge- 
rade aj und a. "Weil ebenso den Punkten BB^ und CC^ die gegen- 
überliegenden Seiten b^b und c^c doppelt entsprechen, so liegt die 

Punktreihe BC oder aii^ zu 
dem ihr entsprechenden Strah- 
lenbüschel A^A involutorisch 
(I. Abt Seite 163). Jedem 
Funkte der Reihe aa^ muß 
also ein Strahl des Büschels 
A^ A doppelt entsprechen ; 
ebenso aber entspricht jedem 
Punkte von bb^ oder cc^ ein 
Strahl von B^B bezw. C^C 
doppelt Nun schneidet ein 
Fig. 16. beliebiger Strahl p oder p^^ 

der Ebene die Dreieckseiten 
in drei Punkten, denen drei Strahlen der Büschel A^A^ B^B und 
C^C doppelt entsprechen; der Schnittpunkt P^P dieser drei Strahlen 
entspricht deshalb dem Strahle pp^ doppelt, und die korrelativen Felder 
liegen somit in der Tat involutorisch. 

Wir können die beiden involutorisch liegenden Felder als ein 
einziges Feld auffassen, worin jedem Punkte der ihm doppelt ent- 
sprechende Strahl „zugeordnet" ist Wir nennen dieses korrelativ 
involutorische Feld ein „polares Feld" oder ein „ebenes Polarsystem", 
seine Korrelation aber eine „polare Korrelation". Jeder Punkt des 
Feldes heißt der „Pol" des ihm zugeordneten Strahles, und dieser 
heißt die „Polare" des Punktes. Die Polaren aller Punkte einer 
Geraden gehen also durch den Pol der Geraden, und die Pole aller 
Strahlen eines Punktes liegen auf der Polare des Punktes. 

Die mit ihren Polaren inzidenten Punkte nennen wir „Inzidenz- 
punkte", ihre Polaren aber „Tnzidenzstrahlen" des polaren Feldes. Ein 
Inzidenzstrahl e enthält außer seinem Pole E keinen zweiten Inzidenz- 
punkt; denn jedem anderen Punkt Q von e ist eine andere durch E 
gehende Polare g zugeordnet, die also nicht durch E geht Eine be- 
liebige Punktreihe u erster Ordnung liegt in dem polaren Felde zu 
dem ihr zugeordneten Strahlenbüschel U involutorisch, bildet also mit 
einem Schnitt von U eine Involution; die beiden Doppelpunkte dieser 
Involution aber sind Inzidenzpunkte des polaren Feldes. Jede Gerade 
des Feldes, die kein Inzidenzstrahl ist, enthält demnach zwei reelle 
oder konjugiert imaginäre Inzidenzpunkte, und durch jeden Punkt der 
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£beiie« der kein Inzidenzpunkt ist, gehen zwei reelle oder konjugiert 
imaginäre Inzidenzstrahlen des polaren Feldes. Wenn eine Gerade 
der Ebene durch einen reellen Inzidenzpunkt E geht und von dessen 
Polare e verschieden ist, so enthält sie noch einen zweiten reellen 
Inzidenzpunkt 

„Das polare Feld enthält demnach entweder keine oder unendlich 
„viele reelle Inzidenzpunkte und Inzidenzstrahlen.'^ 
Es gibt keine Gerade Uy deren Punkte sämtlich Inzidenzpunkte 
sind. Wenn nämlich zunächst zwei 
reelle Inzidenzpunkte E^ F auf der 
Geraden u liegen (Fig. 17), so 
schneiden sich deren Polären 6, f 
in dem Pole U von u. Die Polare 
g eines beliebigen Punktes O von e 
geht durch E und schneidet die 
Gerade f in einem Punkte H^ dem 
Pole der Geraden FO = h, Der 
Schnittpunkt V von OH mit u aber 
ist der Pol der Geraden v^ welche 
den Punkt gh mit U verbindet; er 
liegt nicht auf v und ist kein In- 
zidenzpunkt, weil er von v harmo- 
nisch getrennt ist durch e und f. 

Hieraus und aus einem früheren Satze (Seite 89) ergibt sich: 
„Wenn das polare Feld reelle Inzidenzpunkte enthält, so ist deren 
„Ort ein nicht zerfallender Kegelschnitt. Dieser wird von den In- 
„zidenzstrahlen umhüllt, weil er mit ihnen nur je einen Punkt 
„gemein hat; jede seiner Tangenten hat also ihren Berührungspunkt 
„zum Pol. Wir nennen ihn die Inzidenzkurve, Ordnungs- oder 
„Kemkurve des polaren Feldes. Die Polare v eines Punktes V 
„enthält alle Punkte, die von V durch je zwei Punkte des Kegel- 
„schnitts harmonisch getrennt sind.^' 

Die Polarentheorie der Kegelschnitte ergibt sich so aufs neue; zu- 
gleich aber lernen wir polare Felder kennen, die keine reellen In- 
zidenzpunkte haben, und deren Inzidenzkegelschnitte, wie man zu sagen 
pflegt, „imaginär^' sind. Jeder imaginäre Kegelschnitt wird hiemach 
durch ein polares Feld vertreten oder dargestellt Auch auf diese 
polaren Felder wollen wir die Bezeichnungen anwenden, die wir 
früher in der Polarentheorie der Kegelschnitte benutzt haben. 

So nennen wir zwei Punkte eines polaren Feldes „konjugiert^', 
wenn der eine und damit jeder in der Polare des anderen liegt, zwei 
Strahlen aber, wenn jeder durch den Pol des anderen geht Eine 
beliebige Gerade der Ebene ist Träger einer Involution konjugierter 



Fig. 17. 
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Punkte (Seite 90), ein beliebiger Punkt ist Mittelpunkt einer Involution 
konjugierter Strahlen des polaren Feldes. Die Polaren unendlich ferner 
Punkte heißen „Durchmesser' des polaren Feldes; sie schneiden sich 
im „Mittelpunkt" des Feldes. Die Achsen der Involution konjugierter 
Durchmesser heißen „Achsen des polaren Feldes"; jeder Punkt, dessen 
konjugierte Strahlen eine orthogonale Involution bilden, ist ein „Brenn- 
punkt" des Feldes. Endlich nennen wir jedes Dreieck, dessen Eck- 
punkte die Pole der gegenüberliegenden Seiten sind, ein ,,Polardrei- 
eck" oder „Polardreiseit" des polaren Feldes. 

Jede Achse a des polaren Feldes hat einen unendlich fernen 
Pol in der Richtung ihrer Normalen. Durch Spiegelung an der 
Achse a gehen ein beliebiger Punkt P des Feldes und seine Polare p 
über in einen Punkt Q und dessen Polare 5. Denn die zu a normale 
Gerade PQ ist Träger einer Involution PPj- ÖOi • - - konjugierter 
Punkte, deren Mittelpunkt Jf auf a liegt; es ist also: 

MP'MP^^MQ'MQ^, 
und wie P und Q^ so liegen folglich auch Pj und Q^ symmetrisch 
bezüglich der Achse a. Weil aber die Polaren j», q der Punkte P, Q 
sich auf a schneiden und bezw. durch P^, Q^ gehen, so liegen auoh 
sie symmetrisch bezüglich der Achse. Das polare Feld geht also durch 
Spiegelung an einer seiner Achsen in sich selbst über; wir können 
deshalb seine Achsen als „Symmetrieachsen" des Feldes bezeichnen. 
Auch durch Spiegelung an seinem Mittelpunkt geht das polare Feld 
in sich selbst über, wie analog bewiesen wird. 

Das polare Feld hat i. A. zwei sich rechtwinklig schneidende 
Achsen und auf seiner „Hauptachse" zwei Brennpunkte. Diese sind 
durch je zwei konjugierte normale Strahlen des Feldes harmonisch 
getrennt und können als Doppelpunkte einer „fokalen" Involution 
bestimmt werden (vgl. I. Abt Seite 166). Eine Ausnahme bildet das 
„zirkuläre" polare Feld; denn dieses hat alle seine Durchmesser zu 
Achsen, seine Brennpunkte fallen mit dem Mittelpunkte zusammen, 
und seine Inzidenzkurve ist ein reeller oder imaginärer Kreis. Durch 
Rotation um den Mittelpunkt M gehen ein Punkt P des zirkulären 
Feldes und seine Polare p über in einen Punkt Q und dessen Polare q; 
denn bezüglich der zu P^ normalen Achse liegen die Punkte P, Q 
und ihre Polaren p^ q symmetrisch, p und q haben also gleichen Abstand 
von M und sind bezw. zu den Achsen ifP, MQ normal. Das zir- 
kuläre polare Feld bleibt demnach ungeändert, wenn seine Punkte 
und deren Polaren miteinander um den Mittelpunkt rotieren; es geht 
durch die Rotation in sich selbst über. 



Zwei Punkti'eihen u^ v auf nicht 
konjugierten Geraden eines polaren 
Feldes sind projektiv, wenn jedem 



Zwei Strahlenbüschel mit nicht 
konjugierten Mittelpunkten sind 
projektiv, wenn jedem Strahle des 
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einen sein konjugierter Strahl in 
dem anderen Büschel entspricht 



Punkte der einen sein konjugierter 
Punkt in der anderen Keihe ent- 
spricht. 

Denn die Polaren der Punkte von u bilden einen zu u projektiven 

Strahlenbüschel U^ und von diesem ist die Punktreihe v ein Schnitt. 

„In der Ebene ist ein polares Feld eindeutig bestimmt, wenn in 

„ihr ein Polardreieck ABC gegeben, und einem Punkte P eine 

„Gerade p als Polare zugeordnet ist (Kg. 16); doch darf P mit 

„keiner Seite, und p mit keinem Eckpunkt des Dreiecks inzi- 

„dent sein." 

Nämlich die beiden Felder, die zusammen das polare Feld bilden, 

können und müssen korrelativ so aufeinander bezogen werden, daß 

den vier Punkten J, 5, C, P des einen bezw. die vier Strahlen BC^ 

CAj ÄBy p des anderen entsprechen; sie liegen dann in der Tat in- 

volutorisch (Seite 89). 

„In einem polaren Felde sind dreifach unendlich viele Polar- 
„dreiecke enthalten." 
Denn um ein Polardreieck ABC zu bestimmen, kann man einen Eck- 
punkt A beliebig in dem polaren Felde und den zweiten B beliebig 
auf der Polare von A annehmen; nur dürfen A und B keine Inzidenz- 
punkte sein. In dem dritten Eckpunkte C schneiden sich die Polaren 
von A und jB, so daß AB die Polare von C ist Der Eckpunkt A 
kann zweifach, B aber kann sodann einfach unendlich viele Lagen 
annehmen; der Satz ist damit bewiesen. 

„Zwei beliebige Polardreiecke ABC^ DEF eines polaren Feldes 
„sind einem Kegelschnitt einbeschrieben und einem anderen uni- 
„beschrieben" (Steiner). 
Die Strahlenbüschel A{BCEF) und D{CBFE) nämlich sind pro- 
jektiv, weil den vier Strahlen AB^ AC^ AE^ AF des Büschels A die 
Strahlen DC^ DB^ DF^ DE von D bezw. konjugiert sind. Aus 
A(BCEF)7^D(CBFE)iiheT folgt A(BCEF)ÄD(BCEF)(yglLAht 
Seite 152); die beiden Polardreiecke sind also wirklich einem Kegel- 
sclinitt X* einbeschrieben. Die Polarkurve von x* bezüglich des polaren 
Feldes ist ein Kegelschnitt xj, welchem die beiden Polardreiecke um- 
beschrieben sind. Übrigens kann der Kegelschnitt x^ in zwei Gerade 
zerfallen, und xj sich auf zwei Punkte reduzieren. 

„Einen Kegelschnitt x* können einfach unendlich viele Polar- 
„dreiecke des polaren Feldes einbeschrieben werden, wenn ihm 
„irgend ein Polardreieck ABC des Feldes einbeschrieben ist Diese 
„oo^ Polardreiecke sind einem anderen Kegelschnitt xJ umbe- 
„schrieben." 
Wenn nämlich ein Punkt D von -4, B oder C ausgehend den Kegel- 
schnitt X* stetig durchläuft, so bewegt sich auch seine Polare in dem 
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Felde stetig und schneidet x*, bis sie etwa mit einer Tangente von x* 
zosammenfällt Es gibt also anf x^ unendlich viele Paare D, E von 
Punkten, die bezüglich des polaren Feldes konjugiert sind. Jedes dieser 
Punktepaare besteht aus zwei Eckpunkten eines Polardreiecks DEF 
des polaren Feldes; die drei Eckpunkte dieses Dreiecks aber liegen 
mit denen von ABC auf einem Kegelschnitt, der mit x^ fünf Punkte 
gemein hat, also mit x* zusammenfällt. Auch das Polardreieck DEF 
ist demnach dem Kegelschnitt x^ einbeschrieben. Der im Satze erwähnte 
Kegelschnitt x} ist die Polarkurve von x* bezüglich des polaren Feldes. 

„Zwei Dreiecke ABC^ DEF^ deren sechs Eckpunkte auf einem 
„Kegelschnitt x* liegen, sind Polardreiecke eines durch sie be- 
„stimmten polaren Feldes." 
Nämlich von dem polaren Felde ist ABC ein Polardreieck, und in 
ihm ist D der Pol der Geraden EF-, das polare Feld ist hierdurch 
bestimmt Das Dreieck DEF aber ist eines der übrigen, dem Kegel- 
schnitt X* einbeschriebenen Polardreiecke des polaren Feldes. Diese 
Polardreiecke sind einem anderen Kegelschnitt xf umbeschrieben; weil 
aber xf schon durch fünf Tangenten bestimmt ist, so ergibt sich: 

„Einem Kegelschnitt x* können einfach unendlich viele Tangenten- 
„dreiecke eines anderen x J einbeschrieben werden , wenn ihm ein solches 
„einbeschrieben ist (Brianchon*). Die oo* Dreiecke sind Polardrei- 
„ecke, und x*, x} sind reziprok polare Kurven eines polaren Feldes." 

Aus der Bestimmung eines polaren Feldes durch ein Polardreieck 
ABC^ einen Punkt P und seine Polare p schließen wir: 

„In der Ebene y\ gibt es fünffach unendlich viele polare Felder.** 
Sind nämlich in t) zwei Gerade a, p gegeben, so können deren Pole A^ P 
jeder oc* Lagen in 7\ annehmen; zu jeder Lage von A und P ge- 
hören aber oo ^ polare Felder in tq. Erst dann ist eines dieser Felder 
bestimmt, wenn der Pol B einer durch A gelegten Geraden b von tj 
beliebig auf der Geraden a angenommen ist; denn die Punkte A^ B 
bilden mit dem Schnittpunkte C ihrer Polaren a, b ein Polardreieck, 
und dieses bestimmt mit dem Punkte P und seiner Polare p das 
polare Feld. Die Lizidenzkurven der oo^ polaren Felder sind teils 
imaginär, teils fallen sie mit den oc* Kegelschnitten der Ebene zu- 
sammen. 

„Ist die Inzidenzkurve eines polaren Feldes reell, so schließt sie 

„von jedem Polardreieck ABC des Feldes einen Eckpunkt ein und 

„die beiden anderen Eckpunkte aus." 

Denn wenn der Eckpunkt A innerhalb der Kurve liegt, so liegen alle 

Punkte seiner Polare 5 C außerhalb; und wenn A außerhalb der Kurve 

liegt, so schneidet diese die Polare BG und trennt die konjugierten 



*) Brianchon, Sur les lignes du second ordre, Paris 1817. 
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Punkte 5, C harmonisch, weshalb einer von ihnen innerhalb, der 
andere mit Ä außerhalb der Kurve liegt 

Um zu entscheiden, ob ein gegebenes polares Feld eine reelle 
Inzidenzkurve hat oder nicht, brauchen wir hiemach nur zu unter- 
suchen, ob zwei Seiten eines beliebigen Polardreiecks reelle Inzidenz- 
punkte enthalten oder nicht, oder was dasselbe ist, ob die Involutionen 
konjugierter Punkte auf diesen Seiten reelle Doppelpunkte haben oder 
nicht. Die Inzidenzkurve ist nur dann nicht reeÜ, wenn jeder der 
drei Strahlen, die einen beliebigen Punkt P der Ebene mit den Eck- 
punkten des Polardreiecks verbinden, durch zwei der Eckpunkte von 
der Polare p des Punktes P getrennt ist Der Mittelpunkt des polaren 
Feldes ist demnach im Falle einer imaginären Inzidenzkurve von seiner 
unendlich fernen Polare getrennt durch die Seiten jedes eigentlichen 
Polardreiecks; er liegt innerhalb jedes eigentlichen Polardreiecks. 
Jedes schiefwinklige Dreieck bestimmt, beiläufig bemerkt, als Polar- 
dreieck ein zirkuläres polares Feld, dessen Mittelpunkt der Höhenpunkt 
des Dreiecks ist; der Inzidenzkreis dieses Feldes aber ist nur dann 
reell, wenn das Dreieck einen stumpfen Winkel hat Die Aufgabe, 
von einem polaren Felde die Inzidenzkurve zu konstruieren, gehört zu 
den Aufgaben zweiten Grades. 



Wenn in einem polaren Felde 
zwei Paar Gegenseiten eines voll- 
ständigen Vierecks AB CD aus 
konjugierten Strahlen bestehen, so 
sind auch die beiden übrigen Gegen- 
seiten konjugiert (v. Staudt*); das 
Viereck heißt in diesem Falle ein 
,J^olarviereck" des polaren Feldes 
und seiner Inzidenzkurve. 



Wenn in einem polaren Felde 
zwei Paar Gegenpunkte eines voll- 
ständigen Vierseits aus konjugierten 
Punkten bestehen, so sind auch die 
beiden übrigen Gegenpunkte kon- 
jugiert (v. Staudt*); das Vierseit 
heißt dann ein „Polarvierseit" des 
polaren Feldes und seiner Inzidenz- 
kurve (I. Abt Seite 261). 



Nämlich die Polare des Eckpunktes A schneidet, wie jede durch keinen 
Eckpunkt gehende Gerade, die drei Paar Gegenseiten des Vierecks in 
Punktepaaren einer Involution; weil sie aber die Pole der drei durch A 
gehenden Seiten enthalt, so bestehen zwei imd folglich alle drei Punkte- 
paare der Involution aus konjugierten Punkten. Von jeder durch A 
gehenden Viereckseite liegt also der Pol auf der gegenüberliegenden 
Seite, wie der Satz (links) behauptet — In dem polaren Felde ist 
jedem PolaiTiereck ein Polarvierseit zugeordnet; die Gegenpunkte 
dieses Vierseits liegen allemal auf je zwei Gegenseiten des Vierecks 
und «ind deren Pole. 



*) V. Staudt, Über die Kurven II. Ordnung (Programmschrift), Nümbeiig 1831, 
Nr. 52. Gewöhnlich werden diese Satze Otto Hesse zugeschrieben; seine Arbeit 
erschien aber erst 1840 (in Grelle, Journal f. Math., Bd. 20, Seite 301; vgl. Hesse, 
Ges. Werke, München 1897, S. 42). 
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Die Strahlen, welche die Eck- 
punkte Ä^ B^ C eines Dreiecks mit 
den Polen der gegenüberliegenden 
Seiten verbinden, gehen durch einen 
Punkt D\ dieser bildet mit A^ B^ C 
ein Polarviereck des polaren Feldes. 
Durch drei beliebig angenommene 
Eckpunkte eines Polarvierecks ist 
auf diese Weise der vierte bestimmt 



Die Schnittpunkte der Seiten 
a, ft, c eines Dreiecks mit den Po- 
laren der gegenüberliegenden Eck- 
punkte liegen auf einer Geraden ef ; 
diese bildet mit o, 6, c ein Polar- 
vierseit des polaren Feldes. Drei be- 
liebig angenommene Seiten eines 
Polarvierseits bestimmen so die 
vierte Seite. 




Fig. 18. 



Sind A und B konjugiert, so bilden sie. mit D ein Polardreieck des 

Feldes. Ein Polardreieck bildet mit einem beliebigen Punkte oder Strahle 

des polaren Feldes ein Polarviereck bezw. ein Polarvierseit des Feldes. 

„Durch ein einfaches ebenes Fünfeck ABCBE ist ein polares 

„Feld bestimmt, in welchem jede Seite des Fünfecks die Polare des 

„ihr gegenüberliegenden Eckpunktes isf (v. Staudt*). 

Ist nämlich F der Schnittpunkt 
ÄJ \ß d TX von AB und CB (Fig.. 18), so 

können wir ABF als Polar- 
dreieck eines polaren Feldes auf- 
fassen, in welchem E der Pol 
von -BC ist; in diesem eindeutig 
bestimmten polaren Felde sind 
A, B, C, 2?, E die Pole der 
gegenüberliegenden Fünfeck- 
seiten CB, BE, EA, AB, BC. 
Projizieren wir ein polares Feld i\ aus einem beliebigen Punke S, 
der nicht in tq liegt, so erhalten wir einen „polaren Bündel". Jedem 
Strahle des Bündels S ist eine Ebene des Bündels als Polarebene 
zugeordnet, und umgekehrt jeder Ebene ein Strahl als Polarstrahl. 
Hat das polare Feld eine reelle Inzidenzkurve, so wird diese durch 
einen reellen Strahlenkegel zweiter Ordnung projiziert, welcher der 
„Inzidenzkegel" oder „Ordnungskegel" des polaren Bündels genannt 
wird. Zwei Strahlen oder Ebenen des Bündels sind konjugiert, wenn 
sie in Bezug auf den Inzidenzkegel konjugiert sind, und umgekehrt 
Jedes Polardreieck, Polarviereck oder Polarvierseit des polaren 
Feldes wird aus S durch ein Polardreikant, Polarvierkant bezw. Polar- 
vierflach des polaren Bündels projiziert Zwei beliebige Paare kon- 
jugierter Ebenen des Bündels bilden i. A. zwei Paar Gegenebenen 
eines Polanderkants, von welchem auch die beiden übrigen Gegenebenen 
konjugiert sind. Analoges gilt von zwei Paar konjugierten Strahlen. 
Wenn eine Ebene des polaren Bündels zu ihrem Polarstrahl normal 



*) V. Staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, Seite 133. 
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ist, so heißt sie eine „Symmetrie- oder Hauptebene", ihr Polarstrahl aber 
eine „Symmetrie- oder Hauptachse" des -Bündels. Der polare Bündel 
hat i. A. drei und nur drei Symmetrieebenen; sie sind paarweise kon- 
jugiert, schneiden sich rechtwinklig in den drei Hauptachsen und 
bilden mit diesen ein orthogonales Polardreikant des Bündels. Der 
Beweis ist früher (I. Abt Seite 217) für den Fall eines reellen In- 
zidenzkegels geführt worden, er gilt aber für jeden polaren Bündel, 
dessen Mittelpunkt nicht unendlich fem liegt (vgl. Seite 54). In einer 
seiner drei Symmetrieebenen hat der polare Bündel zwei reelle „Fokal- 
achsen" (I. Abt Seite 218); konjugierte Ebenen des Bündels, die durch 
eine Fokalachse gehen, schneiden sich allemal rechtwinklig. Eine 
Ausnahme bildet der „rotatorische" polare Bündel; er hat unendlich 
viele Symmetrieebenen, die sich in einer ausgezeichneten Hauptachse, 
der „Rotationsachse" schneiden, außerdem eine ausgezeichnete, zu der 
Rotationsachse normale Symmetrieebene und in ihr einen Büschel von 
oc^ Hauptachsen; seine Fokalachsen fallen mit der Rotationsachse 
zusammen. 

Der Schnitt eines polaren Bündels mit einer Ebene tj, die zu 
einer Symmetrieebene a oder zu einer Hauptachse a des Bündels normal 
steht, ist ein polares Feld, das die Gerade Tja zur Symmetrieachse 
bezw. den Punkt ti« zum Mittelpunkt hat und durch Spiegelung an 
7)a bezw. tq« in sich selbst übergeht (Seite 92). Daraus folgt: 

„Der polare Bündel geht durch Spiegelung an einer seiner Sym- 

„metrieebenen oder Hauptachsen in sich selbst über." 
Ist der Bündel rotatorisch, so ist sein Schnitt mit einer zur Rotations- 
achse a normalen Ebene ein zirkuläres polares Feld; da dieses sich nicht 
ändert durch Rotation um a (Seite 92), so ergibt sich: 

„Ein rotatorischer polarer Bündel geht durch Drehung um seine 

„Rotationsachse in sich selbst über, d. h. ein beliebiger Strahl p 

,.des Bündels und seine Polarebene x gehen über in einen Strahl p' 

„und dessen Polarebene ic'." 

Unter den polaren Bündeln verdient der „rechtwinklige" oder 
„orthogonale" hervorgehoben zu werden; in ihm ist jede Ebene zu 
ihrem Polarstrahl normal, also eine Symmetrieebene, und seine kon- 
jugierten Strahlen oder Ebenen schneiden sich rechtwinklig. Der Durch- 
messerbtindel einer Kugel wird ein orthogonaler, wenn jedem Durch- 
messer die ihm konjugierte Durchmesserebene zugeordnet wird; sein 
Inzidenzkegel ist der imaginäre Asymptotenkegel der Kugel. Von der 
unendlich fernen Ebene wird der orthogonale Durchmesserbündel in 
einem polaren Felde geschnitten, dessen imaginäre Inzidenzkurve als 
die Berührungskurve der Kugel und ihres Asymptotenkegels aufzu- 
fassen ist Man pflegt diese Kurve den „unendlich fernen imaginären 
Kugelkreis" zu nennen; sie und das polare Feld ändern sich nicht, 

Heye, Geometrie der Lage. II. 4. Aufl. 7 
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wenn die Kugel durch eine andere Kugel oder der Durchmesserbündel 
durch einen anderen orthogonalen Bündel ersetzt wird. Überhaupt gehen 
alle Kugeln durch den unendlich fernen imaginären Kugelkreis; kon- 
zentrische Kugeln berühren sich in ihm. 

Da zwei beliebige Polardreikante eines polaren Bündels einem 

Strahlenkegel zweiten Grades eingeschrieben und einem anderen um- 

beschrieben sind (Seite 93), so ergibt sich für den orthogonalen Bündel: 

„Zwei konzentrische orthogonale Dreikante sind einem Strahlen- 

„kegel zweiten Grades einbeschrieben und einem anderen umbe- 

„schrieben (Ampöre). Einem Strahlenkegel zweiten Grades können un- 

„endlich viele orthogonale Dreikante um- oder einbeschrieben werden, 

„sobald ihm ein solches Dreikant um- bezw. einbeschrieben ist^^ 

In dem letzteren Falle heißt der Kegel gleichseitig (Schröter). 



Zwei Paar normale Ebenen eines 
Bündels S bestimmen i. A. als zwei 
Paar Gegenebenen ein Vierkant, 
von welchem auch die übrigen 
beiden Gegenebenen sich recht- 
winklig schneiden, 



Zwei Paar normale Strahlen eines 
Bündels S bestimmen L A. als zwei 
Paar Gegenkanten ein Yierflach, 
von welchem auch die übrigen 
beiden Gegenkanten sich recht- 
winklig schneiden, 



nämlich ein Polarvierkant bezw. Polarvierflach des orthogonalen Bündels S. 
Da die Flächen und Kanten eines Tetraeders zu den vier Ebenen und 
sechs Kanten eines Yierflachs im zentrischen Bündel parallel sind, so 
folgt aus dem Satze rechts: 

„Wenn zwei Paar Gegenkanten eines Tetraeders aus normalen 
„Geraden bestehen, so kreuzen sich auch die übrigen beiden G^en- 
„kanten rechtwinklig." 
Die vier Höhenlote dieses Tetraeders liegen zu zweien in den sechs 
Ebenen, welche durch die sechs Kanten normal zu deren Gegenkanten 
gelegt werden können. Sie schneiden sich also und gehen folglich 
alle durch einen Punkt H^ den Höhenpunkt dieses besonderen Tetraeders. 

Auch die bisher von uns ausgeschlossenen korrelativen Felder, 
deren Korrelation ausgeartet ist, können involutorische Lage haben. 
Sie bilden dann „ausgeartete" polare Felder. 

Ein polares Feld ist „einfach ausgeartet", wenn es entweder einen 
singulären Punkt S oder eine singulare Gerade u enthält (vgl. Seite 20). 



Der singulare Punkt S ist allen 
Punkten des polaren Feldes kon- 
jugiert und der Pol aller Geraden 
des Feldes. Er ist der Mittelpunkt 
einer Involution konjugierter Strah- 
len des Feldes, und zwar ist jeder 
Strahl dieser Involution die Polare 
aller Punkte des konjugierten Strah- 



Die singulare Gerade u ist allen 
Geraden des polaren Feldes kon- 
jugiert und die Polare aller seiner 
Punkte. Sie ist der Träger einer 
Involution konjugierter Punkte, und 
zwar ist jeder Punkt dieser Invo- 
lution der Pol aller Strahlen des 
konjugierten Punktes. Die Inzidenz- 



Ausgeartete polare Felder und Bündel. 
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les. Die Inzidenzkurve dieses aus- 
gearteten polaren Feldes „erster 
Arf* zerfällt als Punktort in die 
beiden reellen oder konjugiert ima- 
ginären Doppelstrahlen der Invo- 
lution und hat den Punkt S zum 
j^oppelpunkt". 



kurve zweiter Elasse dieses ausge- 
arteten polaren Feldes „zweiter Art" 
zerfällt als Strahlenort in die beiden 
reellen oder konjugiert imaginären 
Doppelpunkte der Involution und 
hat die Gerade u zum „Doppel- 
strahl". 



Ein ausgeartetes polares Feld wird aus einem Funkte, der nicht 
in ihm liegt, durch einen ausgearteten polaren Bündel projiziert Dieser 
hat entweder einen singulären Strahl s oder eine singulare Ebene t]. 



Ein ausgearteter polarer Bündel 
„erster Art^^ hat einen singulären 
Strahl s. Dieser ist allen Strahlen 
des Bündels konjugiert und Polar- 
strahl aller Ebenen des Bündels. 
Er ist die Achse einer Involution 
konjugierter Ebenen, und zwar ist 
jede Ebene der Involution die Po- 
larebene aller Strahlen der kon- 
jugierten Ebene. Der Inzidenz- 
kegel dieses ausgearteten polaren 
Bündels zerfällt in die beiden 
Doppelebenen der Involution und 
hat s zur „Doppelgeraden". 



Ein ausgearteter polarer Bündel 
„zweiter Art" hat eine singulare 
Ebene t). Diese ist allen Ebenen 
des Bündels konjugiert und Polar- 
ebene aller seiner Strahlen. Sie ist 
Träger einer Involution konjugierter 
Strahlen des Bündels, und zwar ist 
jederStrahl der Involution der Polar- 
strahl aller Ebenen des konjugierten 
Strahles. Der Inzidenzkegel dieses 
ausgearteten polaren Bündels zer- 
fällt als Ebenenort in die beiden 
Doppelstrahlen der Involution und 
hat i\ zur „Doppelebene". 



In Bezug auf eine Fläche F^ zweiten Grades ist jedem Punkte P 
eine Polarebene tc, jeder Punktreihe u ein Ebenenbüschel Wj, und jed^n 
ebenen Felde a ein Bündel Ä zugeordnet, dessen Mittelpunkt der Pol 
der Ebene a ist Das ebene Feld a und sein zugeordneter Bündel Ä 
sind korrelativ und liegen involutorisch; sie bestinunen also ein polares 
Feld a und einen polaren Bündel -4, und zwar sind je zwei konjugierte 
oder einander zugeordnete Elemente von a oder Ä allemal konjugiert 
in Bezug auf FK Die Inzidenzkurve des polaren Feldes a liegt 
auf F^^ und der Inzidenzkegel des polaren Bündels Ä berührt die 
Fläche F* längs jener Kurve. 

"Wenn die Ebene a im Punkte Ä die Fläche F^ zweiten Grades 
berührt, so ist das polare Feld a ein ausgeartetes erster Art, der polare 
Bündel Ä aber ein ausgearteter zweiter Art Die Involution kon- 
jugierter Strahlen in a und ebenso im Bündel Ä besteht aus den 
Paaren reziprok polarer Tangenten von jP* im Punkte -4; ihre Doppel- 
strahlen liegen auf F*^ und in sie zerfällt sowohl die Inzidenzkurve 
des polaren Feldes a als auch der Inzidenzkegel des polaren Bündels Ä. 
Sie sind reell oder konjugiert imaginär, je nachdem F* eine Regel- 
fläche ist oder nicht 
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Vierzehnter Vortrag. 
Korrelative Räume. Polare Räume. 

Wir wollen nunmehr für korrelative Räume S, S^, deren Korre- 
lation keine ausgeartete ist, analoge Untersuchungen ausführen wie 
im letzten Vortrage für korrelative Felder und Bündel. Doch möge 
der besondere Fall, in welchem jeder Punkt des einen Raumes in 
der ihm entsprechenden Ebene des anderen liegt, für jetzt aus- 
geschlossen bleiben; er wird den Gegenstand des nächsten Vortrages 
bilden. 

Ein beliebiger Punkt kann zu jedem der korrelativen Räume S, 
Sj gerechnet werden; ihm entsprechen deshalb zwei Ebenen, eine 
in Sj und eine in S, die i. A. von einander verschieden sind. 
Ebenso entsprechen einer beliebigen Ebene i. A. zwei verschiedene 
Punkte in S^ und S. Ein Ebenenbüschel erster Ordnung u von S 
ist zu der entsprechenden Punktreihe u^ von 2^ projektiv, aber i. A. 
nicht perspektiv; er enthält also zwei reelle oder konjugiert imaginäre 
„Inzidenzebenen", d. h. solche Ebenen, die mit den entsprechenden 
Punkten von u^ Inzident sind, und die Gerade u^ von 2^ enthält 
diese zwei „Inzidenzpunkte". 

Wenn eine Ebene a von 2 mit dem entsprechenden Punkte J^ 
von 2^ Inzident ist, so enthält sie, falls sie zu 2^ gerechnet und 
etwa mit ß^ bezeichnet wird, auch den entsprechenden Punkt B 
von 2; denn B liegt in a, weil ß^ durch Ä^ geht Ebenso liegt 
jeder Inzidenzpunkt in den beiden ihm entsprechenden Ebenen. Dem 
Strahlenbüschel 5 in a entspricht in ßj ein zu ihm projektiver Büschel 
mit dem Zentrum A^\ diese Büschel aber erzeugen in der Ebene aß^ 
einen Kegelschnitt, von welchem jeder Punkt P ein Inzidenzpunkt 
der korrelativen Räume ist Weil nämlich durch P zwei homologe 
Strahlen g^ g^ der Büschel B, A^ und der Räume 2, 2^ gehen, so 
liegt P als Punkt von g auf der ihm in 2^ entsprechenden Ebene tc^ 
von ^|. Auf dem Kegelschnitt aber liegt jeder in a enthaltene In- 
zidenzpunkt JT; denn in K schneiden sich zwei homologe Strahlen BK 
und ßiXi von 2 und 2^, und ßjX^ fällt mit A^K zusammen. Der 
Ort der Inzidenzpunkte von 2 und 2^ hat also mit der Ebene a 
einen Kegelschnitt gemein. 

In jeder Ebene t) von 2, die nicht durch den entsprechenden 
E*unkt E^ von 2^ geht, erhalten wir zwei korrelative Felder; das eine 
gehört zu 2, und das andere -ri^ ist der Schnitt von t) mit dem ent- 
sprechenden Bündel E^ von 2i. Wenn die Ebene r\ Inzidenzpunkte von 
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2 und 2j enthält, so liegen sie in ihren entsprechenden Ebenen von 
E^^ also auch in den entsprechenden Strahlen von t]^, und ihr Ort ist 
ein Kegelschnitt (Seite 89). Der geometrische Ort aller Inzidenzpunkte 
von 2 und 2^ hat also mit der beliebigen Ebene t) ebenso, wie mit 
der Inzidenzebene (x, einen Kegelschnitt gemein; er hat mit zwei 
Ebenen, die durch zwei seiner Punkte gehen, zwei Kegelschnitte x, X 
gemein, die die beiden Punkte enthalten. Nun können aber x und 
X mit einem nicht auf ihnen gelegenen Inzidenzpunkte S durch 
eine Fläche F^ zweiter Ordnung verbunden werden (Seite 40), und 
jede Ebene durch S, die x und X in vier Punkten trifft, hat mit dem 
Orte der Inzidenzpunkte und zugleich mit F* einen durch S und die 
vier Punkte gehenden Kegelschnitt gemein. Daraus folgt, daß der 
Ort der Inzidenzpunkte alle seine Punkte mit F^ gemein hat und 
mit F^ identisch ist (vgl. Seite 40). Also: 

„Wenn in den korrelativen Bäumen S, Sj Punkte vorkommen, 
„die auf ihren entsprechenden Ebenen liegen, so ist ihr Ort eine 
„Fläche F* zweiter Ordnung, und ihre entsprechenden Ebenen um- 
„hüllen eine Fläche ** zweiter Klasse. Diese beiden Inzidenz- 
„flächen sind korrelativ und entsprechen einander doppelt in 2 
„und 2^; einem beliebigen Punkte von F^ entsprechen in 2^ und 2 
„zwei durch ihn gehende Berührungsebenen von $•." 

Die Inzidenzfläche F^ kann übrigens in zwei (eventuell identische) 
Ebenen zerfallen, und mit ihr zerfällt dann der ** umhüllende Ebenen- 
bündel zweiter Ordnung in zwei (eventuell identische) zentrische 
Bündel. Wenn die korrelativen Räume 2, 2^ alle Strahlen eines 
Strahlenbüschels erster Ordnung (^S", c) entsprechend gemein haben, 
so zerfallt F^ in die Ebene c dieses Büschels und eine Ebene c\ 
und 9^ reduziert sich auf den Mittelpunkt S des Büschels und einen 
Punkt 8\ 

In jeder Ebene t) von 2, die keine Inzidenzebene ist, gibt es 
i. A. oo* Punktreihen erster Ordnung, die zu den entsprechenden 
Ebenenbüscheln von 2^ und zu deren Schnitten mit tj involutorisch 
liegen (Seite 88). Die Träger dieser Punktreihen bilden einen 
Strahlenbüschel G erster Ordnung, und ihrem Schnittpunkt O ent- 
sprechen zwei Ebenen in 2^ und 2, deren Schnittgerade 5 in tj liegt. 
Eine beliebige Inzidenzebene aßj andererseits enthält zwei homologe 
Strahlenbüschel Ä^, B von 2^ und 2; diese erzeugen einen Kegel- 
schnitt, und ihrem gemeinschaftlichen Strahle A^B entsprechen dessen 
Tangenten in B und A^, Sei P der Schnittpunkt dieser Tangenten, 
dann entsprechen jedem Punkte P' der Geraden A^B zwei Ebenen 
in 2 und 2i, die durch je eine der Tangenten, also beide durch 
P gehen. Folglich sind in der Ebene aßj die durch P gehenden 
Geraden PP\ und diese ausschließlich, Träger von Punktreihen, 



102 Vierzehnter Vortrag. 

die zu ihren homologen Ebenenbüscheln involutoriseh liegen. Da- 
raus folgt: 

„In den korrelativen Räumen 2, 2^ bilden die Träger der Punkt- 
„reihen erster Ordnung, die zu ihren entsprechenden Ebenenbüscheln 
„involutoriseh liegen, i. A. einen linearen Strahlenkomplex; d. h. die- 
„jenigen unter ihnen, die in irgend einer Ebene liegen oder durch 
„einen beliebigen Punkt gehen, bilden i. A. einen Strahlenbüschel 
„erster Ordnung. Ebenso bilden die Achsen der entsprechenden 
„Ebenenbüschel i. A. einen linearen Strahlenkomplex, der zu jenem 
„in doppelter Weise korrelativ ist."*) 
Jlit den linearen Strahlenkomplexen werden wir uns im nächsten 
Vortrag eingehend beschäftigen. 

Eine Ausnahme erleidet der Satz, wenn die korrelativen Räume 
„involutoriseh liegen", d. h. wenn die beiden einem beliebigen Punkte 
entsprechenden Ebenen allemal zusammenfallen. In diesem Falle näm- 
lich, den wir gleich näher erörtern werden, liegt jede Punktreihe zu 
den ihr entsprechenden identischen Ebenenbüscheln involutoriseh, falls 
sie nicht ausnahmsweise mit deren Achse in einer Ebene liegt 

Der lineare Komplex der Träger jener Punktreihen enthält alle 
Strahlen eines ebenen Feldes 7)9^, wenn dieses zu einem und damit zu 
jedem der beiden ihm entsprechenden zentrischen Bündel ^1, jP involu- 
toriseh liegt. In diesem Spezialfälle aber entsprechen den Ebenen des 
Büschels E^F die Punkte einer zu ihm involutorischen Punktreihe n 
von 7)9j in doppelter Weise. Jedes durch u gehende ebene Feld y^^ 
hat folglich (Seite 89) zu seinem Schnitte mit den beiden ihm ent- 
sprechenden Bündeln C^ und D involutorische Lage, falls es nicht aus- 
nahmsweise deren auf E^F liegende Mittelpunkte enthält; und der lineare 
Komplex besteht in diesem besonderen Falle aus allen die Gerade u 
schneidenden Strahlen, der zu ihm korrelative aber aus allen Strahlen, 
welche E^F schneiden. Hat nicht allein das Feld 7]9i zu den ihm ent- 
sprechenden Bündeln E^^ F involutorische Lage, sondern sind letztere 
außerdem konzentrisch, so haben die korrelativen Räume involutorische 
Lage, wie ohne weiteres aus dem folgenden Satze sich ergibt. 

„Zwei korrelative Räume 2, Sj liegen involutoriseh, und ihre 

„Korrelation ist eine polare, wenn den Eckpunkten A^ -B, C, D eines 

„Tetraeders von 2 die ihnen gegenüberliegenden Tetraederebenen 

„ttj, ßi, Yi, 5i in 2i entsprechen" (v. Stau dt**). 

Zum Beweise dieses wichtigen Satzes ist zunächst zu bemerken, daß 

dem Schnittpunkte der Ebenen ßi, Yn *n d. h. dem Punkte A von Sj, 

*) Auf diese beiden linearen Komplexe hat Herr R. Sturm (Math. Annalen 
XIX, S. 475) zuerst aufmerksam gemacht. 

*♦) V. Staudt, Geometrie der Lage, Seite 194. 
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auch in 2 die Ebene BCD oder a^ entspricht; und ebenso entspricht 
jedem anderen Eckpunkte des Tetraeders die gegenüberliegende Seiten- 
fläche in doppelter Weise. Daraus folgt, daß das ebene Eeld a^ zu 
dem ihm korrelativen Bündel Ä involutorisch liegt; denn es hat 
(Seite 89) zu einem Schnitte des Bündels involutorische Lage. Jedem 
Punkte oder Strahle von a^ (und ebenso von ßj, Yi ö^®^ *i) ®^*' 
spricht also eine Ebene oder ein Strahl von A (bezw. von B^ C oder 
D) in doppelter Weise. Folglich muß jeder beliebigen Ebene, die 
von «1, ßi, Yn ^1 i^ irgend vier Geraden geschnitten wird, der Punkt 
doppelt entsprechen, der aus Ä^- B^ C, D durch die entsprechenden 
vier Strahlen projiziert wird. 

Wir können die involutorisch liegenden Bäume 2, S^ als einen 
einzigen „korrelativ involutorischen" Kaum auffassen, worin jedem 
Punkte eine Ebene, jeder Geraden eine Gerade doppelt entspricht oder 
„zugeordnet" ist Dieser wird ein „polarer Kaum" oder ein „räumliches 
Polarsystem" genannt, und jeder Punkt heißt der „Pol" der ihm zu- 
geordneten Ebene, jede Gerade oder Ebene heißt die „Polare" bezw. 
„Polarebene" des ihr zugeordneten Strahles oder Punktes. Wenn der 
polare Kaum Punkte enthält, die auf ihren Polarebenen liegen, so ist 
ihr Ort eine Fläche zweiten Grades (Seite 101), die „Inzidenzfläche", 
„Kemfläche" oder „Ordnungsfläche" des polaren Kaumes. umgekehrt 
ist durch eine beliebige Fläche zweiten Grades ein polarer Kaum be- 
stinunt, der die Fläche zur Inzidenzfläche hat; das lehren die Ent- 
wicklungen des siebenten Vortrages. Die dort (Seite 47) gegebene 
Definition „konjugierter" Punkte, Strahlen und Ebenen soll hinfort 
für jeden polaren Kaum gelten, auch wenn er keine reelle Inzidenz- 
fläche besitzt 

Jedes Tetraeder, dessen Eckpunkte die Pole der ihnen gegen- 
überliegenden Ebenen sind, heißt ein „Polartetraeder" des polaren 
Kaumes. Von einem Polartetraeder sind je zwei Eckpunkte, je zwei 
Ebenen und je zwei sich schneidende Kanten konjugiert; seine Gegen- 
kanten sind drei Paar „reziproke Polaren". 

„Der polare Kaum enthält dreifach unendlich viele polare Felder, 
„oo' polare Bündel und oc® Polartetraeder." 
Weil nämlich jeder zentrische Btindel, dessen Mittelpunkt Ä außer- 
halb des zugeordneten ebenen Feldes a liegt, zu dem Felde korre- 
lativ ist und zu ihm involutorisch liegt, so ist die Ebene a der 
Träger eines polaren Feldes, worin jedem Punkte eine ihm konjugierte 
Gerade zugeordnet ist Ebenso ist der Punkt Ä Mittelpunkt eines 
polaren Bündels des polaren Kaumes, und zwar sind je zwei einander 
zugeordnete Elemente des Bündels, d. h. je ein Strahl und seine 
Polarebene, konjugiert bezüglich des polaren Kaumes. Jedes Polar- 
dreieck des polaren Feldes a wird aus dem Punkte A durch ein 
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Folardreikant des polaren Bündels projiziert, und bildet mit ihm ein 
Polartetraeder des polaren Baumes. Da nun die Ebene a dreifach 
unendlich viele Lagen annehmen kann, und da ihr polares Feld drei- 
fach unendlich viele Polardreiecke enthält, so gibt es in dem polaren 
Baume sechsfach unendlich viele Polartetraeder. 

Jedes in dem polaren Baum enthaltene polare Feld hat auch dann 
einen Mittelpunkt, unendlich viele Durchmesser, zwei sich rechtwinklig 
schneidende Achsen und zwei Brennpunkte, wenn es keine reelle In- 
zidenzkurve hat (Seite 92). Jeder seiner polaren Bündel, dessen 
Mittelpunkt nicht unendlich fem liegt, hat drei Symmetrieebenen und 
drei Hauptachsen (Seite 97), und zwar bilden diese ein orthogonales 
Polardreikant des Bündels; er hat in einer seiner Symmetrieebenen 
zwei reelle Fokalachsen. Der polare Bündel hat nur dann unendlich 
viele Symmetrieebenen und Hauptachsen, wenn er rotatorisch ist; seine 
Fokalachsen fallen dann mit seiner Botationsachse zusammen (Seite 97). 
Der polare Baum hat unendlich viele „Durchmesser" und „Durch- 
messerebenen"; sie haben unendlich ferne Polaren und Pole und gehen 
alle durch den Pol der unendlich fernen Ebene. Wenn der Pol der 
unendlich fernen Ebene mit dieser inzident ist, so ist die Inzidenz- 
fläche des polaren Baumes ein Paraboloid; liegt er nicht unendlich 
fem, so heißt er der „Mittelpunkt^^ des polaren Baumes tmd seiner 
Inzidenzfläche, und diese ist entweder ein Ellipsoid oder ein Hyper- 
boloid oder imaginär. Die Hauptachsen und Symmetrieebenen des 
polaren Durchmesserbündels sind zugleich die des polaren Baumes 
und seiner Inzidenzfläche. 

„Der polare Baum hat demnach i. A. drei Hauptachsen und drei 
„Symmetrieebenen. Die drei Symmetrieebenen schneiden sich in 
„dem Mittelpunkte des polaren Baumes und zu zweien in seinen 
„drei Haupt- oder Symmetrieachsen rechtwinklig und bilden mit 
„der unendlich fernen Ebene ein Polartetraeder des polaren Baumes. 
„Ein Paraboloid und sein polarer Baum haben i. A. nur zwei Sym- 
„metrieebenen, die sich in der Hauptachse des Paraboloides recht- 
„winklig schneiden." 
Jede Symmetrieebene y hat den unendlich femen Punkt ihrer 
Normalen zum Pol; jede Hauptachse h hat die unendlich ferne Grerade 
ihrer Normalebenen zur Polare. Eine Gerade des polaren Baumes, 
welche Y oder h rechtwinklig schneidet, ist folglich Träger einer In- 
volution konjugierter Punkte, deren Mittelpunkt auf y bezw. h liegt 
Ebenso ist jeder Durchmesser Träger einer Involution konjugierter 
Punkte, die, wenn der polare Baum einen Mittelpunkt besitzt, diesen 
zum Zentram hat Daraus folgt (vgl. Seite 92): 

„Der polare Baum wird durch Spiegelung an einer seiner 
„Symmetrieebenen oder Hauptachsen in sich selbst übergeführt; 
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„ebenso durch Spiegelung an seinem Mittelpunkt, wenn ein solcher 
„existiert" 

Ein „rotatorischer" polarer Baum hat alle durch seine „Rotations- 
achse" gehenden Ebenen zu Symmetrieebenen, und wenn er einen 
Mittelpunkt hat, eine ausgezeichnete zur Botationsachse normale Sym- 
metrieebene und in dieser einen Büschel von cc^ Hauptachsen. Er 
wird durch jede Drehung um die Botationsachse in sich selbst über- 
geführt (vgl. Seite 97). Ein „sphärischer^^ polarer Baum hat alle seine 
Durchmesserebenen und Durchmesser zu Symmetrieebenen und Haupt- 
achsen, seine Inzidenzfläche ist eine reelle oder imaginäre EugeL 
„Wird em Tetraeder AB CD als Polartetraeder angenommen, und 
,4rgend einem Punkte E^ der auf keiner Ebene des Tetraeders liegt, 
„eine durch keinen Eckpunkt gehende Ebene e als Polarebene zu- 
„geordnet, so ist dadurch ein polarer Baum eindeutig bestimmt" 
Denn wir können zwei Bäume korrelativ so aufeinander beziehen, 
daß den fünf Punkten -4, -B, C, 2), E des einen bezw. die Ebenen 
BCD = OL, CDÄ = S^, DÄB = y, ÄBC=h und e im anderen ent- 
sprechen (Seite 23). Die beiden Bäume liegen alsdann involutorisch 
(Seite 102) und bilden zusammen den polaren Baum. — Wenn jede 
der sechs Ebenen, durch welche -E7aus den Kanten des Tetraeders AB CD 
projiziert wird, von e getrennt ist durch die beiden Eckpunkte der 
Oegenkante, so hat der polare Baum keine reelle Inziden^äche und 
keine reellen Inzidenzpunkte und -Ebenen (vgl. Seite 106). Man schreibt 
ihm aber in diesem Falle eine „imaginäre Inzidenzfläche" zu; diese wird 
durch den polaren Baum vertreten oder dargestellt und als der Ort seiner 
imaginären Inzidenzpunkte und Inzidenzebenen aufgefaßt Der Mittel- 
punkt eines polaren Baumes mit imaginärer Inzidenzfläche ist demnach 
von seiner unendlich fernen Polarebene getrennt durch jedes eigent- 
liche Polartetraeder des Baumes; er liegt innerhalb des Tetraeders. 

Ein Tetraeder, dessen vier Höhenlote sich in einem Punkte H 
schneiden (vgl. Seite 98), ist Polartetraeder eines polaren Baumes 
mit dem Mittelpunkte H, Dieser polare Baum hat vier zu den Tetra- 
ederflächen parallele Symmetrieebenen, und folglich ist auch jede 
andere Durchmesserebene zu ihrem konjugierten Durchmesser normal; 
seine Inzidenzfläche ist also eine reelle oder imaginäre Kugel. Der 
Mittelpunkt H der Kugel liegt auch auf der Geraden des kürzesten 
Abstandes von je zwei Gegenkanten, und das Produkt seiner Abstände 
von zwei Gegenkanten oder von einer Ebene und dem gegenüber- 
liegenden Eckpunkte des Tetraeders ist gleich dem Quadrate des 
Kugelradius. Die Kugel wird verschwindend klein, wenn H mit einem 
Eckpunkte zusammenfällt; in diesem Falle schneiden sich drei Tetra- 
ederkanten rechtwinklig in H. Unter den oo* Polartetraedem eines 
polaren Baumes gibt es i. A. cxj*, deren Gegenkanten sich rechtwinklig 
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kreuzen und deren Höhenlote sich folglich schneiden; ein beliebiger 
Punkt ist Eckpunkt von oo^ dieser Tetraeder, wie nähere Unter- 
suchung zeigt.*) 

Eine Regelfläche zweiten Grades hat mit jeder Ebene eines ihr 
zugehörigen Polartetraeders einen reellen Kegelschnitt gemein, und 
trennt folglich einen der drei in der Ebene liegenden Eckpunkte des 
Tetraeders Ton den beiden übrigen (Seite 94). Sie schneidet zwei 
' Paar • Gegenkanten des Tetraeders und trennt die beiden übrigen 
Gegenkanten, die sie nicht schneidet, von einander; denn, wenn eine 
Gerade die Regelfläche und damit vier Strahlen der Fläche schneidet, 
so muß ihre Polare dieselben vier Strahlen, also auch die Regelfläche 
schneiden. — Eine nicht geradlinige, reelle Fläche zweiten Grades 
schließt von jedem ihrer Polartetraeder einen Eckpunkt ein und die 
drei übrigen aus; sie schneidet die drei durch den ersteren Eckpunkt 
gehenden Kanten des Tetraeders, nicht aber deren Gegenkanten. Denn 
die Polarebene eines von ihr ausgeschlossenen Eckpunktes A schneidet 
die Fläche in der Berührungskurve des von A an sie gehenden Tan- 
gentenkegels; diese Kurve aber und die Fläche schließen noch zwei 
der übrigen drei Eckpunkte aus und den letzten ein. Auch liegt die 
Polare einer die Fläche schneidenden Geraden in den Berührungs- 
ebenen der beiden Schnittpunkte, also ganz außerhalb der Fläche. — 
Die Inzidenzfläche eines polaren Raumes ist hiemach imaginär, wenn 
die Involutionen seiner konjugierten Punkte, die auf irgend drei durch 
einen Punkt gehenden Kanten eines Polartetraeders liegen, alle drei 
elliptisch sind. 

„Es gibt neunfach unendlich viele polare Räume und (als deren 
„Inzidenzflächen) neunfach unendlich viele Flächen zweiten Grades." 
Sind nämlich die Ebenen % und e gegeben, so können deren Pole 
A und E jeder dreifach unendlich viele Lagen annehmen; zu jeder 
dieser Lagen aber gehören dreifach unendlich viele polare Räume. 
Erst dann ist einer der polaren Räume bestimmt, wenn noch zu einer 
durch A gelegten Ebene ß der Pol B beliebig in der Ebene a und 
von einer durch AB gelegten Ebene y der Pol C beliebig in der Ge- 
raden aß angenommen wird. Die Punkte A^ B^ C bilden mit dem 
Schnittpunkte D ihrer Polarebenen a, ß, y ein Polartetraeder dieses 
polaren Raumes, in welchem E der Pol von e ist 

Das polare Feld in der Ebene e, welches zu dem polaren Räume 
gehört, ist durch den Schnitt der Ebene mit dem vollständigen räum- 
lichen Fünfeck ABCDE eindeutig bestimmt Jede der zehn Kanten 
AB^ AC^ . . ., DE des Fünfecks nämlich ist in dem polaren Räume 



♦) Vgl. Altmeyer, Über Tetraeder mit Höhenschnittpunkt bei einer Fläche 
2. Ordnung (Inang.-Diss.), Straßbnrg 1901. 
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der ihr gegenüberliegenden Ebene CDE^ BDE, . . ., ABC konjugiert 
(vgl. Seite 103), je zwei Gegenelemente des Fünfecks gehen demnach 
durch zwei einander zugeordnete Elemente des polaren Feldes, und 
es folgt hieraus: 

„Die zehn Paar Gegenelemente (Kanten und gegenüberliegenden 
„Ebenen) eines räumlichen Fünfecks werden von einer beliebigen, 
„durch keinen Eckpunkt gehenden Ebene in zehn Paar einander 
„zugeordneten Elementen (Polen und Polaren) eines polaren Feldes 
„geschnitten.'' 

Die Schnittfigur besteht aus 10 Punkten und 10 Geraden; auf 
jeder der Geraden liegen drei von den 10 Punkten, und durch jeden 
von diesen gehen drei von den 10 Geraden. Projiziert man drei von 
den Eckpunkten des Fünfecks aus den beiden übrigen auf die Schnitt- 
ebene, 80 erhält man zwei Perspektive Dreiecke, und man überzeugt 
sich leicht, daß die Konfiguration der 10 Punkte und 10 Geraden 
identisch ist mit einer früher beschriebenen (I. Abt Seite 5). Zwei 
Perspektive Dreiecke werden aus zwei Punkten D, JE, die außerhalb 
ihrer Ebene mit ihrem Homologiezentrum in einer Geraden liegen, 
durch Perspektive Dreikante projiziert, und deren homologe Kanten 
schneiden sich in drei Punkten A, B^ C. Die Konfiguration der Per- 
spektiven Dreiecke aber ist eine Schnittfigur des räumlichen Fünf- 
ecks ABCDE, Aus dem Vorhergehenden ergibt sich also: 

„Durch zwei Perspektive Dreiecke ist ein polares Feld bestimmt, 

„worin den Eckpunkten eines jeden der Dreiecke die Seiten des 

„anderen als Polaren zugeordnet sind, und zwar jedem Eckpunkte 

„die Seite, die dem homologen Eckpunkt in dem anderen Dreieck 

„gegenüberliegt. Das Homologiezentrum der beiden Dreiecke ist der 

„Pol ihrer Homologieachse." 

Das von vier Eckpunkten des Fünfecks gebildete Tetraeder wird von 

der Ebene in einem Polarvierseit des polaren Feldes geschnitten (vgl. 

Seite 95); seine Projektion in der Ebene aus dem fünften Eckpunkte 

ist ein Polarviereck des Feldes, und zwar gehen die sechs Seiten dieses 

Polarvierecks durch die sechs Eckpunkte jenes Polarvierseits. 

Zwei Ebenenbüschel mit nicht konjugierten Achsen sind projektiv, 
wenn jeder Ebene des einen die ihr konjugierte Ebene des anderen 
entspricht (vgl. Seite 48). Sind AB CD und EFQH zwei Polar- 
tetraeder eines polaren Raumes, so ist demnach AB{CDGH)~ 
EF{PCH0)\ denn z. B. den Ebenen ABC und ABB sind bezw. 
die Ebenen EFD und EFO konjugiert, weil D und H die Pole 
von ABC und EFQ sind. Da^un EFjD CHQ) X 'EF{CD GH) 
ist (I. Abt. Seite 152), so ergibt sich AB{CD GH) — EF(CD GH), oder: 
„Die Eckpunkte von zwei beliebigen Polartetiaedem eines polaren 
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,3aume8 liegen mit je zwei nicht konjugierten Kanten der Tetra- 

„eder auf einer Eegelfläche zweiten Grades." 
Die verschiedenen, durch die acht Eckpunkte gehenden Flächen 
zweiter Ordnung haben i. A. nur diese acht Punkte gemein. 

„Wenn eine Fläche F^ zweiten Grades einem Polartetraeder 

^^ABCD' eines polaren Baumes umbeschrieben ist, so können ihr 

„dreifach unendlich viele Polartetraeder eingeschrieben werden." 
Zunächst nämlich liegt in der Polarebene a des Eckpunktes A ein 
polares Feld, welches in dem polaren Räume enthalten ist und BCD 
zum Polardreieck hat; der Schnittkurve x* von a und F^ aber können 
außer BCD noch unendlich viele Polardreiecke dieses Feldes ein- 
geschrieben werden (Seite 93), und diese bilden mit A je ein Polar- 
tetraeder des polaren Baumes. Wie J, so gehören auch die übrigen 
Eckpunkte dieser oc* Tetraeder zu je oo* der Fläche F^ einge- 
schriebenen Polartetraedem, und es können folglich oo * Polartetraeder 
so der Fläche F^ eingeschrieben werden, daß auf dem Kegelschnitte x* 
je einer ihrer Eckpunkte liegt Weil aber die übrigen oo ' Eckpunkte 
dieser Tetraeder ebenso wie A von je cc^ der Fläche eingeschriebenen 
Polartetraedem Eckpunkte sind, so können der Fläche F^ überhaupt 
oo* Polartetraeder des polaren Baumes eingeschrieben werden. 

„Diese oo' Polartetraeder sind der Fläche $* zweiter Klasse um- 

„beschrieben, welche der Fläche F^ in dem polaren Baume zuge- 

„ordnet ist." 

Ähnlich wie der vorhergehende Satz läßt sich der folgende mit 
Hilfe eines analogen früheren (Seite 94) beweisen: 

„Einer Fläche F^ zweiter Ordnung könnfen oo' Tetraeder so ein- 

„geschrieben werden, daß ihre Ebenen eine gegebene Fläche 9^ 

„zweiter Klasse berühren, sobald ein solches Tetraeder existiert. 

„Diese Tetraeder sind Polartetraeder eines polaren Baumes, in 

„welchem F^ und $• zu einander polar sind." 
Die Kanten der oo' Polartetraeder schneiden die Fläche F^ in je 
zwei konjugierten Punkten des polaren Baumes. 

Ein polarer Baum ist einfach ausgeartet, wenn er entweder einen 
singulären Punkt S oder eine singulare Ebene t] enthält (vgl. Seite 35 
und 98). In dem einfach ausgearteten polaren Baume erster Art ist 
der singulare oder „Doppelpunkt" 8 der Pol aller Ebenen und allen 
Punkten konjugiert. Er ist der Mittelpunkt eines polaren Bündels von 
konjugierten Strahlen und Ebenen, und zwar ist jede Ebene dieses 
Bündels 8 die Polarebene aller Punkte des ihr in 8 zugeordneten 
Strahles, und letzterer ist Polarstrahl aller Strahlen der Ebene. Die 
Inzidenzfläche dieses ausgearteten polaren Baumes ist der reelle oder 
imaginäre Inzidenzkegel des Bündels 8^ also einfach singulär; der 
polare Baum selbst läuft auf den polaren Bündel hinaus. 
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In dem einfach ausgearteten polaren Baume zweiter Art, welcher 
zu dem soeben besprochenen reziprok ist, hat die singulare oder 
„Doppelebene" r^ jeden Punkt des Baumes zum Pole. Sie ist der 
Träger eines polaren Feldes von konjugierten Strahlen und Punkten, 
auf welches der polare Baum hinausläuft, und dessen Inzidenzkurve 
die (einfach singulare) Inzidenzfläche des polaren Baumes darstellt. 
Jeder Punkt des Feldes ir) ist der Pol aller Ebenen des ihm in ir) zu- 
geordneten Strahles. 

Ein zweifach ausgearteter polarer Baum läuft (Seite 36) entweder 
auf eine Ebeneninvolution u hinaus, oder auf eine Punktinvolution Vj 
oder auf eine Strahleninvolution S in einer Ebene yj; seine zweifach 
singulare Inzidenzfläche reduziert sich dem entsprechend entweder auf 
die beiden reellen oder konjugiert imaginären Doppelebenen von u 
oder auf die Doppelpunkte von v^ oder auf die Doppelstrahlen von S. 
Zwei Strahlen sind reziproke Polaren, wenn sie mit irgend zwei zu- 
geordneten Elementen der betreffenden Involution Inzident sind, und 
unter derselben Bedingung sind ein Punkt und eine Ebene Pol und 
Polarebene. In dem zweifach ausgearteten polaren Baume dritter Art 
ist der Doppelpunkt S Pol aller Ebenen und die Doppelebene t) Polar- 
ebene aller Punkte des Baumes; eine Ebene, welche durch einen 
Strahl der Involution S geht, ist Polarebene aller Punkte des zu- 
geordneten Strahles von S. In dem zweifach ausgearteten polaren 
Räume erster Art, welcher zu demjenigen zweiter Art reziprok ist, 
hat die Doppelgerade u jede beliebige Gerade zur Polare, und ein 
beliebiger Punkt von ti ist Pol jeder Ebene des Baumes; eine Ebene 
der Involution u aber ist Polarebene aller Punkte der zugeordneten 
Ebene. 

Die Inzidenzfläche eines dreifach ausgearteten polaren Baumes 
erster oder zweiter Art reduziert sich auf eine zweifache Ebene, bezw. 
auf einen zweifachen Punkt. 
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Fünfzehnter Vortrag. 

Der Nullraum und sein linearer Strahlenlcomplex'*'). 
Durchmesser und Hauptachse des Nullraumes. 

Zwei Räume können, wie wir sehen werden, korrelativ so auf- 
einander bezogen werden, daß jeder Punkt des einen in der ent- 
sprechenden Ebene des anderen liegt. Dieser bisher ausgeschlossene 
wichtige Fall der Korrelation soll uns jetzt beschäftigen. Wir ge- 
langen zu ihm am einfachsten, indem wir von dem linearen Sfarahlen- 
komplex ausgehen. 

Nach Plücker**) besteht ein „Strahlenkomplex" aus dreifach, eine 
„Strahlenkongruenz" aus zweifach unendlich vielen Geraden oder Strahlen 
des Raumes. So z. B. bilden die Tangenten einer beliebigen Fläche 
einen sehr speziellen Komplex; ebenso die Strahlen, die eine gegebene 
gerade oder krunmie Linie schneiden, oder diejenigen, in welche diese 
Strahlen durch Spiegelung oder Brechung an einer krummen Fläche 
übergehen. Die gemeinschafüichen Strahlen zweier Komplexe, z. £. 
die gemeinschaftlichen Tangenten von zwei Flächen, bilden eine Kon- 
gruenz, desgleichen die Normalen einer beliebigen Fläche oder Kurve, 
die Bisekanten einer Raumkurve, die Doppeltangenten oder auch die 
Haupttangenten einer krummen Fläche. 

Von einem Strahlenkomplexe gehen durch einen beliebigen Punkt 
unendlich viele Strahlen, und deren Ort ist i. A. ein Strahlenkegel; 
ebenso liegen in einer beliebigen Ebene unendlich viele seiner Strahlen, 
imd diese umhüllen i. A. eine „Komplexkurve". Sind die Komplex- 
kurven und Komplexkegel beispielsweise von der zweiten Ordnung, 
so heißt der Komplex „vom zweiten Grade" oder „quadratisch". 

Der einfachste Strahlenkomplex ist der „lineare"; er ist durch 
folgende Eigenschaft ausgezeichnet: 

„Die Strahlen eines linearen Komplexes, die durch einen be- 
„liebigen Punkt gehen oder die in einer beliebigen Ebene liegen, 
„bilden einen Strahlenbüschel erster Ordnung. Zwei sich schneidende 
„Strahlen des linearen Komplexes bestimmen demnach einen in dem 
„Komplexe enthaltenen Strahlenbüschel erster Ordnung." 



*) R. Sturm nennt (in seiner „Liniengeometrie^S Leipzig 1892/96) den linearen 
Komplex ein ,,Strahlengewmde'^ 

**) Plücker, Nene Geometrie des Raumes, gegründet auf die gerade Linie als 
Raumelement, Leipzig 1868/69. Bekanntlich verdanken wir Plücker die Einführung 
von Linienkoordinaten; er stellt die Komplexe und Kongruenzen dar durch Gleichungen 
in Linienkoordinaten. Vor Plücker wurden die Kongruenzen „Strahlensysteme^^ genannt 



Der Nullramn und sein linearer Strahlenkomplex. 



111 



Ein linearer Strahlenkomplex ist unter anderen bestimmt durch 
zwei projektive Strahlenbüschel -4, B erster Ordnung, die einen 
Strahl s entsprechend gemein habeh, aber weder konzentrisch sind 
noch in derselben Ebene liegen (Mg. 19); er besteht aus den Ge- 
raden, die je zwei homologe Stralilen der Büschel schneiden (Syl- 
vester*). Die beiden Strahlenbüschel werden nämlich von einer 
beliebigen Ebene t) in Perspektiven Punktreihen geschnitten und aus 
einem beliebigen Punkte P durch Perspektive Ebenenbüschel projiziert; 
die in t[ liegenden oder aber durch P gehenden Strahlen des Kom- 
plexes bilden also wirklich einen Büschel erster Ordnung, der durch 
jene Perspektiven Punktreihen oder Ebenenbüschel erzeugt wird. 




Fig. 19. 



Der lineare Komplex enthält dreifach unendlich viele Strahlen- 
büschel erster Ordnung, durch ihn sind die Ebene tq und der Mittel- 
punkt E eines beliebigen dieser Büschel „einander zugeordnet". Wir 
nennen mit Mob ins ir) die „Nullebene" des Punktes E^ und E den 
„Nullpunkt" der Ebene tq. Also: 



In der Nullebene i] eines Punk- 
tes E liegen alle durch E gehenden 
Strahlen des linearen Komplexes; 



Durch den Nullpunkt P einer 
Ebene % gehen alle in x liegenden 
Strahlen des linearen Komplexes; 



sie bilden einen Strahlenbüschel erster Ordnung. 

Geht die Ebene ir) durch den Punkt P, so schneidet sie dessen 



*) Sylvester in den Ck>mpte9 Bendns der Pariser Akademie 1861, Bd. 52. 
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Nullebene x in einem Komplexstrahl; ihr Nullpunkt E aber liegt auf 
diesem Strahle und folglich auf ic. Daraus ergibt sich: 

„Die Nullpunkte der Ebenen eines Punktes P liegen in der NuU- 
„ebene % von P und bilden ein ebenes Feld. Die Nullebenen der 
„Punkte einer Ebene t\ gehen durch den Nullpunkt E von t] und 
„bilden einen zentrischen Bündel. Der lineare Komplex enthält alle 
„Strahlen einer beliebigen Ebene, die durch den Nullpunkt der Ebene 
„gehen, und alle Strahlen eines beliebigen Punktes, die in der Null- 
„ebene des Punktes liegen" (Möbius*). 
Die Nullpunkte der Ebenen einer Geraden gr liegen hiemach auf 
einer Geraden g^^ in welcher sich die Nullebenen der Punkte von g 
schneiden. Die Geraden gr, g^ sind durch den Komplex einander zu- 
geordnet; sie sind i. A. windschief, fallen jedoch zusammen, wenn g 
ein Komplexstrahl ist Alle Strahlen des Komplexes, die eine .Gerade 
in einem Punkte P schneiden, liegen mit der zugeordneten Geraden in 
der Nullebene von P. 

„Der lineare Komplex enthält demnach alle Strahlen, welche zwei 
„einander zugeordnete Gerade g^ g^ schneiden; und jeder mit der 
„Geraden g inzidente Komplexstrahl schneidet auch die zugeordnete 
„Gerade g^. Zwei Paar zugeordnete Gerade, die sich nicht schneiden, 
„liegen folglich in einer Regelschar zweiter Ordnung, deren Leitschar 
„aus Komplexstrahlen besteht' (Möbius). 

„Drei windschiefe Komplexstrahlen bestimmen eine sie enthaltende 
„Regelschar zweiter Ordnung, die aus Komplexstrahlen besteht" 
(Möbius); 
denn die sie schneidenden Geraden sind paarweise einander zugeordnet 
Der lineare Komplex enthält oo^ Tripel windschiefer Strahlen, die je 
eine seiner Regelscharen bestimmen. Da jede dieser Scharen durch 
oc^ in ihr enthaltene Strahlentripel bestimmt ist, so enthält der Kom- 
plex oo* Regelscharen zweiter Ordnimg. 

„Der lineare Komplex ist sich selbst zugeordnet in jedem geschart 
„involutorischen Raum, dessen Involutionsachsen z/, v zwei Kom- 
„plexstrahlen sind." 
Denn jeder zu u und v windschiefe Komplexstrahl l liegt mit u und v 
in einer Regelschar zweiter Ordnung, die aus lauter Komplexstrahlen 
besteht; einer dieser Strahlen aber ist durch ti und v harmonisch 
von l getrennt und dem Komplexstrahl l in dem involutorischen 
Raum zugeordnet 

Der lineare Komplex hat mit einer Regelschar iJ* zweiter Ord- 
nung, die nicht in ihm enthalten ist, i. A. zwei Strahlen gemein. 



*) Möbius, Lehrbuch der Statik I, §. 86, Leipzig 1837 (Ges. Werke III, 
S. 122) und vorher in Grelles Journal 1888, Bd. 10, S. 817 (Ges. Werke I, S. 489). 
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Denn durch ihn ist einem Leitstrahl g von i2* ein Strahl g^ zu- 
geordnet, und dieser schneidet i. A. zwei Strahlen von R\ die mit g 
und g^ Inzident und folglich Komplexstrahlen sind. Die beiden 
Strahlen können reell oder konjugiert imaginär sein. Wenn sie zu- 
sammenfallen, so sagen wir, der lineare Komplex und die Regel- 
schar iZ* „berühren sich" in ihrem gemeinschaftlichen Strahle. 

Wenn ein Punkt P den Raum 2 durchläuft, so beschreibt seine 
Nullebene % bezüglich des linearen Komplexes einen zu 2 korrelativen 
Raum 2^. Denn einer beliebigen Punktreihe g von 2 entspricht ein 
zu g perspektiver Ebenenbüschel g,^ von 2^, und jedem ebenen Felde tq 
von 2 entspricht in 2^ ein zu tq korrelativer Bündel E. Die korre- 
lativen Räume 2, 2^ aber haben jeden Strahl des linearen Komplexes 
entsprechend gemein und liegen involutorisch, weil dem Schnittpunkte 
zweier Komplexstrahlen, möge er nun zu 2 oder zu 2^ gerechnet 
werden, allemal seine Nullebene als Verbindungsebene der beiden 
Strahlen entspricht Die beiden Räume bilden zusammen einen 
korrelativ involutorischen Raum, den wir ein „Nullsystem" (nach 
V. Stau dt) oder besser einen „NuUraum" nennen. Dire Korrelation be- 
zeichnen wir als eine „Nullkorrelation", ihre sich selbst entsprechen- 
den Strahlen als „Leitstrahlen" (nach v. Staudt) oder besser als 
„Nullstrahlen" des Nullraumes. Die oo^ Nullstrahlen bilden den 
linearen Komplex des Nullraumes. 

„Zwei korrelative Räume bilden allemal dann einen Nullraum, 
„wenn jede Ebene t\ des einen durch den ihr entsprechenden Punkt E^ 
„des anderen geht" 
Nämlich ein Strahl g von yj fällt, wenn er durch £'j geht, mit dem 
entsprechenden Strahl g^ des Punktes Ey^ zusammen, weil sonst nur 
zwei Ebenen des Büschels g^ nämlich t) und die Ebene ggy^ durch ihre 
homologen Punkte gehen würden. Die beiden korrelativen Räume 
haben also alle durch E^ gehenden Strahlen der beliebigen Ebene t) 
entsprechend gemein, ihre Doppelstrahlen bilden einen linearen Kom- 
plex, und sie selbst bilden einen Nullraum. 

Einem beliebigen Strahlenbüschel (^, ß) erster Ordnung ist durch 
die Nullkorrelation der beiden Räume ein zu ihm projektiver Strahlen- 
büschel (a, B) zugeordnet , (Fig. 19). Die beiden Büschel haben 
den in den beiden Ebenen a, ß liegenden Komplexstrahl AB ent- 
sprechend gemein, und sie bestimmen den linearen Komplex in der 
von Sylvester angegebenen Weise (Seite 111). Der Komplex besteht 
nämlich aus den Geraden, welche je zwei homologe Strahlen dieser 
Büschel schneiden. 

„Durch ein einfaches windschiefes Fünfeck ABCDE ist ein Null- 
„raum eindeutig bestimmt; dieser hat die fünf Kanten des Fünfecks 
„zu Nullstrahlen, und jeder Eckpunkt des Fünfecks ist Nullpunkt 

Beye, Geometrie der Lage. IL 4. Anfl. 8 
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„der Ebene, die ihn mit den beiden benachbarten Eckpunkten ver- 
„bindef' (v. Staudt*). 
Beziehen wir nämlich zwei Bäume korrelativ so aufeinander, daß den 
Punkten A^ ß, (7, 2), E des einen bezw. die Ebenen EAB^ ABC, 
BCD, CDE^ DEA des anderen entsprechen, so entspricht die 
Kante AB und ebenso jede andere Kante des Fünfecks sich selbst; 
denn AB verbindet die Eckpunkte A, B und ist zugleich die Schnitt- 
gerade der ihnen entsprechenden Ebenen EAB^ ABC. Von dem 
Strahlenbüschel A in EAB aber entsprechen nicht nur die Strahlen AE 
und AB sich selbst, sondern auch der mit CD inzidente Strahl; denn 
sein homologer Strahl fällt mit ihm zusammen, weU auch er in dem 
Büschel enthalten und mit CD inzident ist Die korrelativen Bäume 
haben also drei und daher alle Strahlen des Büschels entsprechend gemein, 
und jeder Punkt der Ebene EAB liegt folglich auf seiner homologen 
Ebene. Das gleiche gilt von den Fünfeckebenen ABC^ BCD^ CDE 
und DEA. Demnach liegen fünf und damit alle Punkte einer be- 
liebigen Geraden in ihren entsprechenden Ebenen, und die beiden 
korrelativen Räume bUden nach dem vorhergehenden Satze in der Tat 
einen Nullraum. 

Die Verbindungsgerade g der Eckpunkte A^ C und die Schnitt- 
gerade jTj der Ebenen EAB^ BCD des Fünfecks sind in dem Null- 
raum durch seinen linearen Strahlenkomplex einander zugeordnet Sie 
sind zu der Kante DE=l windschief und schneiden die übrigen vier 
Fünfeckkanten; alle mit g und g^ inzidenten Strahlen aber sind Null- 
strahlen des Nullraumes (Seite 112). Sind die windschiefen Ge- 
raden gr, g^^ l gegeben, so können von dem Fünfeck ABCDE die 
Eckpunkte A und C beliebig auf g, und B beliebig auf g^ angenommen 
werden; in D und E schneidet der Nullstrahl l die Ebenen g^C und 
gy^A. Auch die vier von DE verschiedenen Kanten des Fünfecks 
sind Nullstrahlen, weU sie mit g und g^ inzident sind, und das 
so konstruierte Fünfeck bestimmt den Nullraum eindeutig. Hieraus 
folgt: 

„Ein Nullraum ist auch eindeutig bestimmt durch drei windschiefe 
„Gerade g^ g^^ i, von denen g und (/^ einander zugeordnet sind, / 
„aber ein Nullstrahl ist" 

Um mittelst der Geraden g^ gi^ l den Nullpunkt einer beliebigen 
Ebene t) zu konstruieren, bestimmen wir zunächst die Nullebene tc 
des Punktes P, welchen tj mit l gemein hat Diese Ebene tc ver- 
bindet den Nullstrahl l mit der Schnittgeraden s der Ebenen gP und 
g^P^ denn die mit g^ g^ und P inzidente Gerade s ist ein Nullstrabi. 



♦) V. staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, Nr. 825. Den folgenden 
Beweis verdanken wir Rud. Sturm (Liniengeometrie I, Leipzig 1892, S. 68). 
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Der durch P gehende Nullstrahl icif] und der mit ^f und g^ inzidente 
Nullstrahl der Ebene if] schneiden sich in dem gesuchten Nullpunkte 
E von 7). 

Der Nullraum ist auch bestimmt durch zwei windschiefe, ein- 
ander zugeordnete Gerade g^ g^^ einem beliebigen Punkt P und seine 
Nullebene x, die aber den mit g^ g^^ und P inzidenten Nullstrahl s 
enthalten muß; denn die Strahlen des Büschels (P, ic) sind Null- 
strahlen, und ein beliebiger von ihnen bestimmt mit g und g^ den 
Nullraum. Sind g und P gegeben, so kann die Gerade ^j in oo* 
verschiedenen Lagen angenommen, und sodann die Ebene ic beliebig 
durch die mit g^ g^ und P inzidente Gerade s gelegt werden. Da- 
raus folgt: 

„Es gibt cx)* Nullräume und oo* lineare Strahlenkomplexe." 

Anstatt der Geraden g^ g^ seien zwei beliebige Punkte 2f, N auf 
g nebst ihren durch g^ gehenden Nullebenen |ji, v gegeben, dann 
bestimmen auch diese Punkte und Ebenen mit dem Punkte P und 
seiner Nullebene iz den Nullraum. Die Punkte Jf, N^ P aber bilden 
ein Dreieck, dessen Ebene durch s und g geht, und ihre Nullebenen 
|i, V, % bUden ein Dreiflach, dessen Mittelpunkt der Schnittpunkt von 
s und g^ ist Hieraus ergibt sich: 

„Ein Nullraum ist eindeutig bestimmt, wenn von den Eckpunkten 
„Jf, iV, P eines Dreiecks die Nullebenen ^ v, ic beliebig so an- 
„genommen werden, daß ihr Schnittpunkt in der Ebene MNP^ je- 
„doch auf keiner Seite des Dreiecks liegf* (v. Staudt*). 
Ist das Dreieck MNP gegeben, so kann das ihm umschriebene Drei- 
fladh [JI.VTC verschiedene oo^ Lagen annehmen, woraus wieder der vor- 
hergehende Satz folgt 

Wir beweisen nunmehr den wichtigen Satz: 

„Fünf Gerade a, ft, c, d, e bestimmen im allgemeinen einen Null* 
„räum, von welchem sie Nullstrahlen sind, imd somit einen sie ent- 
„haltenden linearen Komplex" (Sylvester, Chasles). 
Es gibt nämlich i. A. zwei und nur zwei Gerade g^ g^^ welche die 
vier Geraden a, ft, c, d schneiden; sie sind windschief und in dem 
Nullraum einander zugeordnet, und der Nullraum ist durch sie und 
den Nullstrahl e eindeutig bestimmt Sind diese beiden Geraden nicht 
reell, was nur dann eintreten kann, wenn a, ft, c, d (und e) zu einander 
windschief sind, so bestimmen a, 6, e und e, d, e zwei Regelscharen 
zweiter Ordnung, die aus NuUstrahlen des im Satze erwähnten Null- 
raumes bestehen (Seite 112). Greift man aus diesen beiden Regel- 
scharen zwei Paar Strahlen a', b' und c', d' heraus, die von einer 



*) V. Stand t, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nürnberg 1860, S. 812, Nr. 488. 

8* 
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Geraden g und also noch von einer zweiten Geraden g^ geschnitten 
werden, so bestimmen a\ b\ c\ d\ e oder auch g^ g^ und e auf die 
vorhin angegebene Weise den Nullraum. Ausnahmen erleidet der 
Satz, wenn von den fünf Geraden a, fc, c, d, e drei in einem Strahlen- 
büschel erster oder vier in einer Regelschar zweiter Ordnung liegen, 
oder wenn sie alle mit zwei Geraden ^, g^ Inzident sind. Nämlich 
in diesen Fällen sind die fünf Geraden in unendlich vielen linearen 
Komplexen enthalten, und reichen nicht aus zur Bestimmung eines 
Nullraumes. 

„Ein Nullraum und der lineare Komplex seiner Nullstrahlen sind 
„auch bestimmt durch zwei Paar zugeordnete Gerade g^ g^ und ä, 
,^1, die in einer Begekchar zweiter Ordnung liegen." 
Sind nämlich a, 6, c drei Leitstrahlen der Schar und d^ e zwei Gerade, 
von denen die eine mit g und ^^^ die andere mit h und h^ Inzident 
ist, so sind o, 6, c, d^ e fünf Niülstrahlen und bestimmen als solche 
den Nullraum. Die Verbindungsgeraden der Punktepaare, in denen 
die Geradenpaare ^, jr^ und Ä, h^ eine beliebige Ebene schneiden, sind 
zwei Nullstrahlen und schneiden sich in dem Nullpunkte der Ebene. 
Durch ^, g^ und A, h^ ist also der Nullpunkt jeder Ebene und ebenso 
die Nullebene jedes Punktes bestimmt 

Wenn eine Gerade an den Nullstrahlen a, fc, c hingeleitet und 
die Regelschar ggji beschreibt, so beschreibt die ihr zugeordnete 
Gerade die Regelschar g^gh^', diese beiden Regelscharen aber sind 
projektiv und liegen involutorisch. Daraus folgt: 

„Durch eine involutorische Regelschar {gg^ • hh^) zweiter Ordnung 
„ist ein sie enthaltender NuUraum bestünmt" (Chasles*). 
Das Involutionszentrum des involutorischen Kegelschnittes, in welchem 
eine beliebige Ebene die Regelschar schneidet, ist der Nullpunkt der 
Ebene. Die Nullebene eines beliebigen Punktes erhält man auf analoge 
Weise. Jeder Strahl, der zwei zugeordnete Strahlen der Regelschar 
schneidet ist ein Nullstrahl. Der Nullraum enthält sechsfach unend- 
lich viele involutorische Regelscharen zweiter Ordnung (Seite 112). 

Zwei einander zugeordnete Gerade g^ g^ änd in oo' dieser in- 
volutorischen Regelscharen gelegen, denn jede zu g und ^^ windschiefe 
Gerade h liegt mit g^ g^ und der ihr zugeordneten Geraden h^ in 
einer der Scharen. Wenn ein Leitstrahl l dieser involutorischen Schar 
D^t 9^ 9ii Ä, Äj bezw. die Punkte ff, ff^, H^ H^ gemein hat, so ist 
die Schar elliptisch oder hyperbolisch, je nachdem H und H^ durch 
O und öj getrennt sind oder nicht Wir können aber, wenn jr, g^ 
und l gegeben sind, die Punkte H^ H^ nach Belieben auf l annehmen; 
ziehen wir h durch H in der Nullebene von flj, so geht die Gerade 



*) Chasles in liouville, Journal de Math., lSd9, Bd. 4, 8. 848. 
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Aj durch H^. Die oo* involutorischen Regelscharen des Nullraums, 
welche durch zwei einander zugeordnete Gerade g^ g^ gehen, sind also 
teils elliptisch teils hyperbolisch; die hyperbolischen haben je zwei Null- 
strahlen zu Doppektrahlen. Die Grenze zwischen den elliptischen und 
den hyperbolischen Regelscharen bilden die cso'Paar Strahlenbüschel 
erster Ordnung, die einander zugeordnet sind, je einen Nullstrahl gemein 
haben und durch g und g^ gehen. 

„Der lineare Komplex und der zugehörige Nullraum sind sich 
„selbst zugeordnet in jedem geschart involutorischen Raum 2, dessen 
„Involutionsachsen g^ g^ in dem Nullraum einander zugeordnet sind." 
Nämlich jedem zu g und g^ windschiefen Komplexstrahl Z ist in 2 
ein anderer Komplexstrahl zugeordnet; dieser ist durch g und g^ har- 
monisch von l getrennt und gleich l ein Doppelstrahl der in dem 
Nullraum enthaltenen involutorischen Regelschar ^^^Z zweiter Ordnung. 
„Der lineare Komplex ist zu sich selbst polar bezüglich jeder 
„Fläche zweiten Grades, die eine Schar von Komplexstrahlen enthält." 
Nämlich die Polare jedes Komplexstrahles, der die Fläche und damit 
zwei einander zugeordnete Gerade g^ g^ der Fläche schneidet, ist eben- 
falls mit g und g^ Inzident und folglich ein Komplexstrahl. Jeder 
Strahlenbüschel erster Ordnung des Komplexes aber enthält unendlich 
viele die Fläche schneidende Strahlen, und deshalb enthält auch der 
Büschel der Polaren seiner Strahlen unendlich viele und folglich lauter 
Komplexstrahlen. Auch die Polaren solcher Komplexstrahlen, die die 
Fläche nicht schneiden, sind denmach in dem Komplex enthalten. 

Ein „spezieller" linearer Komplex oder „Strahlengebüsch" (R 
Sturm) besteht aus den oo* Strahlen, die eine Gerade g^ seine „in- 
zidenzachse" oder „Leitgerade" schneiden. Auch von ihm bilden die 
Strahlen, die durch einen beliebigen Punkt gehen oder in einer 
beliebigen Ebene liegen, einen Büschel erster Ordnung. Wenn zwei 
projektive Strahlenbüschel erster Ordnung einen Strahl entsprechend 
gemein haben imd entweder in einer Ebene oder in einem Strahlen- 
bündel enthalten sind, so. bilden die Geraden, welche je zwei homologe 
Strahlen der Büschel schneiden, einen speziellen linearen Komplex. 
Die beiden Büschel sind nämlich perspektiv und erzeugen eine Punkt- 
reihe bezw. einen Ebenenbüschel erster Ordnung; der Träger der 
Punktreihe bezw. die Achse des Ebenenbüschels aber ist die Leitgerade 
des speziellen Komplexes. Der durch fünf windschiefe Strahlen a, 6, 
c, d^ e bestimmte lineare Komplex enthält die zehn Regelscharen 
zweiter Ordnung aftc, aftd, . . . ., cde und alle Regelscharen, die 
durch je drei Strahlen dieser zehn Scharen bestimmt werden. Wenn 
die fünf Strahlen eine Gerade g schneiden, so ist der Komplex speziell, 
und g ist Leitgerade des Komplexes und aller seiner cx)® Regelscharen. 
Unter den oo* linearen Komplexen gibt es oo* spezielle. 
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Ein spezieller linearer Komplex besteht aus den Nullstrahlen eines 
„ausgearteten" Nullraumes. Der Nullpunkt einer beliebigen Ebene ist 
der Schnittpunkt aller in der Ebene enthaltenen Komplexstrahlen und 
liegt deshalb auf der Leitgeraden g des Komplexes; die Nullebene 
eines beliebigen Punktes P aber enthält alle durch P gehenden Kom- 
plexstrahlen, geht also durch die Leitgerade g. Ein Punkt von g ist 
Nullpunkt aller durch ihn gehenden Ebenen, und eine Ebene durch g 
ist Nullebene aller ihrer Punkte. Die Lei^erade ist in dem aus- 
gearteten NuUraume jeder beliebigen Geraden zugeordnet 

Die Nullkorrelation entdeckten unabhängig von einander Gior- 
gini*) 1828, Möbius**) 1833 und Chasles***) 1837. Giorgini und 
Mob ins fanden, daß die Aufgabe der Mechanik: „Zwei Kräfte so zu 
bestimmen, daß sie ein gegebenes Kräftesystem ersetzen hinsichtlich 
seiner Wirkung auf einen starren Körper", unendlich viele Lösungen 
hat Nimmt man von der einen Kraft an, sie gehe durch einen 
gegebenen Punkt P, so liegt die andere in einer durch P gehenden , 
Ebene ic, die dem Punkte P in einem durch das Kräftesystem be- 
stimmten Nullraume zugeordnet ist Bezüglich eines jeden Nullstrahles 
dieses Nullraumes ist das statische Moment des Kräftesystemes Null. 
Zwei das System ersetzende Einzelkräfte liegen allemal in zwei ein- 
ander zugeordneten Geraden des NuUraumes. Chasles bewies unter 
anderem den Satz: Wenn ein fester Körper sich unendlich wenig fort- 
bewegt, so sind die Ebenen, die durch seine Punkte normal zu deren 
Bewegungsrichtungen gelegt werden, den zugehörigen Punkten in einem 
Nullraume zugeordnet; doch muß die Bewegung eine Schraubung, sie 
darf keine bloße Schiebung oder Drehung sein, wenn der Nullraum 
nicht ausarten soll. 

Der Nnllraum, von welchem im folgenden die Rede ist, ist kein 
ausgearteter. 



Durchmesser und Hauptachse des Nullraumes. 

Als Durchmesserebenen und Durchmesser eines Nullraumes be- 
zeichnen wir solche Ebenen und Geraden, deren Nullpunkte und zu- 



*) Giorgini in den mir unzugänglichen Memorie della Societa Ital. delle 
Scienze XX, Modena 1828. 

**) Möbius in Grelles Journal f. Math. 10, Seite 817 (Ges. Werke I, S. 491); 
vgl. Möbius Statik, Leipzig 1837, Tl. I, Kap. 6 (Ges. Werke III, Seite 118). 

***) Chasles, Aper9U historique . . ., Brux. 1887; 2. Aufl., Paris 1875, Seite 674. 
Derselbe in den Gomptes Bendus der Pariser Akademie, 26. Juni 1848. 
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geordnete Gerade unendlich fem liegen. Sie gehen durch den Null- 
punkt der unendlich fernen Ebene; also: 

„Die Durchmesser des NuUraumes sind zu einander und zu den 
„Durchmesserebenen parallel" (Möbius). 
Jede Durchmesserebene enthält einen Büschel paralleler Nullstrahlen, 
die durch den unendlich fernen Nullpunkt der Ebene gehen. Dieser 
Büschel bleibt ungeändert, wenn man ihn in der Bichtung der Durch- 
messer verschiebt. Wir schließen daraus: 

„Der Nullraum und der lineare Komplex seiner Nullstrahlen ändern 
„sich nicht, wenn man sie in der Richtung der Durchmesser ver- 
„schiebt" 
Jede zu zwei zugeordneten Geraden parallele Ebene ist eine Durch- 
messerebene des Nullraumes; ihr Nullpunkt liegt nämlich in einem 
unendlich fernen Nullstrahle der Ebene. 

Die Nullpunkte paralleler Ebenen liegen ia einem Durchmesser, 
dem die unendlich ferne Gerade der Ebenen zugeordnet ist Der 
Durchmesser A, welcher die Nullpunkte aller zu den Durchmessern 
normalen Ebenen enthält, möge die „Hauptachse" des Nullraumes und 
seines linearen Komplexes heißen. Die Hauptachse h ist zu allen sie 
schneidenden Nullstrahlen normal und mit allen zu ihr normalen Null- 
strahlen Inzident Sie liegt mit je zwei einander zugeordneten, zu ihr 
windschiefen Geraden g^ g^ auf einem gleichseitigen Paraboloid und 
schneidet die Gerade des kürzesten Abstandes von g und g^^ recht- 
winklig. Denn alle mit g und h inzidenten Nullstrahlen schneiden 
auch ^1, sind zu h normal und bilden eine gleichseitig paraboloidische 
Eegelschar; ein Strahl dieser Schar aber ist zu g und g^ normal 
(I Abt Seite 128), er und h sind die Scheitelstrahlen des Paraboloids. 

"Weil mit der Hauptachse h zugleich die ihr zugeordnete unend- 
lich ferne Gerade h^ gegeben ist, so folgt aus einem früheren Satze 
(Seite 114): 

„Der Nullraum ist eindeutig bestimmt durch seine Hauptachse h 
„und einen beliebig angenommenen Nullstrahl Z, der die Haupte 
„achse weder schneidet noch rechtwinklig kreuzt" 
Die Nullebene % eines Punktes P von / verbindet den Nullstrahl / 
mit dem von P auf h gefällten Lote. Der Nullpunkt einer beliebig 
durch P gelegten Ebene tq ist der Schnittpunkt des Nullstrahles tctt) 
mit dem in tq auf A errichteten Lote. 

Von einem beliebigen Punkte C der Hauptachse h sei y die zu A 
normale Nullebene; es seien P, Q zwei Punkte in 7, die von C gleichen 
Abstand haben (Fig. 20), N der imendlich ferne Punkt der Geraden PQ 
und M der Mittelpunkt der Strecke PQ, Da die Gerade PQ oder g 
in 7 liegt, so ist ihr eine durch C gehende Gerade gy^ zugeordnet Der 
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harmonischen Pimktreihe PMQN aber ist in dem NuUraume der 
harmonische Ebenenbüschel g^{PMQN) zugeordnet, dessen vierte 

Ebene g^N durch h geht und zu dem 
Strahle CM und damit zu der zweiten 
Ebene g^M normal ist Die beiden 
Ebenen g^M und gr^iVhälften folglich 
die von den Ebenen g^P und g^Q ge- 
bildeten Nebenwinkel; weil aber die 
Hauptachse h in der Ebene g^N liegt, 
so bildet auch sie gleiche Winkel mit 
den Nullebenen g^P^ g^ Q der Punkte P, 
Q, Da der Nullraum sich nicht ändert, 
wenn er in der Richtung von h ver- 
schoben wird, so ergibt sich hieraus: 
„Die Hauptachse h bildet gleiche Winkel mit den Nullebenen 
„solcher Punkte, die von ihr gleichen Abstand haben." 

Die Punkte der Ebene y, die von h einen gegebenen Abstand 
haben, liegen auf einem Bereise mit dem Mittelpunkte C (Fig. 21), 




Fig. 20. 




Fig. 21. 



Fig. 22. 



ihre Nullebenen aber bilden gleiche Winkel mit h und umhüllen 
einen geraden Kegel, der h zur Rotationsachse und C zum Mittel- 
punkte hat Wenn also ein Punkt P und seine Nullebene % zu- 
sammen um die Hauptachse h rotieren, so bleibt P der Nullpunkt von tc, 
indem P um A einen Kreis beschreibt und x einen dem Kreise zu- 
geordneten geraden Kegel umhüllt, der h zur Rotationsachse hat 
Daraus folgt: 

„Durch Drehung um die Hauptachse ändern der Nullraum und 
„sein linearer Nullstrahlenkomplex sich nicht" 
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Sie bleiben auch dann ungeändert, wenn sie um die Hauptachse h 
gedreht und zugleich in der Richtung von h verschoben werden, 
also eine Schraubenbewegung um die Hauptachse ausführen (Plücker). 
Die Nullpunkte der Ebenen, die mit h einen gegebenen Winkel p bilden, 
haben von h gleichen Abstand ?*, liegen also auf einem geraden Zy- 
linder, der h zur Sotationsachse hat 

Um eine Beziehung zwischen r und p zu finden, nehmen wir 
auf der Hauptachse h und einem zu ihr normalen Nullstrahle u zwei 
kongruente Punktreihen an, die den Schnittpunkt C von h und ^i 
entsprechend gemein haben (Fig.. 22). Diesen Punktreihen sind in 
dem Nullraum zwei projektive Ebenen büschel A^, ii zugeordnet, die 
die Nullebene y des Punktes C entsprechend gemein haben, also 
perspektiv liegen und einen Büschel paralleler Strahlen erzeugen. 
Ein Strahl dieses Büschels liegt in der Ebene hu unendlich fem; 
durch ihn gehen die Nullebenen der unendlich fernen Punkte von h 
und u. Die Ebene des Büschels läuft folglich zu der Ebene hti 
parallel in irgend einem Abstände e. 

Zwei homologe Punkte P, P' der kongruenten Punktreihen w, h 
haben gleichen Abstand r vom Punkte C, und ihre Nullebenen x, 
Tz' schneiden sich in einer zu u parallelen Geraden, die von der 
Ebene hu den Abstand e hat Die Nullebene % von P' ist zur Haupt- 
achse h normal in P', die von P aber geht durch n und bildet mit h 
den Winkel p. Deshalb ist CP'^ tang p = e oder r • tang p = c = Konst, 
wo auch der Punkt P auf ti angenommen werde. Also: 

„Bezeichnet r den Abstand eines Punktes P von der Hauptachse, 

„und p den Winkel, den die Nullebene tc von P mit der Haupt- 

„achse bUdet, so ist r • tang p := e eine Eonstante, die von der Lage 

„des Punktes unabhängig ist'^ (Möbius). 
Diese Eonstante e heißt der „Parameter'^ des Nullraumes und seines linearen 
Komplexes (Plücker). Die Nullpunkte der Ebenen, die mit der Haupt- 
achse einen halben rechten Winkel bilden, haben von h den Abstand e. 
Da die Gerade des kürzesten Abstandes zweier zugeordneter Ge- 
raden g^ g^ die Hauptachse h rechtwinklig schneidet (Seite 119) und 
ein Nullstrahl ist, so folgt aus dem Satze von Möbius: 

„Bilden zwei einander zugeordnete Gerade g^ g^ mit der Hauptachse 

„die Winkel a, a^, und sind a, a^ ihre Abstände von der Hauptachse, 

„so ist a • tang a^ = a^ • tang a = e imd daher 
a : «1 = tang a : tang a^." 
Wenn insbesondere g und g^ sich rechtwinklig kreuzen, so ist 
ttj = 90° — a und a = c • tang a. Ferner ergibt sich: 

„Bezeichnet r den Abstand eines Nullstrahles l von der Haupt- 

„achse A, und p den Winkel, denn die Richtungen von Z und h 

„bilden, so ist r • tang p gleich dem Parameter e des Nullraumes." 
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Die Geraden ä, l schneiden nämlich die Gerade ihres kürzesten Ab- 
standes rechtwinklig in zwei Punkten (7, P, es ist CP=7\ und die 
Hauptachse h bildet auch mit der durch C und l gehenden Null- 
ebene des Punktes P den Winkel p. Damit ist der Satz auf den von 
Mob ins zurückgeführt Die Gleichung: 

r-tangp = e, 
der alle Nullstrahlen genügen, kann als Gleichung ihres linearen Kom- 
plexes bezüglich der Hauptachse aufgefaßt werden.*) 



Sechzehnter Vortrag. 

Die lineare Strahlenlcongruenz**). 
Abbildung des linearen Strahlenkomplexes auf dem 

Punktraum. 

Ein Strahlensystem oder, wie Plücker es nennt, eine Strahlen- 
kongruenz besteht, wie schon gesagt, aus zweifach unendlich vielen 
Strahlen des Raumes. Durch Reflexion oder Brechung an einer 
krummen Fläche gehen beispielsweise die Strahlen eines zentrischen 
Bündels über in die Strahlen einer Kongruenz. 

Eine Strahlenkongruenz heißt „w*" Ordnung" oder nach Sturm 
„vom Bündelgrad n", wenn durch einen beliebigen Punkt L A. und 
höchstens n ihrer Strahlen gehen; sie heißt „i*®' Klasse" oder „vom 
Feldgrade /r", wenn in einer Ebene i. A. k ihrer Strahlen liegen. 
Wenn in der Kongruenz Strahlenkegel oder Strahlenbüschel vor- 
kommen, so heißen deren Mittelpunkte bezw. deren Ebenen „singu- 
lare" Punkte und „singulare" Ebenen der Kongruenz. 

Die einfachste Strahlenkongruenz ist die ,4ineare" oder das 



*) Die Tangenten einer gemeinen Schraubenlinie, die einen Nullstrahl berührt 
und die Hauptachse h zur Achse hat, sind lauter Nullstrahlen. Jede Schmiegungs- 
ebene der Schraubenlinie hat den zugehörigen Punkt der Kurve zum Nullpunkt; die 
Ebenen, die sich der Schraubenlinie in ihren Schnittpunkten mit einer Ebene t) an- 
schmiegen, gehen folglich alle durch einen Punkt, den Nullpunkt von t). Durch die 
Schraubenlinie ist der Nullraum nebst seinem linearen Komplex bestimmt; je nachdem 
sie rechts oder links gewunden ist, bezeichnen wir mit Plücker (Neue Geometrie 
des Raumes . . ., Leipzig 1868/69, Nr. 47) den Komplex als rechts oder links 
gewunden. Durch die Hauptachse h und den Parameter e ist der lineare Komplex 
eindeutig bestimmt, wenn noch angegeben wird, ob er rechts oder links gewunden ist 
**) R. Sturm nennt in seiner „liniengeometrie^' (Leipzig 1892/96, 8 Tle.) die 
lineare Strahlenkongruenz ein „Strahlennetz^S 
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„Strahlennetz", d. h. die Kongruenz erster Ordnung und erster Klasse. 
Die gemeinschaftlichen Nullstrahlen zweier NuUräume, oder mit an- 
deren Worten, die gemeinschaftlichen Strahlen zweier linearer Kom- 
plexe bilden eine lineare Kongruenz. Durch einen beliebigen Punkt 
nämlich geht einer dieser Strahlen, die Schnittgerade der beiden Null- 
ebenen des Punktes; in einer beliebigen Ebene liegt einer von ihnen, 
die Yerbindungsgerade der beiden Nullpunkte der Ebene. Singular 
sind alle Punkte und Ebenen, die mit mehr als je einem Strahl der 
Kongruenz Inzident sind. Wenn nämlich zwei Strahlen der Kon- 
gruenz sich schneiden, so fallen die beiden Nullpunkte der sie ver- 
bindenden Ebene mit ihrem Schnittpunkte zusammen, und jeder durch 
den Schnittpunkt gehende Strahl der Ebene ist ein gemeinschaftlicher 
Nullstrahl der beiden Nullräume. 

Durch jeden singulären Punkt gehen also unendlich viele Strahlen 
der linearen Kongruenz, und zwar liegen sie in einer singulären Ebene 
und bilden einen Büschel erster Ordnung. Eine Begelschar zweiter 
Ordnung, die irgend drei Strahlen der linearen Kongruenz enthält, 
besteht aus lauter Strahlen der Kongruenz; denn sie ist in den beiden 
linearen Komplexen enthalten (Seite 112). Also: 

„Zwei lineare Strahlenkomplexe haben eine lineare Strahlenkon- 
„gruenz (ein Strahlennetz) miteinander gemein. Die Kongruenz 
„enthält jeden Strahlenbüschel erster Ordnung, der zwei inzidente, 
„und jede Regelschar zweiter Ordnung, die drei windschiefe Strahlen 
„der Kongruenz verbindet" 
Yon den Begelflächen zweiten Grades, die je eine Schar von Strahlen 
der Kongruenz enthalten, wollen wir sagen, sie seien ,4n der Kon- 
gruenz enthalten". Es gibt ihrer oo^; durch beliebige drei wind- 
schiefe Strahlen der Kongruenz geht eine von ihnen. 

Die Strahlen der linearen Kongruenz, die eine Gerade g schneiden, 
bilden L A. eine Regelschar zweiter Ordnung; diese ist durch drei der 
Strahlen bestimmt Sei nun l ein Strahl der Kongruenz, 8 ein Punkt 
auf Z, und ir) eine durch l gehende Ebene; dann möge dem Schnitte 
punkt von yj mit irgend einem anderen Strahle der Kongruenz die 
Ebene entsprechen, die denselben Strahl mit 8 verbindet Das Punkt- 
feld Y) wird auf diese Weise mittelst der Kongruenz korrelativ auf den 
zentrischen Bündel 8 bezogen (vgl. Seite 3); denn jeder Punktreihe g 
erster Ordnung in iq entspricht ein Ebenenbüschel g^ erster Ordnung 
im Bündel 8^ weil die mit g inzidenten Strahlen der Kongruenz eine 
durch l gehende Regelschar zweiter Ordnung bilden, und weil diese 
aus 8 durch einen Ebenenbüschel g^ erster Ordnung projiziert wird. 
Wenn die Gerade g durch 8 geht, fällt die Achse des Büschels g^^ 
mit ihr zusammen. Das ebene Feld t) wird also durch die Kon- 
gruenz korrelativ so auf den Bündel 8 bezogen, daß es mit ihm die 
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Strahlen des Büschels (S, tj) und insbesondere dessen Strahl / ent- 
sprechend gemein hat Daraus ergibt sich: 

„Die lineare Kongruenz wird von je zwei Ebenen tj, t)i, die durch 
„einen Strahl l der Kongruenz gehen, in kollinearen Punktfeldem 
„geschnitten; sie wird aus je zwei Punkten 5, S^ des Strahles / 
„durch kollinieare Ebenenbtindel projiziert Diese zentrischen Bündel 
„sind durch die Kongruenz korrelativ auf jene Felder bezogen und 
„haben mit ihnen und mit einander den Strahl l entsprechend gemein.'^ 
Die kollinearen Felder iq, r\^ haben mit einer Eegelschar ahc 
zweiter Ordnung, die in der Kongruenz enthalten ist und nicht durch 
l geht, zwei homologe Kegelschnitte gemein. Da in ihnen der Strahl / 
sich selbst entspricht, so sind seine Pole bezüglich der beiden Kegel- 
schnitte homologe Punkte der Felder; sie liegen also auf einem Strahle 
der Kongruenz, und dieser ist die Polare von l bezüglich der in der 
Kongruenz enthaltenen Begelfläche abc (Seite 45). Wir schließen 
daraus: 

„Die lineare Kongruenz ist polarinvariant für jede in ihr ent- 
„haltene Regelfläche zweiten Grades, d. h. ihre Strahlen sind paar- 
„weise reziproke Polaren bezüglich der RegeUläche." 
Für den besonderen, bei dem Beweise nicht berücksichtigten FaU, daß 
die Regelfläche abc von l berührt wird, und demnach die beiden 
Pole von l zusammenfallen, ergibt sich der Satz leicht, weil die 
Kongruenz, wie wir sehen werden, in diesem Fallö aus den Strahlen 
besteht, die die Fläche in den Punkten einer auf ihr liegenden, mit / 
inzidenten Geraden berühren. 

Wir wollen nun annehmen, die beliebig durch l gelegten Ebenen % 
iJ! seien konjugiert bezüglich der Regelfläche afec, und diese werde 
von l nicht berührt. Die Polare von l schneidet dann jede der beiden 
Ebenen in dem Pole der anderen bezüglich der Fläche. Einer Ge- 
raden g von T|, die den Pol von i/j^ enthält und irgend zwei Strahlen rf, e 
der Regelschar abc schneidet, entspricht in der zu iq kollinearen 
Ebene y\^ eine Gerade ^j, die den Pol von t) enthält und dieselben 
zwei Strahlen rf, e schneidet Aber auch die Polare von g bezüglich 
der Regelfläche abc geht durch den Pol von iq und schneidet die sich 
selbst zugeordneten Strahlen d, e; sie fällt deshalb mit g^ zusammen, 
und je zwei homologe Punkte der Geraden g^ g^ sind folglich kon- 
jugiert bezüglich der Regelfläche. Weil jeder Punkt der Ebene r^ 
mit dem Pole von tj! durch eine Gerade g verbunden werden kann, 
so folgt hieraus: 

„Zwei Ebenen, die durch einen Strahl l der linearen Kongruenz 
„gehen und bezüglich einer beliebigen, den Strahl l weder ent- 
„haltenden noch berührenden Regelfläche abc der Kongruenz kon- 
„jugiert sind, werden durch die Kongruenz kollinear so aufeinander 
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„bezogen, daß ihre homologen Funkte (insbesondere auch die auf l 
„liegenden) konjugiert sind bezüglich der Begelfläche/' 
Ebenso wird jeder Strahl der Kongruenz aus beliebigen zwei dieser 
konjugierten Punkte durch zwei bezüglich der Regelfläche konjugierte 
Ebenen projiziert 

„Eine lineare Strahlenkongruenz ist durch vier beliebige Strahlen a, 
„6, e^ d, die sie enthalten soll, i. A. eindeutig bestimmt; sie besteht 
„aus den gemeinsamen Strahlen der oo * linearen Komplexe, welche 
„die vier Strahlen mit je einem fünften Strahle e verbinden." 
Es gibt nämlich (Seite 115) i. A. einfach unendlich viele, a, 6, c und d 
enthaltende lineare Komplexe, wie man leicht einsieht, wenn man den 
fünften Strahl e einen Büschel erster Ordnung beschreiben läßt; zwei 
beliebige der Komplexe aber haben eine durch cl, b^ c^ d gehende 
lineare Kongruenz gemein. Diese wird von zwei durch a gelegten 
Ebenen in koUinearen Feldern geschnitten, und deren Kollineation 
ist i. A. eindeutig bestimmt durch die sich selbst entsprechende Ge- 
rade a und durch die drei Paar homologen Punkte, in denen fc, e 
und d die beiden Ebenen schneiden*). Verbindet man je zwei homo- 
loge Punkte der beiden Felder, so erhält man alle Strahlen der Kon- 
gruenz. Zugleich ergibt sich: 

„Zwei kollineare Felder, die die Schnittgerade, nicht aber alle 
„Schnittpunkte ihrer Ebenen entsprechend gemein haben, erzeugen 
„eine lineare Strahlenkongruenz. Diese besteht aus den Strahlen, 
„die je zwei homologe Punkte der Felder verbinden." 
Ebenso erzeugen zwei kollineare, nicht konzentrische Bündel, die 
einen Strahl, aber nicht alle durch ihn gehenden Ebenen entsprechend 
gemein haben, eine lineare Kongruenz durch ihre homologen Ebenen. 
Die durch vier windschiefe Strahlen a, fc, c, d bestimmte lineare 
Kongruenz enthält die Eegelschar abc und jede andere Regelschar 
zweiter Ordnung, die zwei Strahlen von abc mit d verbindet. Sie 
kann durch solche Eegelscharen beschrieben werden. Wenn zwei in 
ihr enthaltene Regelscharen zweiter Ordnung afec, ade einen Strahl a 
gemein haben, so haben sie noch einen Strahl a' gemein, der jedoch 
mit a zusammenfallen kann. Denn jede durch a gelegte Ebene ent- 
hält zwei Leitstrahlen der beiden Scharen, und durch deren Schnitt- 
punkt A' geht ein in beiden Scharen enthaltener Strahl a' der Kon- 
gruenz. 

Fünf beliebig gegebene Strahlen a, 6, c, d, e sind in einer linearen 
Kongruenz enthalten, wenn von einem veränderlichen Viereck BCDEy 



*) Eine Anßnahme tritt ein, wenn die vier Strahlen a, 6, c, d in einer Regel- 
schar zweiter Ordnung enthalten sind. In diesem Falle gehen durch sie unendlich 
viele lineare Kongruenzen. 
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dessen Ebene sich um a dreht und dessen Eckpunkte die vier Strahlen 6, 
c, rf, e beschreiben, der Schnittpunkt zweier Gegenseiten BC^ DE eine 
Gerade a beschreibt Die Eegeischaren abca und adea zweiter 
Ordnung liegen nämlich beide in der durch a, 6, d, a bestimmten 
linearen Kongruenz. Die Schnittpunkte der übrigen zwei Paar Gegen- 
seiten des Vierecks beschreiben ebenfalls Strahlen dieser Kongruenz. 

Wenn eine Gerade u vier beliebige Strahlen a^b^c^d der linearen 
Kongruenz schneidet, so ist sie ein Leitstrahl aller ihrer Begelscharen 
und mit allen Strahlen der "Kongruenz Inzident Wir nennen u eine 
„Achse" oder besser eine „Leitgerade" der linearen Kongruenz. 

Mit den vier windschiefen Geraden a^ b^ c^ d sind zwei, eine 
oder keine Gerade Inzident, je nachdem der Strahl d die Regel- 




Fig. 28. 

fläche abc zweiter Ordnung schneidet, berührt oder gar nicht trifft. 
Die durch a, 6, c, d bestimmte lineare Kongruenz hat also entweder 
zwei oder eine oder keine Leitgerade; sie heißt im ersten Falle 
„hyperbolisch", im zweiten „parabolisch", im dritten Fall „elliptisch". 
Die parabolischen linearen Kongruenzen können aufgefaßt werden als 
hyperbolische mit zwei zusammenfallenden Leitgeraden; sie bilden 
den Übergang von den hyperbolischen zu den elliptischen Kon- 
gruenzen. 

Zu den Leitgeraden einer linearen Kongruenz gelangen wir auch, 
wenn wir die Kongruenz aus zwei Punkten Sj, 8^ projizieren, die 
auf einem ihrer Strahlen liegen. Wir erhalten nach einem früheren 
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Satze zwei kollineare zentrische Bändel Äj, 5,, die den Strahl Sj^8^^=l 
entsprechend gemein haben, und deren homologe Ebenen sich in je 
einem Strahle der Kongruenz schneiden. Diese Bündel haben zwei 
durch l gehende Ebenen iq, 9 entsprechend gemein, die aber zusammen- 
fallen oder konjugiert imaginär sein können. Die in iq oder in 9 liegen- 
den homologen Strahlenbüschel der Bündel /S^, 5, haben den Strahl l 
entsprechend gemein und erzeugen in tq bezw. in 9 eine Punktreihe 
erster Ordnung u bezw. v (Kg. 23). Die Punktreihen w, v bestehen aus 
singulären Punkten, ihre Träger sind die Leitgeraden der Kongruenz; 
sie schneiden deren Strahlen, weil jede Ebene des Bündels S^ die 
Punkte, in denen sie u und v schneidet, mit der entsprechenden 
Ebene von S, gemein hat. Die beiden Leitgeraden liegen nicht in 
einer Ebene, weil sonst die Bündel Ä, S^ pei-spektiv liegen würden 
und alle Ebenen des Büschels l entsprechend gemein hätten. Also: 
„Eine lineare Kongruenz hat zwei reelle windschiefe, zwei zu- 
„sammenf allende oder zwei konjugiert imaginäre Leitgerade, je nach- 
„dem sie hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch ist Eine hyper- 
„bolische Kongruenz besteht aus den 00* Strahlen, die ihre beiden 
„windschiefen Leitgeraden ?/, v schneiden. Eine parabolische Kon- 
„gruenz wird von 00* Tangenten einer Regelfläche zweiten Grades 
„gebildet, deren Berührungspunkte auf einer Geraden u der Fläche 
„liegen; u ist die Leitgerade und zugleich ein Strahl der para- 
„bolischen Kongruenz." 

Die oc^ in der Kongruenz enthaltenen Regelflächen zweiten 
Grades schneiden sich, falls die Kongruenz hyperbolisch ist, in den 
beiden Leitgeraden w, t;; sie berühren sich, falls sie parabolisch ist, 
längs der Leitgeradeü ?/; sie haben keine reellen Punkte gemein, 
wenn die Kongruenz elliptisch ist Inzidente Strahlen der linearen 
Kongruenz schneiden sich allemal in einem Punkte einer Leitgeraden 
und liegen mit der anderen, oder im Falle der parabolischen Kon- 
gruenz mit derselben Leitgeraden in einer Ebene. Die beiden even- 
tuell zusammenfallenden Leitgeraden enthalten alle singulären Punkte, 
und durch sie gehen alle singulären Ebenen der Kongruenz. Sie 
sind bezüglich der 00 ^ die Kongruenz enthaltenden linearen Komplexe 
einander zugeordnet 

„Ein linearer Strahlenkomplex enthält 00* hyperbolische, oc* ellip- 
. „tische und 00* parabolische lineare Kongruenzen.^' 
Nämlich eine beliebige Gerade g und die ihr durch den Komplex 
zugeordnete Gerade .^j sind die Leitgeraden von einer der 00* hyper- 
bolischen Kongruenzen, und jeder Strahl s des Komplexes ist die 
Leitgerade von einer der oc* parabolischen Kongruenzen; die Kon- 
gruenz besteht aus den 00* mit g und g^ bezw. mit s inzidenten 
Komplexstrahlen. Überhaupt aber bestimmen vier beliebige Strahlen 
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a, 6, c, d des linearen Komplexes eine der oc* linearen Kongruenzen, 
und diese ist hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch, je nachdem 
die Regelfläche abc zweiten Grades von d geschnitten, berührt oder 
nicht getroffen wird. Da die vier Strahlen in dem Komplex je oc', 
in der durch sie bestinmiten Kongruenz aber je oo * Lagen annehmen 
können, so enthält der Komplex oc^* Strahlenquadrupel und oo* lineare 
Kongruenzen; jede dieser Kongruenzen enthält oc^ Strahlenquadrupel 
des Komplexes. 

„Die Polarebenen eines beliebigen Punktes P bezüglich der oc* 
„in einer linearen Kongruenz enthaltenen Regelflächen zweiten 
„Grades schneiden sich in einem Punkte P^ des durch P gehen- 
„den Strahles der Kongruenz. Die Pole einer Ebene % bezüg- 
„lich der oc* Regelflächen liegen in einer Ebene iCj, die mit % 
„ihren Kongruenzstrahl gemein hat Die Punkte und die Ebenen 
„des Raumes sind also paarweise konjugiert bezüglich aller in der 
„Kongruenz enthaltenen Regelflächen zweiten Grades." 
Wenn nämlich die Kongruenz hyperbolisch ist, so gehen die Polar- 
ebenen des Punktes P alle durch den Punkt Pj, der von P durch 
die beiden Leitgeraden w, v harmonisch getrennt ist; denn u und v 
liegen auf den oo* Regelflächen. Ist die Kongruenz parabolisch, be- 
rühren sich also die oo* Regelflächen längs der Leitgeraden w, so 
ist Pi der Punkt, in welchem die Ebene Pu die Flächen berührt 
Ist aber die Kongruenz elliptisch, und ist l ihr durch P gehender 
Strahl, so gehen durch l mindestens zwei reelle Ebenen, die in Bezug 
auf zwei beliebige in der Kongruenz enthaltene Regelflächen zweiten 
Grades Ä*, Pf konjugiert sind (I. Abt Seite 209). Diese Ebenen 
werden durch die Kongruenz kollinear so aufeinander bezogen, daß 
ihre homologen Punkte, insbesondere auch die auf l liegenden, kon- 
jugiert sind bezüglich beider Regelflächen (Seite 124). Der Punkt P^ 
von Z, der in Bezug auf P* dem Punkte P konjugiert ist, ist also 
auch bezüglich jeder anderen Regelfläche Pf der Kongruenz dem 
Punkte P konjugiert, wie der Satz behauptet Analog läßt sich der 
duale Satz beweisen. 

Wir projizieren wieder die lineare Kongruenz aus zwei Punkten 
aSj, aSj, die auf einem Strahle l der Kongruenz liegen, durch kollineare 
zentrische Bündel; wir schneiden sie sodann mit zwei Paar homologen 
Ebenen a,, a^ und ßj, ß^ der Bündel in kollinearen Feldern (Seite 124). 
Dann entspricht in den Feldern jedem Schnittpunkte von a^ und ß, 
ein Schnittpunkt von o^ und ß^; denn die . homologen Ebenenbüschel 
(ttjßi) und (a,ß,) der kollinearen Bündel Äj, S, erzeugen eine Regel- 
schar der Kongruenz, welche die Geraden ajßj und Ojß, zu Leit- 
strahlen hat Die kollinearen Felder bestimmen deshalb zwei kollineare 
Räume als deren homologe Grundgebilde, und zwar enthält der eine 
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Raum die Felder a,, ß,, der andere ag und ß,. Die beiden Räume 
aber haben alle Strahlen der linearen Kongruenz entsprechend gemein, 
und ihre KoUineation ist geschart (Seite 72), weil jeder Strahl der 
Kongruenz zwei Punkte von a^ und ß^, zugleich aber die entsprechenden 
Punkte von a, und ß, enthält. Jede Yerbindungsgerade homologer 
Punkte und jede Schnittgerade homologer Ebenen der kollinearen 
Räume ist in der Kongruenz enthalten, und diese wird durch je zwei 
homologe Bündel und durch je zwei homologe Felder der kollinearen 
Räume erzeugt. Ist die Kongruenz hyperbolisch oder parabolisch, so 
haben die kollinearen Räume die beiden (eventuell zusammenfallenden) 
Leitgeraden und deren Punkte und Ebenen entsprechend gemein. Der 
Punkt S^ kann auf dem Stralüe l der Kongruenz unendlich viele 
liagen annehmen. Es gibt daher oo^ kollineare Räume, welche die 
Strahlen der Kongruenz entsprechend gemein haben; ihre homologen 
Ebenen schneiden sich in je einem dieser Strahlen, und ihre homologen 
Punkte liegen auf je einem Strahle der Kongruenz. Kurz: 

„Die oc* Strahlen einer linearen Kongruenz sind die Doppel- 
„strahlen von oo ^ gescharten Kollineationen. Durch die Kongruenz 
„und zwei homologe Punkte Sj, Sg, die auf einen ihrer Strahlen 
„beliebig angenommen werden, ist eine dieser Kollineationen ein- 
„deutig bestimmt." 

Im Fall einer hyperbolischen oder elliptischen Kongruenz können 

wir die Punkte aSj, S^ so auf l annehmen, daß sie bezüglich der in 

der Kongruenz enthaltenen Regelflächen zweiten Grades konjugiert 

sind. Dann aber sind bezüglich dieser Regelflächen je zwei homologe 

Ebenen der Bündel S^, Sg konjugiert, z. B. die Ebenen a^ o,, ebenso 

je zwei homologe Punkte dieser Ebenen (Seite 125), und folglich je 

zwei homologe Punkte oder Ebenen der kollinearen Räume. Die 

beiden Räume liegen in diesem Falle involutorisch, und es ergibt sich: 

„Durch jede hyperbolische oder elliptische lineare Kongruenz ist 

„ein geschart involutorischer Raum bestimmt In diesem sind ein- 

„ander zugeordnet je zwei Punkte oder Ebenen, die bezüglich der 

„Kongruenz, d. h. bezüglich der in ihr enthaltenen Flächen zweiten 

„Grades konjugiert sind. Der involu torische Raum hat die oc * Strahlen 

„der Kongruenz zu Doppelstrahlen und im Falle der hyperbolischen 

„Kongruenz deren Leitgeraden zu Involutionsachsen." 

Yon Punkten, Ebenen oder Gebilden, die in dem involutorischen 
Raum einander zugeordnet sind, wollen wir sagen, sie seien „durch 
die lineare Kongruenz einander zugeordnet". 

Die Mittelpunkte der oo' in der Kongruenz enthaltenen Flächen 
zweiten Grades liegen alle in der Fluchtebene [x des geschart invo- 
lutorischen Raumes, weil diese der unendlich fernen Ebene zugeordnet 
und bezüglich der oc • Flächen konjugiert ist. Die drei sich recht- 

Beye, Oeometrle der Lage. U. 4. Aufl. 9 
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winklig schneidenden Symmetrieachsen d, e, f des involutorischen 
Baumes, von denen e und f in der Huchtebene pi liegen, und d der 
zu pi normale Strahl der Kongruenz ist (Seite 80), sind zugleich 
„Symmetrieachsen der Kongruenz"; durch eine halbe Umdrehung um 
eine beliebige dieser drei Achsen oder durch Spiegelung an ihr geht 
die Kongruenz in sich selbst über. 

Auch jede parabolische lineare Kongruenz, deren Leitgerade u 
nicht unendlich fem liegt, hat drei sich rechtwinklig schneidende 
Symmetrieachsen. Sie besteht, wie wir wissen, aus den oo* Strahlen, 
welche eine und damit jede der in ihr enthaltenen, durch u gehenden 
Regelflächen zweiten Grades in je einem Punkte von u berühren. 
Ordnen wir jeder durch u gehenden Berührungsebene der Fläche ihren 
Berührungspunkt zu, so beziehen wir den Ebenenbüschel u projektiv auf 
die Punktreihe u\ die Kongruenz aber wird von den Strahlen gebildet, 
die mit je einer Berührungsebene und mit deren Berührungspunkt 
Inzident sind. Durch eine halbe Umdrehung um u geht jede dieser 
Berührungsebenen nebst ihrem Berührungspunkte, also auch die Kon- 
gruenz in sich selbst über, und u ist demnach eine Symmetrieachse 
der parabolischen Kongruenz. — Seien nun jjl, ^ zwei sich recht- 
winklig in u schneidende Berührungsebenen, von deren Berührungs- 
punkten Jf , auf w der eine M unendlich fem liege. Dann sind 
die beiden Geraden d, e, welche im Punkte zu den Ebenen jjl, <» 
bezw. normal sind, gleichfalls Symmetrieachsen der Kongruenz, Zum 
Beweise paaren wir die Punkte von u involutorisch so, daß M und 
die Doppelpunkte sind, also das Synmietriezentrum ihrer Invo- 
lution wird. Auch die Paare von Berührungsebenen, die den Punkte- 
paaren zugeordnet sind, bilden dann eine symmetrische Involution» 
deren Doppel- oder Symmetrieebenen die zu einander normalen Ebenea 
(1, o sind. Weil aber die zu u senkrechten, durch gehenden Strahlen 
d, e bezw. in den Ebenen o, jx liegen, so werden durch eine halbe 
Umdrehung um d oder e nicht nur die Punkte jedes Pnnktepaares 
auf u sondern auch die ihnen zugeordneten Berührungsebenen mit- 
einander vertauscht, mithin auch die in diesen Ebenen liegenden 
Strahlenbüschel der Kongmenz. Die parabolische Kongruenz geht 
also durch eine halbe Umdrehung um d oder e in der Tat in sich 
selbst über. Kurz: 

„Eine parabolische lineare Kongruenz, deren Leitgerade u nicht 
„unendlich fem liegt, hat drei sich rechtwinklig schneidende Sym- 
„metrieachsen d, e, /", von denen eine f mit u zusammenfällt und 
„nebst einer anderen d in der Kongmenz enthalten ist" 

Eine elliptische, oder hyperbolische lineare Kongruenz heißt „rota- 
torisch", wenn der geschart involutorisch e Kaum, aus dessen Doppel- 
strahlen sie besteht, rotatorisch ist. Wenn ein gleichseitiges hyper- 
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bolisches Paraboloid um den Scheitelstrahl d rotiert, welcher die Strahlen 
seiner einen Regelschar rechtwinklig schneidet, so beschreiben seine 
beiden Eegelscharen zwei rotatorische lineare Kongruenzen, deren 
Rotationsachse d ist Die eine dieser Kongruenzen ist hyperbolisch, 
ihre oo * Strahlen schneiden die Rotationsachse rechtwinklig, und ihre 
zweite Leitgerade liegt unendlich fem in den zu d normalen Ebenen; 
sie hat ihre oo • Strahlen zu Symmetrieachsen. Die andere rotatorische 
Kongruenz ist elliptisch, und ihre oc' Strahlen bilden oo ^ Regelscharen 
einschaliger Rotationshyperboloide, deren Rotationsachsen mit d zu- 
sammenfallen (Seite 81). Diese elliptische rotatorische Kongruenz hat 
oo ^ Symmetrieachsen. Eine von ihnen ist die Rotationsachse d; die 
übrigen schneiden d rechtwinklig und bilden einen Strahlenbüschel 
erster Ordnung. Sie sind Symmetrieachsen des rotatorischen geschart 
involutorischen Raumes, dessen Doppelstrahlen die Kongruenz bilden, 
und liegen in seiner zu d normalen Fluchtebene pi (vgl. Seite 80). 

Zwei spezielle lineare Strahlenkomplexe, deren Leitgeraden sich 
schneiden, haben eine „ausgeartete^^ lineare Kongruenz miteinander 
gemein. Diese besteht aus einem zentrischen Strahlenbündel und einem 
ebenen Strahlenfelde, deren Träger mit den beiden Leitgeraden und 
miteinander Inzident sind. Die ausgeartete lineare Kongruenz ist in 
einfach unendlich vielen speziellen Komplexen enthalten, und deren 
Leitgeraden bilden einen Strahlenbüschel erster Ordnung. 

Die Strahlen einer linearen Kongruenz, die einen beliebigen 
Kegelschnitt 9^ treffen, liegen im allgemeinen auf einer Regelfläche 
F^ vierten Grades. Nämlich die Fläche hat mit einer beliebigen 
Geraden höchstens vier Punkte gemein, weil alle die Gerade schnei- 
denden Strahlen der Kongruenz auf einer Regelfläche zweiten Grades 
liegen, und weil diese mit 9* höchstens vier Punkte gemein hat Die 
Fläche F^ geht im allgemeinen zweimal durch den mit 9* in einer 
Ebene liegenden Strahl 5 der Kongruenz. Jede durch s gelegte Ebene 
hat mit F^ außer s einen zu 9* projektiven Kegelschnitt gemein, und 
aus jedem Punkte von s werden die Strahlen der Fläche F^ durch 
einen zu 9* projektiven Ebenenbüschel zweiter Ordnung projiziert 
(Seite 124). Da zwei windschiefe Gerade u^ v allemal als die Leit- 
geraden einer linearen Kongruenz aufgefaßt werden können, so gilt 
der Satz: Wenn eine Gerade g an zwei windschiefen Geraden ?/, v 
und einem beliebigen Kegelschnitt 9* hingleitet, so beschreibt sie im 
allgemeinen eine Fläche F^ vierter Ordnung. Die Geraden u, v sind 
Doppelpunktsgerade dieser Fläche; denn durch einen beliebigen Punkt 
von u oder v gehen im allgemeinen zwei Erzeugende g von F^^ und 
zwar liegen sie mit v hezw. u in einer Ebene. 

Wenn der Kegelschnitt 9* mit der einen Geraden u einen Punkt 
U gemein hat, so zerfällt F^ in die Ebene Uv und eine Regelfläche 
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F^ dritten Grades. Die Gerade u ist eine Doppelpunktsgerade der 
Fläche F*; die Fläche geht durch r und hat mit den durch v gehenden 
Ebenen im allgemeinen je zwei Erzeugende gemein, deren Schnittpunkt 
auf u liegt. Die Punktreihe v wird durch den zu ihr und 9* Perspek- 
tiven Ebenenbüschel u projektiv auf den Kegelschnitt 9* bezogen, so 
daß sie mit 9* die Fläche jP» erzeugt (vgl. I. Abt Seite 247). 

Wir können einen linearen Strahlenkomplex projektiv auf den 
Punktraum beziehen oder auf ihm „abbilden", und zwar am einfach- 
sten, indem wir einen beliebigen Strahl l des Komplexes dadurch aus- 
zeichnen, daß wir ihm alle Punkte einer Ebene X' als entsprechende 
Punkte zuweisen.*) 

Seien a, ß zwei Ebenen, die sich in dem Strahle' l des linearen 
Komplexes r schneiden, und seien A^ B ihre in l liegenden Null- 
punkte. Den Strahlen des Büschels 5 in a sind dann durch T die 
Strahlen des Büschels ^ in ß zugeordnet; die beiden Büschel B^ A 
sind projektiv und haben den Strahl l entsprechend gemein, jeder an- 
dere Strahl von T aber ist mit homologen Strahlen dieser Büschel 
inzident (Seite 113). Ein beliebiger Strahl des Komplexes ist be- 
stimmt durch seine beiden Spuren in den Ebenen a, ß. (Vgl. Fig. 19 
auf Seite 111.) 

Wir beziehen nun zwei zentrische Bündel A\ B' bezw. kollinear 
auf die ebenen Felder a, ß, jedoch so, daß jeder gemeinsamen Ebene 
der Bündel A\ B' zwei homologe Strahlen der projektiven Büschel 
B m OL und ^ in ß entsprechen. Zwei Strahlen von A' und B\ 
die in einer gemeinsamen Ebene der Bündel liegen und somit einen 
Punkt S' gemein haben, entsprechen dann in a und ß zwei Punkte, 
die auf homologen Strahlen der Büschel B und A liegen, also die 
Spuren eines Komplexstrahles s sind; jedem Punkte S' des Raumes 
ist auf diese Weise ein Sti-ahl s des linearen Komplexes zugewiesen. 
Den Schnittpunkten von a und ß mit einem Komplexstrahle s ent- 
sprechen umgekehrt in den Bündeln A\ B' zwei Strahlen, die in einer 
Ebene liegen und den „Bildpunkt" S' von 5 miteinander gemein haben. 
Dem Komplexstrahle /, den die Büschel B^ A entsprechend gemein 
haben, entspricht eine gemeinsame Ebene X' der Bündel A\ B' und 
zugleich jeder Punkt dieser Ebene. 

Jedem Schnittpunkte P der Ebenen a, ß entsprechen in den Bün- 
deln A\ B' zwei Strahlen der Ebene X'; der Schnittpunkt P* dieser 
Strahlen aber entspricht allen durch P gehenden Strahlen des linearen 
Komplexes F. Wenn P den ausgezeichneten Strahl l durchläuft, so 



*) Vgl. R. Schumacher, Math. Annalea 37, S. 102. Eine Abbildung des 
linearen Komplexes auf dem Punktraum hat zuerst Noether angegeben (in den 
Göttinger Nachrichten 1869, S. 298). 
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beschreibt P' in X' einen Kegelschnitt i*, der zu der Punktreihe l 
projektiv ist und die Punkte Ä', B' enthält. Den durch l gehenden 
Strahlenbüscheln P des Komplexes entspricht also je ein Punkt P' 
von i*; insbesondere entsprechen den beiden Büscheln ^ in a und 
J? in ß bezw. die Punkte A' und B' des Kegelschnittes /c*. 

Den Punkten einer beliebigen Geraden g' entsprechen in dem 
linearen Komplexe V i. a. die Strahlen einer durch l gehenden Eegelschar 
zweiter Ordnung; denn den Perspektiven Strahlenbüscheln, die die Punkt- 
reihe g' aus A' und B' projizieren, entsprechen in a und ß zwei pro- 
jektive Punktreihen, welche die Eegelschar erzeugen. Nur dann haben 
diese Punktreihen einen Punkt P entsprechend gemein, wenn die Ge- 
rade g' einen Punkt P' des Kegelschnittes k^ enthält; in diesem Falle 
entsprechen den übrigen Punkten von g' die Strahlen eines Büschels 
erster Ordnung von T, dessen Ebene durch P geht Der Punkt P 
liegt auf dem ausgezeichneten Komplexstrahle L 

Jedem Strahlenbüschel des Komplexes entspricht auf diese Weise 
eine den Kegelschnitt fc* treffende Gerade g\ und umgekehrt. Die 
Ebene des Büschels hat mit a und ß zwei Gerade gemein, denen in 
den Bündeln A\ B' zwei durch g' gehende Ebenen entsprechen. "Wenn 
die Gerade g' sich um ihren Schnittpunkt P' mit k'^ dreht und eine 
Ebene r{ beschreibt, so dreht sich die Ebene des Büschels um eine 
durch P gehende Achse e. Zugleich beschreibt der Mittelpunkt des 
Büschels in der Nullebene tc von P eine Gerade ßj, die der Geraden e 
zugeordnet ist Der zentrische Bündel P' ist folglich auf den Bündel 
P korrelativ und auf das ebene Feld tu kollinear bezogen; und zwar 
liegt der Bildpunkt S' eines beliebigen Komplexstrahles s auf dem 
Strahle von P', welchem die Ebene Ps des Bündels P und der Punkt 
Tzs des Feldes jc entsprechen. Zu der Abbildung des linearen Kom- 
plexes r auf dem Punktraum können wir hiernach ebensogut das 
Feld 7C und den Bündel P' wie das Feld a und den zu ihm koUi- 
nearen Bündel A' benutzen; die Punkte A\ B' sind mit zwei belie- 
bigen anderen Punkten des Kegelschnittes A* vertauschbar. 

Den Punkten einer beliebigen Ebene y{ entsprechen in dem line- 
aren Komplexe die Strahlen einer linearen Kongruenz, die den aus- 
gezeichneten Strahl l enthält Beziehen wir nämlich die Bündel A\ 
B' pei-spektiv auf das ebene Feld tj', so werden die beiden zu A\ 
B' bezw. koUinearen Felder a, ß zu einander kollinear, und zwar so, 
daß sie den Strahl / entsprechend gemein haben; diese Felder aber 
erzeugen die lineare Kongruenz (Seite 125). Den Strahlenbüscheln 
der Kongruenz entsprechen in t]' Gerade, welche den Kegelschnitt k^ 
treffen; sie sind nur dann reell vorhanden, wenn k^ mit t]' zwei reelle 
Schnittpunkte P', Q' oder einen Berührungspunkt gemein hat Auch 
die beiden Leitgeraden der linearen Kongruenz sind nur in diesem 
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Falle reell; jede von ihnen geht durch einen der beiden Punkte P, Q 
von Z, die den Punkten P', Q' entsprechen, und liegt in der Nullebene 
des anderen; sie fallen zusammen, wenn A' die Ebene i]' berührt. 

Wir können den linearen Komplex T auch dadurch auf dem 
Punktraum abbilden, daß wir jedem Strahle s von r seinen der 
Hauptachse h zunächst liegenden Punkt als „Pol" zuweisen. Die zur 
Hauptachse h normalen Komplexstrahlen schneiden A in ihren Polen; 
jeder Punkt von h ist Pol von unendlich vielen Komplexstrahlen, jeder 
andere Punkt aber der Pol nur eines solchen. Die Punkte eines 
geraden Zylinders vom Badius r mit der Rotationsachse h sind die 
Pole von Komplexstrahlen, die den Zylinder berühren und seine 
Strahlen unter einem bestimmten Winkel p schneiden; und zwar ist 
r • tang p eine Konstante (Seite 121). Weil parallele Komplexstrahlen 
allemal in einer Durchmesserebene 5 liegen, so ist der Ort ihrer Pole 
ein Durchmesser, nämlich die orthogonale Projektion von h auf &. 
Die Pole aller einen Durchmesser d schneidenden Komplexstrahleu 
liegen mit d und h auf einem Rotationszylinder, dessen Achse den 
von d und h begrenzten Parallelstreifen hälftet; der Beweis ergibt 
sich sofort, wenn die Durchmesserebene 5 um d gedreht wird. Die 
Pole der durch einen beliebigen Punkt P (von d) gehenden Komplex- 
strahlen liegen folglich auf einer Ellipse (des Rotationszylinders). Diese 
Abbildung des linearen Komplexes auf dem Punktraum ist anschau- 
licher aber weniger einfach als die vorige; den Punkten einer 
Geraden g' entsprechen nämlich hier die Strahlen einer Regelschar 
dritter Ordnung, deren Doppelpunktsgerade der Geraden g' zugeordnet 
ist durch den linearen Komplex (vgl. I. Abt Seite 248). 
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Der Bfischel linearer Strahlenkomplexe und das 

Zylindroid. 

Ein „Büschel linearer Strahlenkomplexe" oder, wie wir kürzer 
sagen wollen, ein „Komplexbüschel'' besteht aus den cx>^ linearen 
Komplexen, die eine gegebene lineare Kongruenz enthalten (vgl. 
Seite 125); die Kongruenz nennen wir den „Träger" des Komplex- 
büschels. Vier windschiefe Strahlen, die nicht auf einer Fläche 
zweiten Grades liegen, bestimmen eine sie enthaltende lineare Kon* 
gruenz, den Träger eines Komplexbüschels. Durch jeden nicht in 
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der Eoügraenz enthaltenen Strahl geht ein linearer Komplex des 
Büschels (Seite 125). 

Der Komplexbüschel ist durch beliebige zwei seiner Komplexe 
bestimmt. Er kann ebenso wie seine Trägerkongruenz als hyper- 
bolisch, elliptisch oder pai*abolisch bezeichnet werden, je nachdem die 
Kongruenz zwei, keine oder eine (d. h. zwei zusammenfallende) Leit- 
gerade hat. Werden zwei Gerade u^ u^ durch zwei Komplexe des 
Büschels einander zugeordnet, so sind sie die Leitgeraden der. Träger- 
kongruenz; denn jeder mit u und u^ inzidente Strahl ist in den 
beiden Komplexen und folglich in der Kongruenz enthalten. Durch 
jeden der oo^ Komplexe eines hyperbolischen Komplexbüschels sind 
die beiden Leitgeraden des Trägers einander zugeordnet, weil sie die 
cx>^ gemeinsamen Strahlen der Komplexe schneiden. Sie sind die 
Leitgeraden von zwei speziellen Komplexen des Büschels. 

„Durch die oc^ linearen Komplexe eines Komplexbüschels sind 
„einer Geraden g^ die in keinem seiner speziellen Komplexe liegt, 
„die Strahlen einer Begelschar iJ* zweiter Ordnung zugeordnet; 
„diese enthält die Gerade g und, wenn der Büschel hyperbolisch 
„ist, die beiden Leitgeraden seines Trägers." 
Die mit g inzidenten Strahlen der Trägerkongruenz bilden nämlich 
eine Kegelschar zweiter Ordnung (Seite 123), und deren Leitschar 
ist die Schar RK Jeder Strahl g^ von R* ist der Geraden g durch 
einen Komplex des Büschels zugeordnet; dieser Komplex ist durch die 
«inander zugeordneten Geraden g^ g^ und einen zu ihnen windschiefen 
Strahl l der Kongruenz eindeutig bestimmt (Seite 114). Der Geraden 
g ist durch einen speziellen Komplex dessen Leitgerade u zugeordnet; 
denn jeder Ebene % durch g ist ihr Schnittpunkt P mit ii zu- 
geordnet, weil durch P die in tu liegenden Strahlen des speziellen 
Komplexes gehen. 

Zwei durch g gelegten Ebenen werden durch die Komplexe des 
Büschels die Punkte zweier Strahlen der Kongruenz zugeordnet; diese 
Nullpunkte der beiden Ebenen bilden zwei projektive, zu der Regel- 
schar iJ* Perspektive Punktreihen. Ebenso bilden die Nullebenen 
von zwei beliebigen Punkten der Geraden g zwei projektive, zu iJ* 
Perspektive Ebenenbüschel erster Ordnung. Daraus folgt, weil g eine 
beliebige Gerade ist: 

„Die Nullpunkte beliebiger Ebenen bezüglich der oo* linearen 
„Komplexe eines Komplexbüschels bilden Punktreihen, und die 
„Nullebenen beliebiger Punkte bilden Ebenenbüschel erster Ord- 
„nung, welche durch die Komplexe des Büschels projektiv auf- 
„einander bezogen sind. Zu diesen Punktreihen und Ebenenbüscheln 
„sind auch die Regelscharen zweiter Ordnung projektiv, deren Strahlen 
„durch die oc* Komplexe je einer Geraden zugeordnet sind." 
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Wir nennen vier Komplexe des Büschels harmonisch, wenn sie 
einer und folglich jeder beliebigen Ebene vier harmonische Null- 
punkte und jedem beliebigen Punkte vier harmonische Nullebenen 
zuordnen. Ein Elementargebilde ist zu dem Eomplexbüschel pro- 
jektiv, wenn es zu jenen Punktreihen und Ebenenbüscheln projektiv 
ist. um zwei Komplexbüschel projektiv aufeinander zu beziehen, 
kann man in ihnen drei Paar homologe Komplexe willkürlich an- 
nehmen. 

Ausnahmen erleiden die obigen Sätze im Falle eines hyper- 
bolischen Komplexbüschels für die Punkte, Ebenen und Geraden, die 
mit einer Leitgeraden der linearen Trägerkongruenz Inzident sind. 
Die Nullpunkte einer Ebene, die durch eine der beiden Leitgeraden 
geht, fallen nämlich mit der Spur der anderen Leitgeraden in der 
Ebene zusammen; und die Nullebenen eines Punktes der einen Leit- 
geraden fallen ebenso alle in die Verbindungsebene des Punktes mit 
der anderen Leitgeraden. 'Wenn eine Gerade g eine der beiden Leit- 
geraden schneidet, so sind ihr die Strahlen eines zu dem Komplex- 
büschel projektiven Strahlenbüschels zugeordnet; dieser liegt in der 
Nullebene des Schnittpunktes, und in seinem Mittelpunkte schneidet 
die Ebene, welche g mit der Leitgeraden verbindet, die andere Leit- 
gerade. . 

Der Träger eines elliptischen oder hyperbolischen Komplexbüschels 
besteht aus den oc^ Doppelstrahlen eines geschart involutorischen 
Raumes S (Seite 129). Seien nun g^ g^ zwei windschiefe, in S ein- 
ander zugeordnete Gerade, d ein zu g und g^ windschiefer Doppel- 
strahl von 2, und T der durch g gehende Komplex des Büschels. 
Dann liegen jr, g^ und d in einer ßegelschar zweiter Ordnung, die 
in 2 sich selbst zugeordnet, also involutorisch ist, und d ist ein 
Doppelstrahl dieser Schar. Die Regelschar hat mit dem Komplexe r 
ihre beiden Doppelstrahlen, die ja Doppelstrahlen von 2 sind, und 
den Strahl g gemein; alle ihre Strahlen sind folglich in r enthalten 
(Seite 112), insbesondere auch der Strahl g^. Also: 

„Zwei windschiefe Strahlen (/, g^^ die in einem geschart in- 
„volutorischen Raum 2 einander zugeordnet sind, liegen mit den 
„oo^ Doppelstrahlen von 2 in einem linearen Komplex. Wenn 
„ein linearer Komplex die Doppelstrahlen eines geschart involu- 
„torischen Raumes 2 enthält, so ist er demnach in 2 sich selbst 
„zugeordnet, und seine übrigen Strahlen sind in 2 involutorisch 
„gepaart" 

Von besonderem Interesse sind die Hauptachsen der oo ^ linearen 
Komplexe eines Büschels; wir bezeichnen sie als die Hauptachsen 
seiner linearen Trägerkongruenz. Sind r, 7\ die Abstände einer 
Hauptachse von zwei Strahlen der Kongruenz, und bezw. p, p^ die 
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Winkel, die die Hauptachse mit den Richtungen der beiden Strahlen 
bildet, so ist r tg p = r^ ig p^ (Seite 121). Jede Gerade, welche drei 
windschiefe Strahlen a, 6, c der Kongruenz rechtwinklig schneidet, 
ist eine Hauptachse der Kongruenz. Denn sie ist die Hauptachse 
eines linearen Komplexes, der einen beliebigen vierten Strahl d der 
Kongruenz enthält (Seite 119); dieser Komplex aber enthält die 
Strahlen a, 6, o, d und folglich alle Strahlen der Kongruenz. Ist 
die Kongruenz hyperbolisch, also in zwei speziellen Komplexen ent- 
halten, so sind ihre Leitgeraden die Hauptachsen dieser beiden spe- 
ziellen Komplexe. 

Eine beliebige der oc ^ Hauptachsen schneidet aUe zu ihr normalen 
Strahlen der Kongruenz und liegt mit ihnen i. A. auf einem gleich- 
seitigen Paraboloid; sie ist einer der beiden Scheitelstrahlen des 
Paraboloids. Die Kongruenz enthält i. a. nur einen unendlich fernen 
Strahl s\ er liegt auf dem gleichseitigen Paraboloid. Die durch s 
gehenden parallelen Ebenen sind gemeinschaftliche Durchmesserebenen 
der cc^ Komplexe des Büschels; die cx> ^ Hauptachsen sind zu ihnen 
parallel und schneiden den zu den Ebenen normalen „Hauptstrahl" d 
der Kongruenz rechtwinklig (Seite 119). 

„Jede Gerade A, die den Hauptstrahl d und einen zu d und s 
„windschiefen Strahl n der Kongruenz rechtwinklig schneidet, ist 
„eine Hauptachse der linearen Kongruenz." 
Denn d, w, s und die übrigen mit h inzidenten Strahlen der Kongruenz 
schneiden h rechtwinklig; sie liegen auf einem gleichseitigen Para- 
boloid, das h und d zu Scheitelstrahlen hat. 

Der Hauptstrahl d der linearen Kongrueiiz ist eine ihrer drei 
sich rechtwinklig schneidenden Symmetrieachsen (Seite 130); die 
beiden übrigen Symmetrieachsen e, f aber sind Hauptachsen der 
Kongruenz. Denn die mit e oder f inzidenten Strahlen der Kon- 
gruenz sind zu e bezw. f normal und bilden die eine Regelschar 
eines gleichseitigen Paraboloides (Seite 80). Den speziellen Fall, in 
welchem die Kongruenz eine unendlich ferne Leitgerade hat, schließen 
wir bis auf weiteres aus. 

Durch die oo ^ linearen Komplexe des Komplexbüschels sind der 
unendlich fernen Ebene die Punkte des unendlich fernen Strahles s 
als Nullpunkte zugeordnet. Einer unendlich fernen Geraden g sind 
oo* Durchmesser der Komplexe zugeordnet, und diese bilden i. A. 
eine zu der Punktreihe s Perspektive, zu dem Komplexbüschel pro- 
jektive Regelschar, die mit s und g auf einem hyperbolischen Para- 
boloid liegt (Seite 135). Werden durch einen Punkt Ä Ebenen ge- 
legt, die zu je einem der Durchmesser normal sind, so bilden sie 
einen zu der Regelschar und dem Komplexbüschel projektiven Ebenen- 
büschel erster Ordnung. Die Achse a dieses Büschels geht durch A 
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und ist zu den durch s gehenden Ebenen normal, also zu dem ELaupt- 
strahle d parallel. Der Geraden a sind durch die oc ^ linearen Komplexe 
i. A. die Strahlen einer Regelschar iJ* zweiter Ordnung zugeordnet, 
welche a enthält und zu dem Komplexbüschel und dem Ebenenbüschel a 
projektiv ist Jeder Strahl der Schar ß* aber schneidet die entsprechende 
Ebene des Büschels a in ihrem Nullpunkte bezüglich des entsprechenden 
Komplexes, und die Normale zu der Ebene in dem Nullpunkte ist 
ein Durchmesser und zwar die Hauptachse dieses Komplexes. Der 
Ort dieser Nullpunkte nun wird erzeugt durch die Regelschar -B* und 
ihre zum Büschel a Perspektive Leitschar; er ist ein zu B* und a 
perspektiver Kegelschnitt a* (I. Abt. Seite 140) und enthält die ortho- 
gonalen Projektionen der Punkte der Geraden a auf den oc^ Haupt- 
achsen. Der Kegelschnitt a* ist zu der unendlich fernen Punktreihe .v 
projektiv und erzeugt mit ihr eine Regelschar dritter Ordnung (I. Abt 
Seite 247), die aus den oc^ Hauptachsen der linearen Kongruenz 
besteht*) Also: 

„Die oc ^ Hauptachsen der linearen Kongruenz bilden eine Regel- 
„schar dritter Ordnung, ihr Ort ist eine kubische Regelfläche Z*. 
„Die orthogonalen Projektionen eines beliebigen I^inktes A auf den 
„oc^ Hauptachsen liegen auf einem Kegelschnitt a* der Fläche Z^" 
Die Regelschar dritter Ordnung hat die beiden Strahlen d, s der 
Kongruenz zu Leitgeraden. Sie wird aus dein Hauptstrahle d durch 
-einen Ebenenbüschel projiziert, der zu dem Kegelschnitt a* und der 
unendlich fernen Panktreihe 5 perspektiv ist Aber auch der Ebenen- 
büschel a ist zu a* perspektiv, und seine Ebenen sind zu den ent- 
sprechenden Ebenen des Büschels d normal. Die Ebenenbüschel rf, a, 
deren Achsen ja parallel sind, erzeugen folglich einen durch a* gehen- 
den Rotationszylinder. Kurz: 

„Der auf Z' gelegene Kegelschnitt a* liegt mit den parallelen 

„Geraden d, a auf einem Rotationszylinder, ist also eine Ellipse. 

„Er hat mit d und a die Endpunkte einer Durchmessersehne 

„gemein. Bezüglich der Rotationsachse des Zylinders liegen d und 

„a symmetrisch. Die Fläche Z^ ist der Ort der Lote, die aus den 

„Punkten der Ellipse a^ auf die Gerade d gefällt werden." 

Die Hauptachse der Ellipse a* ist, wie leicht einzusehen, die 

orthogonale Projektion der Rotationsachse auf der Ebene von a' (vgl. 

Fig. 24). Die Nebenachse von a* schneidet die Rotationsachse des 

Zylinders rechtwinklig, liegt also in einer zu ihr und zu rf normalen 

Ebene. Die vier Scheitelpunkte der Ellipse liegen auf vier Strahlen 

des Zylinders, die jeden seiner Kreise in vier Quadranten teilen; sie 



*) Diese Erzeugaog der oo * Hauptachsen und ihres Ortes, des Zylindroids Z^ 
verdanke ich Herrn J oll es. 
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werden deshalb aus d durch vier harmonische Ebenen projiziert, von 
denen je zwei getrennte zu einander normal sind und die rechten 
Winkel zwischen den übrigen beiden Ebenen hallten. 

Die oo^ Hauptachsen der linearen Kongruenz gehen durch je 
einen Punkt der Ellipse a' und schneiden den Hauptstrahl d recht- 
winklig; sie sind die aus den Punkten von a* auf d gefällten Lote 
(vgl. Kg. 24). Die kubische Fläche Z^, auf der sie liegen, ist seit 
1830 durch Hamilton bekannt und wurde von Cayley ein „Zylin- 
droid" genannt*) Die Punkte von a* und die Hauptachsen der Kon- 
gruenz liegen paarweise in zu d normalen Ebenen, und diese berühren 
das Zylindroid in je zwei Punkten 
seiner unendlich fernen Geraden s. 
Die Hauptachsen schneiden sich 
also paarweise in Punkten der Ge- 
raden d^ und d ist die „Doppel- 
punktsgerade" des Zylindroids. Zwei 
der zu d normalen Ebenen berühren 
dieEllipse a* in den Scheitelpunkten 
ihrer Hauptachse; sie berühren das 
zwischen ihnen liegende Zylindroid 
längs je eines „Scheitelstrahles" und 
heißen die „Kuspidalebenen" des 
Zylindroids. Die beiden zu d nor- 
malen Scheitelstrahlen liegen mit 
d in zwei normalen Ebenen und 
kreuzen sich rechtwinklig. 

Die Paare sich schneidender 
Hauptachsen der Kongruenz und 

die zugehörigen Punktepaare der Ellipse a* werden aus der Doppel- 
punktsgeraden d durch Ebenenpaare einer symmetrischen Involution 
projiziert, deren Doppelebenen je einen Scheitelstrahl des Zylindroids 
enthalten. Bezüglich dieser Doppelebenen liegen deshalb je zwei sich 
schneidende Hauptachsen symmetrisch. 

„Das Zylindroid Z* hat also zwei sich rechtwinklig schneidende 
„Symmetrieebenen; sie verbinden seine Doppelpunktsgerade mit je 
„einem seiner Scheitelstrahlen." 

Eine der zu d normalen Ebenen geht durch die Nebenachse der 
Ellipse a', sie hat von den beiden Kuspidalebenen gleichen Abstand c 
und schneidet das Zylindroid in zwei normalen Strahlen, -die die 




Fig. 24. 



*) Sie ist durch Ball, Theory of Screws (Cambridge 1900) wichtig geworden. 
Ihre GleichnDg in rechtwinkligen Koordinaten ist (a?* + y*)« = 2ca?y oder 
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Scheitelpunkte der Nebenachse von a* enthalten (Seite 138). Diese 
beiden Strahlen sind die einzigen sich rechtwinklig schneidenden 
Hauptachsen der Kongruenz, sie fallen deshalb mit den beiden von d 
verschiedenen Symmetrieachsen e, f zusammen, die ja auch Haupt- 
achsen sind und sich rechtwinklig schneiden (Seite 137). Ihre Ebene 
ist die Fluchtebene [x des geschart involutorischen Raumes, dessen 
Doppelstrahlen die Kongruenz bilden (Seite 130). Weil mit der 
linearen Kongruenz auch das Zylindroid als Ort seiner Hauptachsen 
gegeben ist, so folgt: 

„Die drei sich rechtwinklig schneidenden Symmetrieachsen rf, e, f 
„der linearen Kongruenz sind zugleich Symmetrieachsen des Zylin- 
„droids Z* und liegen auf ihm. Eine von ihnen ist seine Doppel- 
„punktsgerade rf, die beiden anderen e, f sind zu seinen beiden 
„Kuspidalebenen parallel, haben von ihnen gleichen Abstand c und 
„hälften die rechten Winkel zwischen den Richtungen der beiden 
„Scheitelstrahlen des Zylindroids." 
Hat der Mittelpunkt der EUipse a* von ihren vier Scheitelpunkten 
die Abstände «i, fe^, so ist c = |/af — b\ sein Abstand sowohl von 
ihren Brennpunkten als auch von den Kuspidalebenen des Zylindroids. 
Eine der zu d normalen Ebenen geht durch den Schnittpunkt 
von d mit a*, sie hat mit der Ellipse a* noch einen Punkt P gemein 
und schneidet deren Ebene in einer Geraden des Zylindroids, die 
durch P geht und zu der Nebenachse von a* parallel ist Die Ellipsen- 
ebene schneidet das Zylindroid in a* und dieser Geraden, sie berührt 
es in P. 

Durch die parallelen Geraden rf, a ist der sie mit a* verbindende 
Rotationszylinder bestimmt, weil sich in seinen Strahlen je zwei Ebenen 
der Büschel rf, a rechtwinklig schneiden. Aber ein Punkt A von a 
kann beliebig im Raum angenommen werden (Seite 137); der Rotations- 
zylinder ist deshalb ein beliebig durch d gehender. Daraus und aus 
dem Vorhergehenden folgt: 

„Das Zylindroid Z^ hat mit den oo* durch d gehenden Rotations- 
„zy lindern je eine Ellipse o} gemein. Seine beiden Kuspidalebenen 
„berühren seine oc^ Ellipsen a* in den Scheitelpunkten ihrer Haupt- 
„achsen; die Orte dieser Scheitelpunkte sind die beiden Scheitel- 
„strahlen von Z'. Die Scheitelpunkte der Nebenachsen der oc^ 
„Ellipsen liegen auf den beiden »von d verschiedenen Symmetrie- 
„achsen e, f des Zylindroids. Die Ebenen der Ellipsen berühren 
„das Zylindroid und gehen durch je eine seiner Geraden. Die 
„cc* Ellipsen a* haben gleiche Exzentrizität c; ihre Nebenachsen 
„sind zu den beiden Kuspidalebenen parallel und haben von ihnen 
„den Abstand c." 

Das Zylindroid einer hyperbolischen linearen Kongruenz enthält 
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deren Leitgeraden «/, v (Seite 137). Diese bestimmen die Kongruenz 
und das Zylindroid eindeutig; sie liegen symmetrisch bezüglich der 
beiden Symmetrieachsen e, /*, ihre Richtungen bilden gleiche Winkel 
sowohl mit e als auch mit /*, und sie schneiden die Doppelpunkts- 
gerade d rechtwinklig in zwei Punkten, die symmetrisch liegen in 
Bezug auf e und /*. 

„Drei windschiefe Strahlen k^ Z, m, die eine Gerade d rechtwinklig 
„schneiden, liegen auf einem Zylindroid Z' mit der Doppelpunkts- 
„geraden d und bestimmen es eindeutig." 
Denn ein durch d gehender Rotationszylinder schneidet ä, l und 
m in drei Punkten und die Ebene dieser Punkte in einer Ellipse a*; 
das Zylindroid Z^ aber ist der Ort der auf d aus den Punkten von a* 
gefällten Lote (Seite 138). Nun gehen durch einen Strahl w, der den 
Strahl k rechtwinklig schneidet und zu d windschief ist, zwei lineare 
Komplexe, die bezw. l und m zu Hauptachsen haben. Sie haben eine 
lineare Kongruenz gemein; diese aber geht durch n und d, hat l und 
m zu Hauptachsen und folglich d zum Hauptstrahl, und hat auch k 
zur Hauptachse, weil k die Strahlen d und n rechtwinklig schneidet 
(Seite 137). Das Zylindroid dieser Kongruenz geht also durch i, h m 
und fällt folglich mit Z* zusammen. Kurz: 

„Das Zylindroid Z* enthält die Hauptachsen von oo^ linearen 
„Kongruenzen. Durch jeden Strahl w, der einen Regelstrahl h von 
„Z* rechtwinklig schneidet und zu der Doppelpunktsgeraden d wind- 
„schief ist, geht eine der oc * Kongruenzen. Diese ist hyperbolisch, 
„wenn n noch zwei andere reelle Strahlen u^ v des Zylindroids 
„schneidet, und zwar sind u und v die Leitgeraden der Kon- 
„gruenz. Sie ist elliptisch, wenn der Strahl n außer seinem Schnitt- 
„punkt mit h keinen reellen Punkt mit Z* gemein hat" (Jolles). 
Die orthogonalen Projektionen eines beliebigen Punktes A auf 
den oc ^ zu rf normalen Regelstrahlen von Z* liegen auf einer Ellipse 
a* (Seite 138). Der Strahlenkegel zweiter Ordnung, der die Ellipse 
aus A projiziert, enthält alle aus A auf die Regelstrahlen gefällten 
Lote und damit alle durch A gehenden Strahlen der oo^ linearen 
Kongruenzen, deren Hauptachsen auf Z' liegen. Er zerfällt in zwei 
Strahlenbüschel erster Ordnung, wenn A auf Z^ und damit auf a* 
liegt; der eine Büschel projiziert die Ellipse a* aus A^ die Ebene des 
anderen ist in -4 zu einem Regelstrahl von Z^ normal. Auch wenn A 
unendlich fern liegt, zerfällt der Kegel in zwei Strahlenbüschel erster 
Ordnung^ von denen einer in der unendlich fernen Ebene liegt; die 
Strahlen des anderen Büschels schneiden den zu der Ebene Ad nor- 
malen Strahl von Z' rechtwinklig. Hieraus folgt: 

„Die oc * linearen Kongiuenzen, deren Hauptachsen auf dem Zylin- 
„droid Z' liegen, sind in einem Strahlenkomplex T* zweiten Grades 
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„enthalten. Dieser besteht aus den oc^ Strahlen, die je einen Regel- 
„strahl des Zylindroids rechtwinklig schneiden; er enthält alle un- 
„endlich fernen und alle zur Doppelpunktsgeraden d parallelen 
„Strahlen." 

Seien wieder e, f die beiden zu d normalen Symmetrieachsen, 
und u^ V zwei in Bezug auf e symmetrische Strahlen des Zylindroids 
Z*. Dann liegen die Hauptachsen der linearen Kongruenz, die u und 
V zu Leitgeraden hat, auf einem Zylindroid, das mit Z^ die Doppel- 
punktsgerade d^ die Symmetrieachse e und die drei windschiefen 
Strahlen u^ i;, e gemein hat, also mit Z^ zusammenfällt Die Ebenen 
dw, dv sind harmonisch getrennt durch de und df^ und die Geraden 
?6, V schneiden folglich die Ellipse a* von Z^ in den Endpunkten 
einer zur Nebenachse normalen Sehne (vgl. Fig. 24). Eine der Leit- 
geraden w, V kann beliebig auf Z^ angenommen werden; sie können 
beide mit e oder /* zusammenfallen. Daraus ergibt sich: 

„Das Zylindroid Z* enthält die Hauptachsen und Leitgeraden von 
„^^ hyperbolischen und zwöi parabolischen linearen Kongruenzen. 
„Die Paare der Leitgeraden liegen mit der Doppelpunktsgeraden d 
„in den Ebenenpaaren einer symmetrischen Involution, deren Doppel- 
„ebenen je eine der Symmetrieachsen e, f enthalten. Die beiden 
„parabolischen Kongruenzen haben je eine der Geraden e, f zur 
„Leitgeraden." 

Eine lineare Kongruenz ist eindeutig bestimmt durch ihren Haupt- 
strahl d und zwei beliebige ihrer Strahlen a, 6, weil zugleich mit d 
ihr unendlich femer Strahl s in den zu d normalen Ebenen gegeben 
ist Sie enthält die paraboloidische Regelschar abs^ wenn die Strahlen 
a, 6, s windschief sind, dagegen den Strahlenbüschel erster Ordnung ab^ 
wenn a und b sich schneiden. Daraus und aus einem früheren Satze 
(Seite 137) folgt: 

„Der Ort der Strahlen, die eine Gerade d und je einen Strahl 
„eines Büschels erster Ordnung rechtwinklig schneiden, ist ein 
„Zylindroid" (Ball*). 
Ist die Gerade d zu den Leitstrahlen einer paraboloidischen Regel- 
schar normal, so liegen ebenso die Geraden, welche d und je einen 
Strahl der Schar rechtwinklig schneiden, auf einem Zylindroid (JoUes). 
Eine rotatorische lineare Kongruenz hat, wenn sie elliptisch ist, 
oc^ Symmetrieachsen (Seite 131). Eine von ihnen ist die Rotations- 
achse d] die übrigen schneiden d rechtwinklig und liegen in der 
Fluchtebene pi des geschart involutorischen Raumes, dessen Doppel- 
strahlen die Kongruenz bilden. Diese oc ^ zu rf normalen Symmetrie- 
achsen aber sind die Hauptachsen der linearen Kongruenz (vgl. Seite 137). 



*) Ball, Theory of Sciews, Cambr. 1900, p. 150. 
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Die orthogonalen Projektionen eines beliebigen Punktes auf den oo* 
Hauptachsen liegen auf einem Kreise, der an die Stelle der EUipse a* 
tritt. Dieser Kreis ist zu der unendlich fernen Punktreihe s projektiv^ 
liegt mit ihr in der Ebene (x und erzeugt mit ihr den Büschel der 
oc^ Hauptachsen. 

Eine rotatorische lineare Kongruenz hat, wenn sie hyperbolisch 
ist, eine unendlich ferne Leitgerade v\ ihre andere Leitgerade u aber 
ist zu den durch v gehenden Ebenen nonnal, sie ist die Rotations- 
achse der Kongruenz. Die Hauptachsen der oo* die Kongruenz ent- 
haltenden linearen Komplexe fallen mit der Rotationsachse u zusammen; 
denn durch jeden dieser Komplexe werden die Leitgeraden w, v ein- 
ander zugeordnet, und u enthält die Nullpunkte aller durch v gehenden, 
zu u normalen Ebenen. 

Wenn eine hyperbolische lineare Kongruenz eine unendlich ferne 
Leitgerade v hat, aber nicht rotatorisch ist, so enthält wiederum die 
andere Leitgerade u die Nullpunkte der durch v gehenden parallelen 
Ebenen, und alle Durchmesser der oo ^ linearen Komplexe, welche die 
Kongruenz enthalten, sind zu u parallel. Aber die Nullpunkte einer 
zu u normalen Ebene in Bezug auf diese Komplexe liegen auf einem 
mit u und v inzidenten Strahle der Kongruenz, und durch sie gehen 
die zu u parallelen Hauptachsen der Komplexe. Die cx)^ Hauptachsen 
dieser hyperbolischen Kongruenz bilden demnach einen Büschel paralleler 
Strahlen, der die Leitgerade u enthält; sie schneiden den zu u nor- 
malen Strahl der Kongruenz rechtwinklig. 
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Lineare Strahlenkomplexe, die für gegebene lineare 
Komplexe nuUinväriant sind. 

Durch einen linearen Strahlenkomplex r imd die zugehörige Null- 
korrelation werden nicht nur die Strahlen sondern auch die Strahlen- 
gebUde des Baumes paarweise einander zugeordnet Den Strahlen eines 
Punktes Ä werden die Strahlen seiner Nullebene a, und jedem Strahlen- 
büschel (^, ß) erster Ordnung in einer Ebene ß wird ein Strahlen- 
büschel (a, B) erster Ordnung zugeordnet, dessen Mittelpunkt B der 
Nullpunkt von ß ist Einem beliebigen linearen Komplex wird folg- 
lich durch r ein linearer Komplex zugeordnet. Insbesondere werden 
die oo* speziellen Komplexe zugleich mit ihren Leitgeraden paarweise 
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einander zugeordnet, und nur oc* spezielle Komplexe, die je einen 
Strahl des Komplexes r zur Leitgeraden haben, werden durch T sieh 
selbst zugeordnet 

Wir wollen uns in diesem Vortrage mit solchen linearen Kom- 
plexen beschäftigen, die durch gegebene lineare Komplexe sich selbst 
zugeordnet sind. Zuvörderst beweisen wir folgenden Hauptsatz; 

„Von zwei nicht speziellen linearen Strahlenkomplexen r, r' ist 
„jeder durch den anderen sich selbst zugeordnet, wenn der eine r' 
„irgend zwei Strahlen g^ g^ enthält, die durch den anderen Kom- 
,,plex r einander zugeordnet werden." 
Sei nämlich l ein zu g und g^ windschiefer gemeinsamer Strahl der 
beiden Komplexe. Dann wird der Komplex r durch r' einem linearen 
Komplexe zugeordnet, der mit r identisch ist; denn durch diesen 
dritten Komplex werden ebenso wie durch r die Strahlen g^ g^ ein- 
ander und der Strahl l sich selbst zugeordnet (vgl. Seite 114). Die 
Strahlen von T sind also wirklich durch T' paarweise einander zu- 
geordnet, jeder der beiden Komplexe r, r' enthält Paare von Strahlen, 
die durch den anderen Komplex einander zugeordnet werden, und 
auch r' ist folglich durch T sich selbst zugeordnet. 

Ein Gebilde heißt „invariant" für eine Nullkorrelation, wenn es 
durch diese in sich selbst übergeführt wird (Seite 8). Es ist in diesem 
Falle durch den linearen Komplex ihrer Nullstrahlen sich selbst zu- 
geordnet und möge als „nullinvariant für den linearen Komplex"' 
bezeichnet werden. Den obigen Satz können wir dann so aussprechen: 

„Zwei nicht spezielle lineare Komplexe sind für einander (d. h. 
,.jeder für den anderen) nullinvariant, wenn zwei Strahlen des 
„einen durch den anderen Komplex einander zugeordnet sind."*) 
Insbesondere sind zwei lineare Komplexe, deren Hauptachsen sich 
rechtwinklig schneiden, für einander nuUinvariant; ebenso die drei 
linearen Komplexe, welche je zwei Paar Gegenkanten eines Tetraeders 
mit einer beliebigen Geraden verbinden. 

Zwei lineare Komplexe r, F' weisen jeder Ebene zwei Null- 
punkte zu, die auf einem ihrer gemeinsamen Strahlen liegen und in 
zwei kollinearen Räumen einander entsprechen. Diese Räume aber 
haben involutorische Lage, wenn der Komplex T' durch T sich selbst 



•) Nach Herrn F. Klein 's Bezeichnung (Math. Ann. 11, S. 201) liegen diese 
Komplexe „in Involution"; in der dritten Auflage dieses Buches (TL. Abt., 8. 245) 
sage ich, sie „tragen" oder „stützen sich". Aber die invariante Beziehung, in der 
die beiden Komplexe zu einander stehen, wird damit nicht genügend hervorgehoben; 
auch wird die lineare Strahlonkongruenz allgemein als „Trägei*" eines Komplex- 
büschels aufgefaßt. Die neuen Bezeichnungen „nullinvariant für einen ^linearen 
Komplex" und „polarinvariant für eine Fläche zweiter Ordnung" (Seite 46)1 rühren 
von Herrn Jolles her (vgl. seine Abhandlung in Grelles Journal 130, S. 238 — 242). 
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zugeordnet ist. Denn es seien g^ g^ zwei durch r einander zuge- 
ordnete Strahlen von T\ und s ein mit g und g^ inzidenter gemein- 
samer Strahl der beiden Komplexe; dann sind der Ebene gs durch r 
und r' dieselben zwei Punkte g^s und gs zugeordnet, wie der Ebene g^s 
bezw. durch r' und T. Diese Punkte und überhaupt die Nullpunkte 
eiuer beliebigen Ebene entsprechen also einander in doppelter Weise 
(involutorisch), und dasselbe gilt von den Ebenen gs und g^s. Der 
involutorische Baum, den die beiden kollinearen Eäume miteinander 
bilden, hat die gemeinsamen Strahlen der Komplexe F, F' zu Doppel- 
strahlen, ist deshalb geschart involutorisch. 

Die mit g und g^ inzidenten Strahlen von F' bilden eine Regel- 
schar zweiter Ordnung; sie sind, weü g und g^ durch F einander 
zugeordnet sind, zugleich Strahlen des linearen Komplexes F (Seite 112). 
Wenn der Strahl s die Regelschar beschreibt, so beschreiben die beiden 
einander zugeordneten Punkte g^s und gs die Strahlen g^ und g von F'; 
diese beiden Strahlen des Komplexes F' sind also nicht nur durch F, 
sondern auch in dem geschart involutorischen Raum einander zuge- 
ordnet. Wenn der involutorische Raum hyperbolisch ist, so sind seine 
beiden Involutionsachsen durch jeden der Komplexe F, F' einander zu- 
geordnet Sie trennen die beiden Nullpunkte einer beliebigen Ebene 
und die beiden Nullebenen eines beliebigen Punktes harmonisch und 
sind, wie schon erwähnt (Seite 135), die Leitgeraden der beiden 
speziellen Komplexe des Komplexbüschels (FF'). Also: 

„Zwei für einander nullinvariante lineare Komplexe F, F' weisen 
„jeder Ebene zwei Nullpunkte und jedem Punkte zwei Nullebenen 
„zu, die einander in einem geschart involutorischen Räume zu- 
„geordnet sind. Ihre gemeinsamen Strahlen sind die Doppelstrahlen 
„des involutorischen Raumes. Solche Strahlen des einen Komplexes, die 
„durch den anderen einander zugeordnet werden, sind auch in dem in- 
„volutorischen Räume einander zugeordnet Wenn die beiden Komplexe 
,4n einem hyperbolischen Komplexbüschel liegen, so sind sie durch 
„die zwei speziellen Komplexe dieses Büschels harmonisch getrennt" 
Ein geschart involutorischer Raum 2 ist, wie wir wissen, durch 
die lineare Kongruenz seiner Doppelstrahlen eindeutig bestimmt; denn 
in 2 sind je zwei Punkte oder Ebenen einander zugeordnet, die 
bezüglich aller in der Kongruenz enthaltenen Regelflächen zweiten 
Grades konjugiert sind (Seite 129). Hier nun haben wir den in- 
volutorischen Raum aus zwei der oo^ linearen Komplexe abgeleitet, 
die die Kongruenz enthalten. Wir wollen beweisen, daß diese 
oc* Komplexe paarweise für einander nuUinvariant sind, also auch 
paarweise denselben involutorischen Raum bestimmen.*) 



*) Den folgenden Beweis verdanke ich Herrn Jolles. 
Beye, Oeometrle der Loge. II. 4. Atifl. \Q 
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Die oo^ Doppelstrahlen des geschart involutorischea Baumes 2 
bilden die Trägerkongmenz eines Eomplexbüschels. Einer beliebigen 
Geraden g werden durch die Komplexe dieses Büschels die Strahlen 
einer zum Büschel projektiven Begelsehar Ä* zweiter Ordnung zu- 
geordnet, deren Leitstrahlen der Kongruenz angehören (Seite 135). 
Die Gerade g und die ihr in S zugeordnete Gerade g^ sind beide 
in 22* enthalten (Seite 81); sie sind durch einen Komplex r des 
Büschels einander zugeordnet Aber nach einem früheren Satze 
(Seite 136) liegen g und g^ mit den oo* Doppelstrahlen von 2 in 
einem Komplexe T' des Büschels; für diesen Komplex r' ist T nuU- 
invariant Da g eine beliebige Gerade ist, so ist T' ein beliebiger 
Komplex des Büschels; der Beweis, daß die Komplexe des Büschels 
paarweise für einander nullinvariant sind, ist also geleistet — Einer 
beliebigen Ebene werden durch die oo^ Komplexe des Büschels Null- 
punkte zugeordnet, die auf einem Strahle der Trägerkongruenz, d. h. 
auf einem Doppelstrahle des involutorischen Baumes 2 liegen und 
eine zu dem Büschel projektive Punktreihe bilden. Diese Nullpunkte 
sind in S paarweise einander zugeordnet; durch sie werden auch 
die Komplexe deö Büschels involutorisch gepaart, und zwar so, daß 
die beiden Komplexe jedes Paares für einander nullinvariant sind und 
auf die vorhin angegebene Weise den geschart involutorischen Baum 2 
bestimmen. Kurz: 

„Die oo 1 Komplexe des Büschels lassen sich involutorisch so paaren, 
„daß die beiden Komplexe jedes Paares für einander nullinvariant 
„sind. Die Komplexe jedes Paares weisen einer beliebigen Ebene 
„zwei NuUpimkte, einem beliebigen Punkte aber zwei Nullebenen 
„zu, die in dem geschart involutorischen Baume 2 einander zu- 
„geordnet sind. Die Doppelstrahlen von 2 bilden die Trägerkon- 
„gruenz des Komplexbüschels. Die Punktepaare von 2 bestehen 
„ans je zwei Punkten, die. bezüglich aller in der Kongruenz 
„enthaltenen Regelflächen zweiter Ordnung konjugiert sind'' 
(Seite 129). — 

Von jedem speziellen Komplex, dessen Leitgerade in einem 
linearen Komplexe T enthalten ist, wollen wir sagen, er sei für T 
nullinvariant, und T für ihn. Zwei spezielle Komplexe sind hiernach 
für einander nullinvariant, wenn ihre beiden Leitgeraxlen sich schneiden. 
Ein parabolischer Komplexbüschel enthält nur einen speziellen Kom- 
plex; die Leitgerade seiner parabolischen Trägerkongruenz ist die 
Leitgerade dieses Komplexes. Sie ist ein Strahl der Kongruenz 
(Seite 127) und deshalb in allen Komplexen des Büschels enthalten. 
Daraus folgt: 

„Der spezielle Komplex eines parabolischen Komplexbüschels ist 
„für alle Komplexe des Büschels nullinvariant '^ 
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In jedem hyperbolischen, elliptischen oder parabolischen Komplex- 
biischel, der durch einen gegebenen linearen Komplex F geht, gibt 
es demnach einen für T nullinvarianten Komplex F'. 
Es gilt aber auch der umfassendere Satz: 
„Ein Komplexbüschel enthält entweder einen einzigen Komplex F', 

„der für einen gegebenen linearen Komplex F nullinvariant ist, oder 

„alle seine Komplexe sind für F nullinvariant'* 
Den Beweis brauchen wir nur noch für den Fall zu führen, daß der 
Büschel den Komplex F nicht enthält. Seien g^ g^^ zwei windschiefe, 
durch F einander zugeordnete Strahlen, von denen g der Träger- 
kongruenz des Büschels angehört. Ist auch g^ in der Kongruenz 
enthalten, so sind alle Komplexe des Büschels für F nullinvariant 
(Seite 144); andernfalls ist nur der eine durch g^ gehende Komplex F' 
des Büschels nullinvariant für F. Also: 

„Wenn zwei Komplexe eines Büschels für einen linearen Kom- 

„plex F nullinvariant sind, so sind auch die übrigen Komplexe und 

„die Trägerkongruenz des Büschels für F nullinvariant" 
Ist der Büschel hyperbolisch, so sind auch seine beiden speziellen 
Komplexe für F nullinvariant, und ihre Leitgeraden sind in F ent- 
halten. Durch vier beliebige Strahlen geht i. a. ein einziger linearer 
Komplex, der für F nullinvariant ist; er verbindet die vier Strahlen 
mit den ihnen durch F zugeordneten Strahlen. 

Zwei windschiefe Gerade u^ u\ von denen u kein Strahl des 
Komplexes F ist, sind durch die oo ^ Komplexe eines hyperbolischen 
Komplexbüschels einander zugeordnet; sie sind die Leitgeraden seiner 
Trägerkongruenz. Der Büschel enthält einen und nur einen für F 
nullinvarianten Komplex F'. Ist u gegeben, so kann u in oo* ver- 
schiedenen Lagen angenommen werden; hieraus aber folgt: 

„Es gibt oo* lineare Komplexe F', die für einen gegebenen line- 

„aren Komplex F nullinvariant sind; durch vier beliebige Strahlen 

„geht i. a. ein einziger von ihnen." 

Die Gesamtheit dieser oc* Komplexe nenne ich einen „Wald 
linearer Komplexe", und F nenne ich ihren „Stammkomplex" oder 
„Basiskomplex".*) Der Komplexwald enthält insl3esondere die oo' spe- 
ziellen Komplexe, deren Leitgeraden seinen Stammkomplex F bilden; 
für jeden seiner oo* Komplexe ist F nullinvariant (vgl. Seite 144). 
Durch eine lineare Strahlenkongruenz oder auch durch vier beliebige 



*) Nach Steiner and v. 8 tau dt werden gewisse Mannigfaltigkeiten erster, 
zweiter und dritter Stofe anschaulich als Büschel, Bündel und Gebüsche bezeichnet; 
«ine analoge Mannigfaltigkeit vierter Stufe, die unendlich viele Gebüsche, Bündel 
und Büschel enthalt, kann deshalb passend als „Wald^^ bezeichnet werden. In der 
dritten Auflage nannte ich den Komplexwald ein ^^H^^^^^s Komplexgewebe^^ Ich 
verdanke Herrn Jolles die obigen neuen Bezeichnungen. 

10* 
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Strahlen geht allemal ein und i. a. nur ein Komplex des Waldes. 
Ist der Stammkomplex r speziell, so liegt seine Leitgerade in allen 
Komplexen des Waldes. Überhaupt bilden die linearen Komplexe, 
die eine gegebene Oerade l enthalten, einen speziellen Komplexwald; 
für sie ist der spezielle Komplex nulUnvariant, der { zur Leitgeraden 
hat Aus einem früheren Satze (Seite 147) folgt ohne weiteres: 

„Ein Komplexwald enthält jeden Komplexbüschel, der zwei seiner 
„oo* Komplexe verbindet; er hat mit jedem anderen Komplexbüschel 
„einen Komplex gemein. Ein beliebiger seiner Komplexe liegt mit 
„den oo* übrigen in oo^ Komplexbüscheln, die alle in dem Kom- 
„plexwald enthalten sind." 
Wegen dieser Eigenschaften bezeichne ich den Komplexwald als eine 
„lineare" Mannigfaltigkeit vierter Stufe. 

Seien r, Tj, T' drei lineare Komplexe, von denen r' für T null- 
invariant ist, nicht aber für T^. Dann bilden die oo* für F nuli- 
in Varianten Komplexe oo^ durch T' gehende Büschel, und diese ent- 
halten je einen für Tj nullinvarianten, von T' verschiedenen Komplex. 
Es gibt also oo* lineare Komplexe, die für zwei gegebene Komplexe 
r, Fj nullinvariant sind. Die Oesamtheit dieser Komplexe nenne ich 
ein „Gebüsch linearer Komplexe" imd bezeichne T und Tj als „Stamm- 
komplexe des Gebüsches". Für jeden Komplex des Gebüsches sind 
r und r^ nullinvariant, also auch alle Komplexe des Büschels (rr^), 
welcher T mit T^ verbindet (Seite 147). Das Komplexgebüsch ist 
folglich in jedem Komplexwalde enthalten, dessen Stammkomplex dem 
Büschel (TFi) angehört; es hat alle Komplexe dieses seines „Stamm- 
büschels" zu Stammkomplexen. 

.,Ein Komplexgebüsch besteht hiemach aus den oc* gemeinsamen 
„Komplexen von zwei Komplexwäldem. Es ist in oo* Komplex- 
„wäldem enthalten, und zwar bilden deren oc* Stammkomplexe 
„einen Büschel (TFi), den Stammbüschel des Gebüsches. Seine 
„3o* Komplexe sind für jeden Komplex des Stammbüschels null- 
„invariant Die Trägerkongruenz dieses Büschels (Fr^) besteht 
„aus den Leitgeraden der oo^ speziellen Komplexe des Gebüsches 
„(Seite 146). Wenn der Stammbüschel hyperbolisch ist, so sind 
„die beiden Leitgeraden seiner speziellen Komplexe in allen Kom- 
„plexen des Gebüsches enthalten. Das Komplexgebüsch enthält jeden 
„Komplexbüschel, der zwei seiner Komplexe verbindet, ist demnach 
„eine lineare Mannigfaltigkeit dritter Stufe. Ein beliebiger seiner 
„Komplexe liegt mit den oo* übrigen in oc' Komplexbüscheln, die 
„in dem Gebüsch enthalten sind." 
Durch drei beliebige Strahlen geht i. A. ein einziger Komplex des 
Gebüsches; er verbindet die drei Strahlen mit den beiden, die einem 
von ihnen durch zwei Stammkomplexe F, F^ des Gebüsches zugeordnet 
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sind. Das Oebüsch kann mit jedem nicht in ihm enthaltenen Kom- 
plex r' durch einen Komplexwald verbunden werden; denn sein 
Stammbüschel (rrj enthält einen und nur einen für r' nullinva- 
rianten Komplex, und dieser ist der Stammkomplex jenes "Waldes. 
„Durch die oc* linearen Komplexe eines Gebüsches sind einer 
„beliebigen Geraden ^r die oo' Strahlen eines linearen Stammkom- 
„plexes des Gebüsches zugeordnet" 
Denn durch g geht ein Komplex r des Stammbüschels (rrj); dieser 
ist für alle Komplexe des Gebüsches nullinvariant und enthalt die 
Strahlen, die der Geraden g durch je einen der oo* Komplexe zu- 
geordnet sind. Seien nun a, 6, c drei windschiefe Strahlen, welche g 
und einen beliebigen zweiten Strahl g^^ von r, außerdem aber einen 
nicht in F enthaltenen Strahl h schneiden. Dann geht durch a, 6, c 
ein Komplex V des Gebüsches; dieser enthalt die Regelschar ahc 
und ordnet der Geraden g einen in T enthaltenen Leitstrahl g' der 
Schar zu. Aber V enthält nicht alle, sondern nur zwei Leitstrahlen 
der Schar abc^ nämlich^ und g^\ also fällt g' mit g^ zusammen, und 
jeder beliebige Strahl g^ von T ist durch einen Komplex des Gebüsches 
dem Strahle g zugeordnet. — "Wenn zwei Gerade w, Wj durch zwei 
Komplexe des Gebüsches einander zugeordnet werden, so sind sie die 
Leitgeraden von zwei speziellen Komplexen des Gebüsches (Seite 135) 
und Strahlen der Trägerkongruenz von (rTj). 

Durch zwei beliebige Strahlen a, b gehen oo^ lineare Komplexe; 
sie bilden ein Gebüsch. Die beiden speziellen Komplexe, die a und b 
zu Leitgeraden haben, sind Stammkomplexe des Gebüsches, sie und 
seine übrigen Stammkomplexe gehen durch die Kongruenz der oc* 
mit a und b inzidenten Strahlen. Wenn a und b sich schneiden, so 
haben die Komplexe des Gebüsches den Strahlenbüschel {ab) gemein, 
das Gebüsch ist ein besonderes, alle seine Stammkomplexe sind speziell, 
und ihre Leitgeraden bilden den Strahlenbüschel erster Ordnung (ab). 
Seien r, Tj, V^ drei lineare Komplexe, die nicht in einem Büschel 
liegen, und sei T' ein linearer Komplex, der für T und V^ null- 
invariant ist, nicht aber für Tg. Dann lassen sich die oo* Komplexe 
des Gebüsches, welches T und T^ zu Stammkomplexen hat, auf oc* 
durch r' gehendö Komplexbüschel verteilen; jeder dieser Büschel aber 
enthält einen für T^ nullinvarianten, von T' verschiedenen Komplex. 
Es gibt also oc* lineare Komplexe, die für T, Fj und F, nullinvariant 
sind; wir nennen ihre Gesamtheit einen „Bündel linearer Komplexe" 
und bezeichnen F, Fj, F, als „Stammkomplexe" des Bündels. Also-: 
„Ein Komplexbündel besteht aus den oo* gemeinsamen Komplexen 
„dreier Komplexwälder, deren Stammkomplexe F, Fj, F, nicht in 
„einem Büschel liegen. Er enthält jeden Komplexbüschel, der zwei 
„seiner Komplexe verbindet (Seite 148), und ist eine lineare Mannig- 
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„faltigkeit zweiter Stufe. Ein beliebiger seiner Komplexe liegt mit 
„den übrigen in oo ^ Komplexbüscheln, die in dem Bündel enthalten 
„sind. Ein Komplexwald und ein Komplexgebüsch haben einen 
„Komplexbündel gemein, wenn das Gebüsch nicht in dem "Wald 
„enthalten ist" 

Der Komplexbündel hat mit einem Komplexwald, der irgend einen 
Komplex r" des Bündels nicht enthält, oc* Komplexe gemein; denn 
seine oo* Komplexe lassen sich auf oc^ durch r" gehende Büschel 
verteilen, und diese haben mit dem Walde je einen von r" verschie- 
denen Komplex gemein. Zwei beliebige der gemeinschaftlichen Kom- 
plexe liegen in einem Büschel, der in dem Bündel und auch in dem 
Walde enthalten ist und aus den oo^ gemeinschaftlichen Komplexen 
besteht Denn wenn es außerhalb dieses Büschels noch einen gemein- 
schaftlichen Komplex r' gäbe, so würden der Bündel und der Kom- 
plexwald die oo* Komplexe der Büschel gemein haben, welche T' mit je 
einem Komplex jenes Büschels verbinden, und das ist unmöglich. Also: 
,J)er Komplexbündel hat mit einem ihn nicht enthaltenden Kom- 
„plexwald die oo^ Komplexe eines Büschels und nur diese gemein; 
„die Komplexe des Bündels, die für einen beliebigen Komplex null- 
„invariant sind, bilden demnach einen Büschel." 

Der Büschel ist ein beliebiger des Bündels; jeder andere Büschel 
des Bündels hat mit dem Walde und folglich mit jenem Büschel einen 
Komplex gemein. Hieraus ergibt sich: 

„Zwei Komplexbüschel eines Komplexbündels haben allemal einen 
„Komplex gemein." 

Der Bündel ist demnach eindeutig bestimmt durch drei seiner 
Komplexe, die nicht in einem Büschel liegen. Er enthält den Büschel 
(r'r"), welcher zwei der drei Komplexe verbindet, und besteht aus 
den oc* Komplexen der oo^ Büschel, die den dritten Komplex T'" 
mit je einem Komplex des Büschels (FT") verbinden. Der Komplex- 
bündel enthält überhaupt oo^ Komplexbüschel, denn durch jeden Kom- 
plex des Büschels (TT") gehen oc^ seiner Büschel. Wir rechnen 
zu dem Bündel auch die oo* linearen Trägerkongruenzen seiner Kom- 
plexbüschel. Zwei beliebige dieser Kongruenzen liegen allemal in 
einem Komplex des Bündels. 

Da der Komplexbündel aus den gemeinsamen Komplexen von 
drei Komplexwäldem besteht, so schließen wir aus den vorhergehenden 
Sätzen : 

• „Die gemeinschaftlichen Komplexe von vier Komplexwäldem, die 
„keinen Bündel gemein haben, bilden einen Büschel. Fünf Kom- 
„plexwälder oder ein Komplexgebüsch und ein -Bündel haben einen 
„und nur einen Komplex gemein, wenn sie keinen Komplexbüschel 
„gemein haben." 
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Für die oo • Komplexe eines Bündels sind nicht nur seine drei 
Stanunkomplexe F, F^, Fg nullinvariant, sondern auch alle Komplexe 
des Büschels (FFj) und die oo^ Komplexe der oc^ Büschel, welche 
Fj mit je einem Komplex von (FFj) Terbinden (Seite 147). Alle diese 
oc' Komplexe sind Stammkomplexe des Bündels und je eines Komplex- 
waldes, der den Bündel enthält Weil sie aber für beliebige drei 
Komplexe des Bündels nullinvariant sind, so bilden auch sie einen 
Komplexbündel (FFjFj), den „Stammbündel" des ersteren. Kurz: 
„Ein Komplexbündel ist in oo* Komplexwäldem enthalten und 
„hat (X)* Stammkomplexe; diese bilden einen zweiten Bündel. Jeder 
„der beiden Bündel ist der Stammbündel des anderen, und seine 
„oo* Komplexe sind für jeden Komplex des anderen nullinvariant 
„Drei lineare Komplexe F, Fj, F,, die nicht in einem Büschel 
„liegen, bestinmien einen Komplexbündel als dessen Stammkomplexe 
„und einen Bündel (FFiF,), der sie verbindet Dieser zweite Kom- 
„plexbündel enthält den Büschel (FFi) und besteht aus den oo* 
„Komplexen der oo^ Büschel, welche F, mit je einem Komplex 
„von (FFi) verbinden. Er ist ebenso durch beliebige drei seiner 
„Komplexe bestinmit" 
Ein Komplexbüschel kann hiemach mit jedem nicht in ihm enthaltenen 
linearen Komplex durch einen Komplexbündel verbunden werden. Wir 
kommen im nächsten Tortrag noch zurück auf den Komplexbündel 
und seinen Stammbündel. 

Ein Komplexwald hat mit einem Komplexgebüsch einen Komplex- 
bündel gemein, mit einem beliebigen Komplexbüschel des Gebüsches 
aber einen Komplex, der in dem Bündel enthalten ist Daraus folgt: 
„Ein Bündel und ein Büschel linearer Komplexe, die in einem 
„Komplexgebüsch liegen, haben einen Komplex gemein. Zwei Kom- 
„plexbündel eines Gebüsches haben demnach einen Komplexbüschel 
„gemein." 
Ein Gebüsch und ein Büschel oder Bündel linearer Komplexe, die in 
einem Komplexwald liegen, haben einen Komplex bezw. einen Kom- 
plexbüschel gemein, wie analog bewiesen wird. 

Vier Komplexwälder haben einen Bündel oder einen Büschel 
linearer Komplexe gemein, je nachdem ihre vier Stammkomplexe in 
einem Bündel liegen oder nicht (Seite 150). Im letzteren Falle sind 
die vier Stanmikomplexe in dem Gebüsch enthalten, dessen oo^ Stamm- 
komplexe den Büschel bilden. Also: 

„Vier lineare Komplexe, die in keinem Bündel liegen, können 
„durch ein Komplexgebüsch verbunden werden. Das Gebüsch ent- 
„hält den Komplexbündel, welcher drei der vier Komplexe verbindet, 
„und besteht aus den oo* Komplexen der oo* Büschel, die den 
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„vierten Komplex mit je einem Komplex dieses Bündels verbinden. 
„Es ist ebenso durch beliebige vier seiner Komplexe bestimmt" 
Ein Komplexbündel kann hiernach mit jedem nicht in ihm enthaltenen 
linearen Komplex durch ein Komplexgebüsch verbunden werden. Zwei 
Komplexbüschel können durch einen Bündel oder durch ein Gebüsch 
verbunden werden, je nachdem sie einen Komplex gemein haben oder 
nicht 

Fünf Komplexwalder, deren Stammkomplexe in keinem Komplex- 
gebüsch liegen, haben einen und nur einen linearen Komplex F' 
gemein (Seite 150). Ihre fünf Stammkomplexe sind für T' nullinva- 
riant, liegen also in dem Komplexwalde, der T' zum Stammkomplex 
hat Daraus folgt: 

„Fünf lineare Komplexe, die in keinem Komplexgebüsch liegen, 
„bestimmen einen sie enthaltenden Komplexwald. Dieser enthält 
„das Komplexgebüsch, welches vier der fünf Komplexe verbindet, 
„und besteht aus den oo* Komplexen der oc* Büschel, die den 
„fünften Komplex mit je einem Komplex des Gebüsches verbinden." 
Ein Komplexgebüsch kann hiemach mit jedem nicht in ihm enthaltenen 
linearen Komplex durch einen Komplexwald verbunden werden. Ein 
Komplexwald enthalt jedes Komplexgebüsch, welches beliebige vier, 
und jeden Komplexbündel, welcher beliebige drei seiner Komplexe 
verbindet Zwei seiner Komplexgebüsche haben allemal einen Komplex- 
bündel gemein. 



Neunzehnter Vortrag. 

Der Bfindel linearer Strahlenkomplexe und sein 
StammbfindeL 

Durch drei Strahlen a, &, c, die nicht in einem Strahlenbüschel 
erster Ordnung liegen, gehen die oo* linearen Komplexe eines Kom- 
plexbündels; denn a, &, e sind die Leitgeraden von drei speziellen 
Komplexen, diese aber sind Stammkomplexe des Bündels und bestimmen 
ihn. Wenn a, &, c Avindschief sind, so haben die oo^ Komplexe des 
Bündels die Regelschar abc zweiter Ordnung miteinander gemein; die 
mit a, b und c inzidenten Geraden aber sind die Leitgeraden der 
speziellen Komplexe des Bündels und gemeinsame Strahlen seines 
Stammbündels. Da der Bündel durch beliebige drei seiner Komplexe 
bestimmt ist, so ergibt sich: 
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^rei beliebige liaeare Komplexe oder ein linearer Komplex und 
„eine liaeare Kongruenz können eine Regelschar zweiter Ordnung 
„miteinander gemein haben." 

Schneiden sich a imd 6, so haben die oc' Komplexe den Strahlen- 
büschel (ab) und einen zweiten Strahlenbüschel gemein, welcher c mit 
einem Strahle von (ab) verbindet Durch zwei Strahlenbüschel erster 
Ordnung, die einen Strahl gemein haben, gehen also die oc * Komplexe 
eines speziellen Komplexbündels. Noch spezieller ist der Bündel, wenn 
a, b und c in einer Ebene if) liegen oder durch einen Punkt S gehen; 
denn%n diesem Falle sind alle seine Komplexe speziell, und ihre Leit^ 
geraden sind alle mit ig bezw. mit S Inzident Dieser spezielle Komplex- 
bündel ist mit seinem Stammbündel identisch. Von den speziellen Kom- 
plexbündeln wollen wir in der folgenden Untersuchung absehen. 

Von einem Komplexbündel geht durch zwei beliebige Gerade g, 
h ein und i. a. nur ein Komplex; er verbindet g und h mit den drei 
Geraden, denen g durch beliebige drei Stammkdmplexe T, Tj, T, des 
Bündels zugeordnet ist Da er sich mit der Lage von h ändert, 
so ist die Gerade g in einer linearen Kongruenz des Bündels ent- 
halten. Die Strahlen dieser Kongruenz sind der Geraden g durch je 
einen Stammkomplex des Bündels zugeordnet Denn es seien r', F" 
zwei die Kongruenz enthaltende Komplexe des Bündels, und g^ ein 
zu g windschiefer Strahl der Kongruenz; dann sind die oc^ linearen 
Komplexe, welche g und g^ einander zuordnen, alle für r' und T" 
nullinvariant, und da sie einen Büschel bilden (Seite 147), so ist einer 
von ihnen auch für einen beliebigen dritten Komplex T'" des Bündels 
nullinvariant und folglich ein Stammkomplex des Bündels. WeU auch 
die Stammkomplexe einen Bündel bilden, so ergibt sich hieraus: 

„Einer beliebigen Geraden g sind durch die oo* Komplexe eines 

„Bündels (rr^r,) die oo* Strahlen einer linearen Kongruenz zu- 

„geordnet Die Kongruenz enthält die Gerade g und (Seite 135) die 

„Leitgeraden aller speziellen Komplexe des Bündels.^^ 

Ausnahmen erleidet der Satz, wenn g die Leitgerade eines speziellen 

Komplexes oder Stamimkomplexes des Bündels ist Übrigens braucht 

der Bündel keine speziellen Komplexe zu enthalten. 

Die Nullpunkte, die beliebigen zwei Ebenen der Geraden g durch 
die Komplexe des Bündels (rFiTg) zugeordnet werden, bilden zwei 
zu der Kongruenz Perspektive koÜineare Felder (Seite 124); ebenso 
büden die Nullebenen beliebiger Punkte von g kollineare Ebenen- 
bündel, die zu der Kongruenz perspektiv und zu jenen Feldern korre- 
lativ sind. Also: 

„Durch jeden der oc* Komplexe eines Komplexbündels werden 
„beliebigen Ebenen Nullpunkte, beliebigen Punkten aber Nullebenen 
„zugeordnet, die in kollinearen Feldern bezw. in kollinearen zentrischen 



154 Neunzehnter Vortrag. 

„Bündeln einander entsprechen, und zwar sind die zentrischen Bündel 
„zu den Feldern korrelativ. Einer beliebigen Geraden werden durch 
„die oc^ Komplexe die Strahlen einer linearen Kongruenz zuge- 
„ordnet, die zu diesen Feldern und Bündeln projektiv ist" 

Von jedem Oebilde zweiter Stufe, das zu einem der kollinearen 
Felder projektiv ist, wollen wir sagen, es sei zu dem Komplexbündel 
projektiv. Dann gut der Satz: 

„um einen Eomplexbündel projektiv auf einen anderen oder auf 

„ein ebenes Feld zu beziehen, kann man beliebigen vier seiner Kom- 

„plexe, von denen keine drei in einem Büschel liegen, vier eben- 

„solche Komplexe des andern Bündels oder aber die Eckpunkte 

„eines Vierecks des Feldes als entsprechende Elemente zuweisen. 

„Die projektive Beziehung ist dadurch eindeutig bestimmte (vgl 

Seite 8). 

Ein Komplexbündel sei auf ein ebenes Feld ir) projektiv so bezogen, 

daß jedem seiner Komplexe der Nullpunkt entspricht, den er der Ebene i) 

zuordnet Jedem seiner Komplexbüschel und dessen Trägerkongruenz 

entspricht dann in i\ eine Punktreihe erster Ordnung und deren Träger, 

eine Oerade; und zwar ist diese Gerade ein gemeinsamer Strahl der 

Komplexe des Büschels und in dessen Trägerkongruenz enthalten. Die 

Strahlen, welche zwei beliebige Ebenen mit je einer linearen Kongruenz 

des Komplexbündels gemein haben, sind demnach homologe Gerade 

koUinearer Felder. 

Wir nennen zwei Punkte P, Pj des Feldes tq „konjugiert, wenn 
ihnen zwei für eiaander nullinvariante Komplexe T, T^ des Bündels 
entsprechen. Sie bilden ein Punktepaar des durch r und r^ bestimmten 
involutorischen Baumes, sind also durch die Kongruenz der gemein- 
schaftlichen Strahlen von r und T^ einander zugeordnet (vgl Seite 129). 
In dem Komplexbündel aber sind für jeden seiner Komplexe oo^ andere 
nuUinvariant, nämlich die Komplexe eines Büschels (Seite 150); iu dem 
Felde tj sind folglich einem beliebigen Punkte P unendlich viele andere 
Pi konjugiert, und zwar ist deren Ort eine Gerade. Jedem Punkte 
Pi dieser Geraden sind ebenso die Punkte einer durch P gehenden 
Geraden von tq konjugiert Daraus und aus den dualen Erörterungen 
folgt: 

„Der Komplexbündel bestimmt in einer beliebigen Ebene v) ein 
„polares Feld, an einem beliebigen Punkte 8 aber einen polaren 
„zentrischen Bündel; nämlich durch je zwei für einander nullin- 
„Variante Komplexe des Bündels werden der Ebene y\ zwei konjugierte 
„Punkte des polaren Feldes als Nullpunkte, und dem Punkte S 
„zwei konjugierte Ebenen des polaren Bündels als Nullebenen zu- 
„geordnet" 

Durch eine beliebige Gerade g der Ebene tj gehen oo * Komplexe 
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des Eomplexbündels (Seite 153). Sie bilden einen Büschel und haben 
eine lineare Kongruenz Cg des Bündels miteinander gemein. Der Pol 
von g in dem polaren Felde ist der Ebene t\ als Nullpunkt durch 
denjenigen Komplex T des Bündels zugeordnet, für welchen die Kon- 
gruenz Cg und die durch Cg gehenden Komplexe nullinvariant sind. 
Er beschreibt, wenn tq sich um g dreht, den Strahl g' von (7^ welcher 
durch r dem Strahle g zugeordnet ist. — Die durch Cg gehenden 
Komplexe des Bündels sind paarweise für einander nullinvariant und 
bestimmen einen geschart involutorischen Baum 2, worin die Punkte 
von g involutorisch gepaart sind (Seite 146). Die Punktepaare der 
Geraden g bestehen aus je zwei Punkten, die durch die lineare Kon- 
gruenz Cg einander zugeordnet sind (vgl. Seite 129); sie bilden in 
jeder durch g gelegten Ebene i\ eine Involution konjugierter Punkte 
des zugehörigen polaren Feldes ir) (Seite 146). Die polaren Felder, 
die der Komplexbündel in zwei Ebenen tj, tjj bestimmt, haben also 
eine Involution konjugierter Punkte gemein; sie weisen einem beliebigen 
Punkte P der Geraden r[y[^ zwei Polaren zu, die durch den konju- 
gierten Punkt Pj gehen und folglich in einer Ebene % liegen. Auch 
in jeder dritten durch P gelegten Ebene iq, bestimmt der Bündel eiu 
polares Feld und in diesem eine Polare von P, welche jene beiden 
Polaren schneidet, also gleichfalls in % liegt Die Ebene ic ist der 
Ort der Punkte Pj, die dem Punkte P durch je eine lineare Kon- 
gruenz des Komplexbündels zugeordnet sind; jedem ihrer Punkte P^ 
ist ebenso eine durch P gehende Ebene tc^ zugeordnet. Zwischen 
den Punkten P, P^, ... des Raumes imd den ihnen zugeordneten 
Ebenen ic, tc^, ... besteht demnach eine involutorische Korrelation, 
und es ergibt sich: 

„Durch die cx)* linearen Kongruenzen des Komplexbündels sind 
„einem beliebigen Punkte P die Punkte einer Ebene ic zugeordnet; 
„Pund x aber sind einander zugeordnet in einem polaren Räume TT*. 
„Dieser ist durch den Komplexbündel eindeutig bestimmt und ent- 
„hält alle durch ihn bestimmten polaren Felder und polaren Bündel. 
„Eine beliebige Gerade g und ihre Polare (/' in IT* sind in einer 
„linearen Kongruenz Cg des Komplexbündels enthalten und durch 
„denjenigen Komplex des Bündels, für welchen Cg nullinvariant ist, 
„einander zugeordnet. Jede lineare Kongruenz des Bündels, also 
„auch jeder seiner Komplexe ist hiemach in TT* sich selbst zu- 
„geordnet"*) 

Wenn ein Punkt in dem polaren Räume TT* sich selbst konju- 
giert, also durch irgend eine Kongruenz des Komplexbündels sich 
selbst zugeordnet ist, so liegt er auf einer Leitgeraden der Kongnienz. 



*) Vgl. Jolles, Abhandlung in Grelles Jonmal für Math., Bd. 130, S. 238—242. 
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Diese Leitgerade aber ist zagleich Leitgerade eines speziellen Komplexes 
des Bündels. Wir schließen daraus: 

^ie Inzidenzfläche des polaren Raumes TT* ist nur dann reell, 

^wenn der Komplexbündel spezielle Komplexe enthält; sie ist der 

„Ort der zu einander windschiefen Leitgeraden dieser speziellen 

,^omplexe, also eine Begelfläche zweiten Grades.*^ 

Die gemeinsamen Strahlen der Komplexe des Bündels schneiden die 

Leitgeraden seiner speziellen Komplexe und liegen folglich mit ihnen 

auf der Begelfläche. Sie sind die Leitgeraden je eines speziellen 

Stanmokomplexes des Bündels. Also: 

„Wenn ein Komplexbündel spezielle Komplexe enthalt, so gilt 
„dasselbe von dem Bündel seiner Stammkomplexe. Die Lei%eraden 
„seiner speziellen Komplexe und die seiner speziellen Stammkom- 
„plexe bilden die beiden Begelscharen einer Fläche zweiten Grades. 
„Der Komplexbündel und sein Stammbündel bestimmen auf die vor- 
nhin angegebene Weise einen und denselben polaren Baum, der diese 
„Fläche zur Inzidenzfläche hat^^ 

Der Komplexbündel und sein Stammbündel bestinmien auch dann 
denselben polaren Baum TT*, wenn sie keine speziellen Komplexe ent- 
halten. Denn es gilt der Satz: 

„Wenn zwei Punkte P, Pj einander zugeordnet sind durch eine 
,4ineare Kongruenz Cg des Komplexbündels, so sind sie auch durch 
„eine Kongruenz (7/ seines Stammbündels einander zugeordnet" 
Durch die Gerade PP^ nämlich gehen außer der Kongruenz C^ un- 
endlich viele Stammkomplexe r', T", ... des Bündels-, diese bilden 
einen Büschel und haben eine durch PP^ gehende lineare Kongruenz C/ 
des Stammbündels gemein. Einem beliebigen Strahle / von Cg werden 
durch r' und T" zwei zu l windschiefe Strahlen l\ l" von Cg zuge- 
ordnet; die Begelschar IVI" zweiten Grades ist also in Cg enthalten, 
ihre Leitstrahlen aber sind gemeinsame Strahlen der Stammkomplexe 
r', r" und somit Strahlen der Kongruenz Cg. Die durch i, V und 
l" gehende Fläche zweiten Grades ist also mit je einer ihrer 
Begelscharen in den linearen Kongruenzen (7„ Cg enthalten; sie 
geht durch deren Leitgeraden, wenn solche vorhanden sind, nicht aber 
durch den Strahl PP^. Da nun die Punkte P, Pj durch die Kon- 
gruenz Cg einander zugeordnet sind, so sind sie bezüglich der Mäche 
zweiten Grades konjugiert und folglich auch durch C/ einander zu- 
geordnet 

Wenn durch einen linearen Komplex V zwei andere Fj, F, ein- 
ander zugeordnet sind, so liegen sie mit F in einem Komplexbüschel. 
Denn die gemeinsamen Strahlen von F und F^ sind durch F sich 
selbst zugeordnet, ihre lineare Kongruenz ist also auch in F, ent- 
halten. Ein Koraplexbüschel ist demnach durch einen beliebigen 
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seiner Komplexe sich selbst zugeordnet Xun lassen sich die oo* Kom- 
plexe eines Komplexbündels auf oc * Büschel verteilen, die einen belie- 
bigen Komplex r des Bündels gemein haben, und wie jeder dieser 
Büschel, so ist auch der Bündel durch r sich selbst zugeordnet Kurz: 
„Ein Komplexbündel, also auch der durch ihn bestimmte polare 

„Raum TT*, ist durch jeden Komplex des Bündels sich selbst zu- 

„geordnet" 



Zwanzigster Vortrag. 

Strahlenkongruenzen, erzeugt durch kollineare 
Ebenenbflndel oder Punktfelder. 

Durch korrelative Grundgebilde zweiter und dritter Stufe sind 
wir zu den Flächen und Ebenenbündeln zweiter Ordnung, den Null- 
räumen und linearen Strahlenkomplexen und zu den wichtigsten Eigen- 
schaften dieser Gebilde gelangt Wir woUen jetst die Erzeugnisse zweier 
kollinearer Ebenenbündel oder Punktfelder untersuchen. Wenn zwei 
kollineare zentrische Bündel oder ebene Felder einen Strahl entsprechend 
gemein haben, aber weder kollokal noch perspektiv sind, so erzeugen 
sie bekanntlich eine lineare Strahlenkongruenz (Seite 125). Diesen 
besonderen Fall können wir als erledigt betrachten durch den sech- 
zehnten Vortrag. 

Wenn zwei kollineare zentrische Bündel Ä, S^ weder konzentrisch 
noch perspektiv sind, so erzeugen sie eine Strahlenkongruenz erster 
Ordnung, in deren Strahlen sich je zwei homologe Ebenen der Bündel 
schneiden. Nämlich durch einen beliebigen Punkt Ä geht im allgemeinen 
nur ein Strahl der Kongruenz, weil dem Ebenenbüschei SÄ des Bün- 
dels S ein Ebenenbüschel erster Ordnung von 8^ entspricht, und weil 
von diesem i. a. nur eine Ebene durch A geht Mehr als ein Strahl, 
nämlich unendlich viele Strahlen der Kongruenz gehen nur dann 
durch Äj wenn die Achsen der beiden Ebenenbüschel den Punkt Ä 
gemein haben, wenn also Ä ein Schnittpunkt homologer Strahlen der 
Bündel ist In diesem Fafle ist Ä ein „singulärer Punkt" der Kon- 
gruenz, und die durch ihn gehenden Strahlen der Kongruenz bilden 
einen Büschel erster oder einen Strahlenkegel zweiter Ordnung, je 
nachdem die projektiven, sie erzeugenden Ebenenbüschel SÄ^ SiÄ 
eine oder keine Ebene entsprechend gemein haben. Jede ßegelschar 
oder Kegelfläche zweiter Ordnung, die durch homologe Ebenenbüschel 
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der kollinearen Bündel erzeugt wird, geht durch alle singulären Punkte 
der Kongruenz; denn diese Punkte liegen in je zwei homologen Ebenen 
der Büschel, weil sich in ihnen homologe Strahlen der Bündel schneiden. 
Wenn die kollinearen Bündel S, S^ keinen Strahl, wohl aber eine 
Ebene i\ entsprechend gemein haben, so liegen in tj zwei homologe 
Strahlenbüschel von 8 und S^^ und diese erzeugen einen durch ihre 
Mittelpunkte gehenden Kegelschnitt A* (Fig. 25). In jedem Punkte P 
von k* schneiden sich homologe Strahlen der Bündel, P ist also ein 
singulärer Punkt der durch S und S^ erzeugten Strahlenkongruenz. 
Die durch P gehenden Strahlen der Kongruenz bilden einen Büschel 
erster Ordnung und liegen in einer singulären Ebene der Kongruenz. 
Zwei beliebige der oc^ siugulären Ebenen schneiden sich in einer 




Fig. 25. 

Geraden v^ die Punkte von v aber sind singulare Punkte und Schnitt- 
punkte homologer Strahlen der Bündel Ä, iS^, weil durch jeden von 
ihnen zwei und folglich unendlich viele Strahlen der Kongruenz gehen. 
Die Spur von v in der Ebene t] muß deshalb auf dem Kegelschnitt 
k* Uegen. Die Schnittstrahlen homologer Ebenen von S und Sj haben 
mit V und ebenso mit fc* je einen Punkt gemein, und jede Gerade s, 
welche k^ und v in verschiedenen Punkten schneidet, ist ein Strahl 
der durch 8 und 8^ erzeugten Kongruenz. Da nun eine Ebene i. a. 
zwei solche Strahlen s enthält, so ergibt sich: 

„Zwei kollineare zentrische Bündel Ä, Sj, die eine Ebene aber 
„keinen Strahl entsprechend gemein haben, erzeugen eine Strahlen- 
„kongruenz erster Ordnung zweiter Klasse. Die singulären Punkte 
„dieser Kongruenz liegen auf einem Kegelschnitt k^ und einer 
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„Gteraden v^ die einen Punkt gemein haben, und zwar geht A* 
„durch die Mittelpunkte der beiden Bündel. Die Kongruenz besteht 
„aus den oo* Strahlen, welche die Punkte von v mit denen von 
„A^ verbinden; sie kann durch einen Strahl beschrieben werden, 
„der an A* und v entlang gleitet Die Gerade v und der Kegel- 
„schnitt A* heißen deshalb die Leitlinien der Kongruenz. Die 
„Ebenen des Büschels v und die Ebene von k^ sind singulare 
„Ebenen der Kongruenz; die in ihnen enthaltenen Strahlen der 
„Kongruenz bilden je einen Strahlenbüschel erster Ordnung." 
Projizieren wir die Leitlinien k* und v aus zwei beliebigen Punkten 
P, Q von Ar* durch zwei Paar Strahlenbüschel, so sind diese durch A* 
und V projektiv aufeinander bezogen; die gemeinschaftlichen Strahlen 
der beiden Büschelpaare von P und Q aber entsprechen einander, weil 
sie den Schnittpunkt der beiden Leitlinien projizieren. Durch die pro- 
jektiven Strahlenbüschel wird somit eine KoUineation der Bündel P, 
Q bewirkt (vgl. Seite 7), und zwar schneiden sich je zwei homologe 
Ebenen der Bündel in einer Geraden, die mit jeder der Leitlinien A*, 
V einen Punkt gemein hat, also der Kongruenz angehört Kurz: 
„Die Kongruenz erster Ordnung zweiter Klasse wird aus je zwei 
„Punkten ihres Leitkegelschnittes i* durch kollineare Bündel pro- 
„jiziert. Diese Bündel haben die Ebene von A* entsprechend gemein, 
„und ihre übrigen homologen Ebenen schneiden sich in je einem 
„Strahle der Kongruenz." 
Einer dieser Bündel artet aus in den Ebenenbüschel i?; denn aus dem 
Schnittpunkte von k* und v wird die Kongruenz durch den Büschel v 
ihrer singulären Ebenen projiziert 

Zu der Strahlenkongruenz erster Ordnung zweiter Klasse ist rezi- 
prok die Kongruenz erster Klasse zweiter Ordnung. Diese wird durch 
zwei kollineare Punktfelder erzeugt, die einen Punkt, aber keine Gerade 
entsprechend gemein haben. Ihre ängulären Ebenen bilden einen 
Büschel zweiter und einen Büschel erster Ordnung, die eine Ebene 
gemein haben, und die Kongruenz besteht aus den Strahlen, in denen 
die Ebenen des einen Büschels die des anderen schneiden. Kurz: 
„Die Tangenten eines Strahlenkegels zweiter Ordnung, die eine 
„gegebene Tangente des Kegels schneiden ohne mit ihr in derselben 
„Berührungsebene zu liegen, bilden eine Kongruenz erster Klasse 
„zweiter Ordnung." 
Die Kongruenz wird von den Berührungsebenen des Kegels in kolline- 
aren Punktfeldem geschnitten. 

Wir wenden uns nunmehr zu den Erzeugnissen von zwei kolli- 
nearen zentrischen Bündeln S, 8^ oder ebenen Feldern tj, i)i, die gar 
kein Element entsprechend gemein haben. Die durch die Bündel 
Ä, iSj erzeugte Kongruenz erster Ordnimg enthält oc^ Strahlenkegel 
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und oo* Regelscharen zweiter Ordnung, die durch je zwei homologe 
Ebenenbüschel der kollinearen Bündel erzeugt werden. Zwei beliebige 
der Begelscharen und Strahlenkegel haben allemal einen Strahl der 
Kongruenz gemein, weil zwei Ebenenbüschel von S allemal eine Ebene 
gemein haben, die die entsprechende Ebene von S^ in einem Strahle 
der Kongruenz schneidet Die oo* Strahlenkegel und die oo'Eegel- 
flächen zweiter Ordnung, die je eine der Regelscharen enthalten, 
gehen folglich durch die Mittelpunkte der Strahlenkegel, d. h. durch 
alle singulären Punkte der Kongruenz. Zwei beliebige dieser oo* Flachen 
zweiter Ordnung haben einen Strahl der Kongruenz und eine Raum- 
kurve gemein, die der Ort der singulären Punkte ist; durch jeden 
Punkt der Raumkurve gehen nämlich zwei verschiedene auf den Flächen 
gelegene Strahlen der Kongruenz und folglich zwei homologe Strahlen 
der Bündel Ä, S^ (Seite 167). 

Eine beliebige Ebene schneidet die kollinearen Bündel S^ S^^ in 
zwei koUinearen Feldern. Diese haben i. a. entweder die Eckpunkte 
und Seiten eines Dreiecks oder nur einen reellen Punkt und eine 
nicht durch ihn gehende Gerade entsprechend gemein (Seite 70); in 
besonderen Fällen haben sie zwei Punkte, deren Terbindungsgerade 
und eine andere durch einen der Punkte gehende Gerade oder nur 
einen Punkt und eine durch ihn gehende Gerade entsprechend gemein. 
In jedem dieser Punkte und in jeder dieser Geraden aber schneiden 
sich zwei homologe Strahlen bezw. Ebenen der koUinearen Bündel 
S^ iS^. Eine beliebige Ebene enthält also ebenso viele Schnittstrahlen 
homologer Ebenen wie Schnittpunkte homologer Strahlen der Bündel, 
und zwar höchstens drei und mindestens einen; der Ort der singu- 
lären Punkte der Kongruenz ist eine Raumkurve dritter Ordnung. 
Daraus ergibt sich: 

Zwei kolUneare zentrische Bün- 
del /S, i?i, die keinen Strahl und 
keine Ebene entsprechend gemein 
haben, erzeugen eine Strahlenkon- 
gruenz erster Ordnung dritter Klasse. 
Die singulären Punkte dieser Kon- 
gruenz liegen auf einer „Raumkurve 
dritter Ordnung'' oder „kubischen 



Zwei koUineare ebene Felder iq, 
7)1, die keinen Strahl und keinen 
Punkt entsprechend gemein haben, 
erzeugen eine Strahlenkongruenz 
erster Klasse dritter Ordnung. Die 
singulären Ebenen dieser Kon- 
gruenz bilden ein „Ebenengewinde 
dritter Ordnung*' oder „kubisches 
Raumkurve" &•; eine beliebige - Gewinde" x*; durch einen belie- 



Ebene enthält höchstens drei und 
mindestens einen von ihnen und 
eben so viele Strahlen der Kon- 
gruenz. Alle „Bisekanten" der 
kubischen Raumkurve, d. h. alle 
Strahlen, die je zwei Punkte der 



bigen Punkt gehen höchstens drei 
und mindestens eine von ihnen 
und eben so viele Strahlen der Kon- 
gruenz. Alle „Biplanaren" des 
kubischen Gewindes, d. h. alle 
Achsen, durch die je zwei Ebenen 



Die Kongruenz erster Ordnung dritter Klasse. 
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Baumkurve verbinden, sind in der 
Kongruenz enthalten. Durch einen 
beliebigen Punkt geht ein und nur 
ein Strahl der Kongruenz; jeder 
singulare Punkt aber ist der Mittel- 
punkt eines in der Kongruenz ent- 
haltenen Strahlenkegels zweiter Ord- 
nung (Seite 157), und dieser pro- 
jiziert aus ihm die kubische Baum- 
kurve A®. Durch die Baumkurve 
k^ gehen oo* Begelflächen zweiten 
Grades; sie enthalten je eine Begel- 
schar der Kongruenz. 



des Qewindes gehen, sind in der 
Kongruenz enthalten. In einer 
beliebigen Ebene liegt ein und 
nur ein Strahl der Kongruenz; in 
jeder singulären Ebene aber Hegt 
ein in der Kongruenz enthaltener 
Strahlenbüschel zweiter Ordnung, 
der Schnitt der singulären Ebene 
mit dem kubischen Ebenengewinde 
X®. Dem Gewinde x* sind oo*Begel- 
flächen zweiten Grades eingeschrie- 
ben; sie enthalten je eine Begel- 
schar der Kongruenz: 



Auch die Mittelpunkte der kollinearen Bündel S^ S^ sind singul&re 
Funkte der Kongruenz dritter Klasse und liegen -deshalb auf der kubischen 
Baumkurve i*. Denn in dem Mittel- 
punkte von 8 schneiden sich zwei homo- 
loge Strahlen w, z^^, von denen v^ mit 
dem gemeinschaftlichen Strahle S^S der 
Bündel zusammenfällt Die homologen 
Ebenenbüschel v^ u^ der Bündel erzeugen 
einen im Bündel S und in der Kon- 
gruenz enthaltenen Strahlenkegel S* 
zweiter Ordnung (Kg. 6); einem belie- 
bigen Strahle a dieses Kegels aber ent- 
spricht im Bündel S^ ein mit ihm inzi- 
denter Strahl a^, weil die homologen 
Ebenen ua und u^a^ der Bündel beide 
durch a gehen. Überhaupt schneidet der 
Kegel 5* den ihm entsprechenden Strah- 
lenkegel des Bündels S^ in dem Strahle 
8^8 = Uy^ und in der kubischen Baum- 
kurve Ä*, dem Orte der singulären 
Punkte der Kongruenz. Jeder Punkt 
von i* wird durch homologe Strahlen 
der Bündel S, 8^ und dieser beiden 
Kegel zweiter Ordnung projiziert Wenn 
zwei homologe Strahlen die beiden 
Kegel beschreiben, so durchläuft zugleich ihr Schnittpunkt die ganze 
Eaumkurve. 

„Die kubische Baumkurve ist demnach eine in sich zurücklaufende, 

„geschlossene Linie; sie besteht nicht aus getrennten Linienzügen, 

„sondern ist wie die Kegelschnitte einzügig.'' 




Beye, Geometrie der Lage. n. 4. Aufl. 
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Zwei homologe Schnittebenen der Kegel projizieren allemal zwei 
Punkte der Eaumkurve A® und den diese Punkte verbindenden Strahl 
der Kongruenz; homologe Berührungsebenen der Kegel projizieren je 
eine Tangente der Eaumkurve. Dem gemeinschaftlichen Strahle SS^ 
der Bündel aber entspricht in jedem von ihnen eine Tangente von k\ 

Wir wollen jeden Strahl s der Kongruenz als eine „Bisekante"*) 
der kubischen Raumkurve k* bezeichnen, möge er nun die Kurve in 
zwei Punkten schneiden, in einem Punkte berühren oder keinen reellen 
Punkt mit ihr gemein haben. Er liegt in homologen Ebenen der 
kolUnearen Bündel xmd schneidet die beiden in den Ebenen ent- 
haltenen homologen Strahlenbüschel von S und S^ in projektiven 
Punktreihen, deren entsprechend gemeinschaftliche Punkte singulare 
Punkte der Kongruenz sind und auf k^ liegen. Wir nennen den 
Strahl 8 eine „eigentliche" oder „uneigentliche" Bisekante der kubischen 
Raumkurve, je nachdem diese beidenPunkte reell oder konjugiert imaginär 
sind. Wenn sie zusammenfallen, so ist s eine Tangente der Raumkurve. 
Auf jeder eigentlichen Bisekante liegt eine „Sehne" der Raumkurve; 
sie wird von zwei Punkten der Kurve begrenzt 

Hiemach gelten die Sätze: 



Die Kongruenz erster Ordnung 
dritter Klasse besteht aus den Bi- 
sekanten einer kubischen Raum- 
kurve i', des Ortes ihrer singulären 
Punkte. Ein Strahl der Kongruenz 
ist eine eigentliche oder uneigent- 
liche Bisekante von k\ je nachdem 
er zwei reeUe oder zwei konjugiert 
imaginäre Punkte der Kurve enir 
hält Auch die Tangenten der 
Raumkurve *• sind in der Kon- 
gruenz ihrer Bisekanten enthalten; 
sie haben je zwei konsekutive 
Punkte mit k^ gemein. Wir nennen 
k^ die „Ordnungs-" oder „Leitkurve" 
der Kongruenz. 



Die Kongruenz erster Klasse 
dritter Ordnung besteht aus den 
Biplanaren eines kubischen Ebenen- 
gewindes x', des Ortes ihrer singu- 
lären Ebenen. Ein Strahl der Kon- 
gruenz ist eine eigentliche oder 
uneigentliche Biplanare von x*, je 
nachdem zwei reelle oder zwei kon- 
jugiert imaginäre Ebenen des Ge- 
windes durch ihn gehen. Auch 
die „Schmiegungsbiplanaren" des 
Gewindes x* sind in der Kongruenz 
enthalten; durch sie gehen je zwei 
konsekutive Ebenen von x*. Wir 
nennen x^ das „Ordnungs-" oder 
„Leitgewinde" der Kongruenz. 



Der Strahlenbündel S wird durch seinen Strahlenkegel S^ zweiter 
Ordnung, der die Raumkurve k* enthält, in zwei Teile zerlegt (vgl. 



*) In der ersten Auflage dieses Buches bezeichnete ich die Strahlen der Kon- 
gruenz als „Sekanten^^ der kubischen Baunünirve. Biese ältere Bezeichnung wird 
von Fachgenossen noch häufig angewendet; ich ziehe jedoch seit der zweiten Auf- 
lage die Bezeichnungen „Bisekante" und „Sehne" vor, weil ich den Namen „Sekante" 
oder besser „Unisekante" einer Geraden vorbehalten möchte, welche die Kurve in 
einem Punkte schneidet. 
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Abt I, Seite 100). Die Strahlen des einen Teiles liegen außerhalb 
des Kegels, und durch sie gehen je zwei seiner Berührungsebenen; 
die Strahlen des anderen Teiles liegen innerhalb des Kegels, und durch 
sie gehen keine reellen Berührungsebenen. Von einem beliebigen 
Strahle des einen Teiles kann man in dem Bündel zu jedem Strahle 
desselben Teiles, jedoch zu keinem Strahle des anderen Teiles gelangen 
ohne den Strahlenkegel S^ zu überschreiten. — Gehen wir von den 
Strahlen des Bündels S über zu ihren Polarebenen bezüglich des 
Kegels Ä*, so ergibt sich, daß der zentrische Ebenenbündel S durch 
den Ebenenbüschel zweiter Ordnung, der den Kegel S^ einhüllt, in 
zwei Teile zerlegt wird. Die Ebenen des einen Teiles schneiden den 
Kegel in je zwei Strahlen und projizieren die eigentlichen Bisekanten 
von k^] die Ebenen des anderen Teiles enthalten keine reellen Strahlen 
des Kegels 8^ und projizieren die uneigentlichen Bisekanten der Raum- 
kurve k\ Von einer beliebigen Ebene des einen Teiles kann man 
in dem Bündel S zu jeder anderen Ebene desselben Teiles, dagegen 
zu keiner Ebene des anderen Teiles (durch stetige Bewegung der 
Ebene) gelangen ohne eine Berührungsebene von S* zu überschreiten. 
Die Berührungsebenen von Ä* aber projizieren die Tangenten von k\ 
Daraus folgt: 

Die Tangenten der kubischen Die Schmiegungsbiplanaren des 



Raumkurve trennen in der Bise- 
kantenkongruenz die eigentlichen 
Bisekanten der Raumkurve von 
den uneigentlichen. 



kubischen Ebenengewindes trennen 
in der Biplanarenkongruenz die 
eigentlichen Biplanaren des Ge- 
windes von den uneigentlichen. 



Einundzwanzigster Vortrag. 
Raumkurven und Ebenengewinde dritter Ordnung. 

Die Theorie der kubischen Raumkurven und Ebenengewinde 
gründet sich auf folgende, von uns schon bewiesene Sätze (vgl. 
Seite 160): 

Die kubische Raumkurve k^ und Das kubische Ebenengewinde x* 
die Kongruenz ihrer Bisekanten und die Kongruenz seiner Bipla- 
werden erzeugt durch zwei kolli- naren werden erzeugt durch zwei 
neare zentrische Bündel Ä, 5^, die kollineare ebene Felder tq, Trji, die 
kein Element entsprechend gemein kein Element entsprechend gemein 

11* 
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haben (Seydewitz*). In ihren 
Punkten und Bisekanten schneiden 
sich je zwei homologe Strahlen 
bezw. Ebenen der Bündel. Sie wird 
aus jedem ihrer Punkte durch einen 
Strahlenkegel zweiter Ordnung pro- 
jiziert(Cha8les**); durch sie gehen 
die oo* Regelflächen zweiten Grar 
des, die durch homologe Bbenen- 
büschel erster Ordnung der Bündel 
S, Si erzeugt werden. Durch jeden 
nicht auf ihr liegenden Punkt 
geht eine Bisekante der kubischen 
Raumkurve (Cayley***); 



haben. Seine Ebenen und bipla- 
naren Achsen verbinden je zwei 
homologe Strahlen bezw. Punkte 
der Felder. Das Ebenengewinde 
wird von jeder seiner Ebenen in 
einem Strahlenbüschel zweiter Ord- 
nung geschnitten; ihm sind die 
oc' Regelflächen zweiten Orades 
eingeschrieben, die durch homologe 
Punktreihen erster Ordnung der 
Felder ir), tQj erzeugt werden. In 
jeder nicht in ihm enthaltenen 
Ebene liegt eine Biplanare des 
kubischen Ebenengewindes. 



denn die Kongruenz der Bisekanten ist ja von der ersten Ordnung. 




Fig. 26. 

Die Raumkurve k^ kann niit zwei beliebigen Bisekanten a, b und 
ebenso mit zwei beliebigen Punkten, die nicht auf derselben Bisekante 
liegen, durch eine Regel- oder Kegelfläche zweiten Grades verbunden 
werden, die eine Schar von Bisekanten enthält (Fig. 26). Denn durch 
a und b gehen zwei Paar homologe Ebenen der koUinearen Bündel 

*) Seydewitz (1847) in Gnmerts Archiv für Math. u. Phys. Bd. 10, Seite 205. 
**) Ghasles, Apercu historique, Broxelles 18S7, Note 88. 
***) Cayley in Liouvüle, Journal de Math. 1845, Seite 10. 
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S^ S^; diese Ebenen aber liegen in z^rei homologen Ebenenbüscheln 
von S und S^, die die Schar von Bisekanten und deren Ort, die 
Fläche zweiten Grades erzeugen. Die Hache wird durch eine Gerade g 
beschrieben, die als „XJnisekante^^ an k^ hingleitet und mit a und b 
inzident ist; zugleich beschreiben die beiden Ebenen, welche die Bi- 
sekanten a, b mit der XJnisekante g und daher mit einem veränderlichen 
Punkte der Kurve k^ verbinden, zwei projektive Ebenenbtischel um a 
und b, welche die Mäche erzeugen. Daraus folgt: 

Die kubische Eaumkurve Ä* Das kubische Ebenenge- 



wird aus je zwei ihrer Bise- 
kanten durch projektive Ebe- 
nenbüschel projiziert (Chas- 
les*). 



winde x* wird von je zwei 
seiner biplanaren Achsen in 
projektiven Punktreihen ge- 
schnitten. 



Diese fundamentalen Eigenschaften der kubischen Raumkurven 
und Ebenengewinde erinnern an analoge Eigenschaften der Kurven 
und Strahlenbüschel zweiter Ordnung (I. Abt Seite 79). Auf sie 
gründen sich folgende Definitionen: 



Vier Punkte einer kubischen 
Raumkurve heißen harmonische 
Punkte der Kurve, wenn sie aus 
irgend einer und folglich aus jeder 
Bisekante der Kurve durch vier har- 
monische Ebenen projiziert werden. 



Yier Ebenen eines kubischen 
Ebenengewindesheißenharmonisch, 
wenn sie von irgend einer und 
folglich von jeder Bipianare des 
Gewindes in vier harmonischen 
Punkten geschnitten werden. 



Wir bezeichnen die kubischen Raumkurven und Ebenengewinde als 
„Elementargebilde dritter Ordnung*' und werden auf sie die früher 
(I. Abt Seite 131) aufgestellten Definitionen der projektiven Verwandt- 
schaft und der Perspektiven Lage von Elementargebilden anwenden. 
Die kubische Raumkurve A* wird aus jeder ihrer Bisekanten 
durch einen zu ihr projektiven und sogar Perspektiven Ebenenbüschel 
und aus jedem ihrer Punkte durch einen zu ihr Perspektiven Strahlen- 
kegel zweiter Ordnung projiziert Zwei beliebige der zu k^ Perspek- 
tiven Ebenenbüschel erzeugen eine zu der Raumkurve Perspektive 
Kegelfläche oder Regelschar zweiter Ordnung, je nachdem ihre Achsen 
sich schneiden oder nicht Auch ergibt sich ohne weiteres: 



Alle Ebenenbüschel erster und 
alle Strahlenkegel und Regelscharen 
zweiter Ordnung, die zu einer ku- 
bischen Raumkurve perspektiv lie- 
gen, sind zu einander projektiv 
(V. Staudt**). 



Alle Punktreihen erster und alle 
Strahlenbüschel und Regelscharen 
zweiter Ordnung, die zu einem 
kubischen Ebenengewinde perspek- 
tiv liegen, sind zu einander pro- 
jektiv. 



*) Chasles in Liouville, Journal de Math. 1857, Seite 899. 
♦♦) V. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage III, Nürnberg 1860, Nr. 466, 474. 
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Mit der kubischen Raumkurve k^ ist die Kongruenz ihrer Bi- 
sekanten gegeben. Um ohne Benutzung der sie erzeugenden kollinearen 
Bündel 5, S^ durch einen Punkt Q eine Bisekante von k^ zu legen, 
verbinden wir Q mit irgend einem Punkte P der Kurve durch eine 
Gerade g und legen durch g zwei Ebenen, die je zwei von P ver- 
schiedene Punkte mit k^ gemein haben. Die beiden Bisekanten a, 6, 
welche diese zwei Punktepaare enthalten, liegen mit A' auf einer 
Regelfläche zweiter Ordnung (Seite 164); diese aber geht durch die 
Gerade g^ weil sie mit g die drei Punkte ga^ gb und P gemein hat 
Die eine Regelschar der Flache enthält die Strahlen a, b und besteht 
aus Bisekanten, die andere ist zu k^ perspektiv, enthält die Gerade g 
und besteht aus XJnisekanten der Raumkurve k^; der durch Q gehende 
Strahl der ersteren Schar aber ist die gesuchte Bisekante. Ziehen wir 
also durch zwei beliebige Punkte P^, P, von ä® zwei mit a und b 
inzidente Strahlen g^^ g^ der Fläche und sodann durch Q einen Strahl 5, 
welcher ^^ und g^ schneidet, so ist $ die durch Q gehende Bisekante 
von k\ Beiläufig ergibt sich: 



Eine Unisekante g der kubischen 
Raumkurve kann mit der Kurve 
durch eine Regelfläche zweiten 
Grades verbunden werden. Die 
eine Regelschar der Fläche besteht 
aus Bisekanten, die andere, der g 
angehört, aus Unisekanten der Raum- 
kurve (Chasles). 



Durch eine Uniplanare g eines 
kubischen Ebenengewindes geht 
eine dem Gewinde eingeschriebene 
Regelfläche zweiten Grades. Die 
eine Regelschar der Fläche besteht 
aus Biplanaren, die andere, der g 
angehört, aus Uniplanaren des Ge- 
windes. 



Projizieren wir aus einem beliebigen Punkte S^ der Raumkurve k^ 
die Konkruenz ihrer Bisekanten, so weisen wir damit je zwei homo- 
logen E bene n a, a^ der kollinearen Bündel S^ S^ die durch die Bi- 
sekante attj gehende Ebene o, von S^ zu. Wenn a und a^ in den 
Bündeln S, Sj zwei homologe Ebenenb usche l g^ g^ erster Ordnung 
beschreiben, so beschreibt die Bisekante aa^ eine durch 8^ gehende 
Kegelfläche oder Regelschar zweiter Ordnung; diese aber wird aus 5, 
durch einen dritten Ebenenbüschel g^ projiziert, dessen Achse ein 
Strahl der Kegelfläche bezw. ein LeitstraM der Regelschar ist Dem- 
nach entspricht jeder Ebene a von 8 eine Ebene 04 des Bündels 8^ 
und jedem in a liegenden Strahle g von /S ein in 04 liegender Strahl 
g^ von 8^ ; die zentrischen Bündel 8^ 8^ sind also kollinear, und sie 
erzeugen ebenso wie die koUinearen Bündel S, 8^ die Kongruenz der 
Bisekanten von k^. Die Mittelpunkte der Bündel 8^ 8^ können folg- 
lich mit beliebigen anderen Punkten der kubischen Raumkurve ver- 
tauscht werden, sie zeichnen sich nicht aus vor den übrigen Punkten 
von k^. Insbesondere gilt der fundamentale Satz: 



Kubische BatunlnuTen und Ebenengewinde. 
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Die Kongruenz der Bisekan- 
ten einer kubischen Baum- 
kurve A* wird aus den Punkten 
der Kurve durch kollineare 
Bündel projiziert (Seydewitz*). 
In jeder Bisekante schneiden sich 
homologe Ebenen, in jedem Punkte 
der Kurve aber homologe Strahlen 
dieser Bündel. 



Die Kongruenz derBiplana- 
ren eines kubischen Ebenen- 
gewindes wird von den Ebenen 
des Gewindes in kollinearen 
Feldern geschnitten. Jede Bi- 
planare verbindet homologe Punkte, 
jede Ebene des Gewindes ver- 
bindet homologe Strahlen dieser 
Felder. 



Auch diese Sätze erinnern an analoge fundamentale Eigenschaften der 
Kurven und Strahlenbüschel zweiter Ordnung. 

Wenn die KoUineation der beiden Bündel S^ S^ durch zwei homo- 
loge Vierkante oder Vierflache oder auch durch zwei homologe Drei- 
kante und zwei homologe Ebenen oder Strahlen bestimmt ist, so ist 
die Kongruenz der Bisekanten nebst ihrer Leitkurve A* bestimmt. 
Daraus folgt: 



Eine kubische Raumkurve ist 
eindeutig bestimmt, wenn von ihr 
sechs Punkte, oder fünf Punkte und 
eine Bisekante, oder drei Punkte 
und drei Bisekanten, oder zwei 
Punkte und vier Bisekanten be- 
liebig gegeben sind. 



Ein kubisches Ebenengewinde 
ist eindeutig bestimmt, wenn von 
ihm sechs Ebenen oder fünf Ebe- 
nen und eine Biplanare oder drei 
Ebenen und drei Biplanaren oder 
zwei Ebenen und vier Biplanaren 
beliebig gegeben sind. 



Bei spezieller Lage der gegebenen Elemente, z. B. wenn vier der ge- 
gebenen Punkte in einer Ebene oder drei in eiQer Geraden liegen, 
kann die Baumkurve in einen Kegelschnitt und eine ihn schneidende 
Gerade oder in zwei windschiefe Gerade und eine sie schneidende 
oder in drei durch einen Punkt gehende Gerade zerfallen (vgl. Seite 160 
und 127). Ein kubisches Ebenengewinde kann zerfallen in zwei 
Ebenenbüschel erster und zweiter Ordnung, die eine Ebene gemein 
haben, oder in drei Ebenenbüschel erster Ordnung, von denen zwei 
mit der dritten je eine Ebene gemein haben. 

Durch vier Punkte geht nur dann eine kubische Baumkurve i®, 
die zwei gegebene Strahlen a^ b zu Bisekanten hat, wenn a, b und 
die vier Punkte (mit k^) auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen 
(Seite 164). Die Kurve ist aber nicht eindeutig bestimmt, vielmehr 
kann sie auf der Fläche unendlich viele Lagen annehmen, wie aus 
einem späteren Satze (Seite 168) folgt. 

Die durch drei Punkte A^ 5, C und drei Bisekanten ^^, Wj, u^ 
bestimmte kubische Baumkurve k^ wird aus w, w^, u^ durch drei 



*) Seydewitz in Gnmerts Archiv für Mathematik 1847, Bd. 10, Seite 207. 
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projektive Ebenenbüschel projiziert (Seite 166) und durch diese er- 
zeugt Die projektive Beziehung: 

u{ÄBC) — Ui{ÄBC)j::;ti^{ÄBC) 
dieser Büschel aber ist ganz beliebig, weil Ä^ J5, C di-ei beliebige 
Punkte sind. Somit ergibt sich: 



Drei projektive Ebenenbüschel 
erster Ordnung erzeugen i. a. eine 
Eaumkurve dritter Ordnung, welche 
die Achsen der Büschel zu Bise- 
kanten hat (Ghasles*). 



Drei projektive Punktreihen erster 
Ordnung erzeugen L a. ein Ebenen- 
gewinde dritter Ordnung, welches 
die Träger der Punktreihen zu Bi- 
planaren hat 



Die durch sechs Punkte bestinunte kubische Baumkurve läßt sich 
durch drei projektive Ebenenbüschel erzeugen, deren Achsen drei der 
sechs Punkte verbinden. 



Wenn eine Regelschar oder ein 
Strahlenkegel zweiter Ordnung und 
ein Ebenenbüschel u erster Ordnung 
projektiv sind, so erzeugen sie i. a. 
ein kubische Raumkurve. Diese 
hat die Achse u des Büschels und 
die Leitstrahlen der Schar bezw. 
die Strahlen des Kegels zu Bi- 
sekanten. 



Wenn eine Regelschar oder ein 
Strahlenbüschel zweiter Ordnung 
imd eine Punktreihe v erster Ord- 
nung projektiv sind, so erzeugen 
sie i. a. ein kubisches Ebenenge- 
winde. Dieses hat die Gerade v 
imd die Leitstrahlen der Schar 
bezw. die Strahlen des Büschels 
zu Biplanaren. 



Denn je zwei zu dem Strahlengebilde (links) Perspektive Ebenenbüschel 
1^1, w, sind zu dem Büschel u projektiv und erzeugen mit ihm die 
Raumkurve. 

Auf einer Regelfläche jK* zweiten Grades gibt es i. a. zwei ku- 
bische Raumkurven, die durch drei gegebene Punkte -4, jB, C von 22* 
gehen und eine gegebene, nicht auf jR* liegende Gerade u zur Bi- 
sekante haben. Werden nämlich die beiden Regelscharen der Fläche 
projektiv so auf den Ebenenbüschel u bezogen, daß ihre durch -4, jB, C 
gehenden Strahlen den Ebenen uA, uB^ uC bezw. entsprechen, 
so erzeugen sie mit dem Büschel u die beiden Raumkurven. Diese 
gehen durch die Punkte, die die Gerade u mit R^ gemein hat Daraus 
folgt: 

Auf einer Regelfläche jB* zweiten Einer Regelfläche iZ* zweiten 



Grades gibt es zwei und nur zwei 
kubische Raumkurven, die durch 
fünf beliebig auf iZ* angenommene 
Punkte gehen (Chasles**). Jede 



Grades können zwei und nur zwei 
kubische Ebenengewinde so um- 
schrieben werden, daß sie fünf be- 
liebig gegebene Berührungsebenen 



*) Chasles, Aper9a historique 1887, Note 88. 
**) Chasles in lioayiUe, Journal de Mathematiques, 1857. 
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Regelsohar der Fläche besteht aus 
Bisekanten von einer der beiden 
Baomkarven und ans ünisekaaten 
der anderen. 



Ton B^ enthalten. Jede Regelschar 
von jB* besteht aus Biplanaren von 
einem der beiden GFewinde und aus 
üniplanaren des anderen. 



Auf der Regelfläche R* gibt es hiemach zwei Systeme von je 
oo* kubischen Raumkurven. Für diese gilt der Satz: 

„Zwei kubische Raumkurven k^^ k\ haben mindestens einen reellen 

j^unkt gemein, wenn sie so auf einer Regelfläche R* zweiten Grades 

,4iegen, daß jede der beiden Regelscharen von R* aus Bisekanten 

„von einer der Raumkurven besteht"*) 
Seien nämlich Ä, B zwei Punkte von A*, die auf einer Geraden g von 
U* liegen, und sei C der von ihnen i. a. verschiedene Schnittpunkt 
von g mit k\ (Seite 166). Dann berührt der Strahlenkegel A{k^) 
zweiter Ordnung, der A* aus A projiziert, in B die Fläche 22*; er 
schneidet folglich jB* und zugleich die Raumkurve k\ im Punkte C. 
Ein die Kurve k\ durchlaufender Punkt überschreitet deshalb im 
Punkte C den Strahlenkegel A{k% etwa indem er sich von außen 
nach innen bewegt; er muß aber, weil k\ eine zusammenhängende 
einzügige Raumkurve ist, in irgend einem anderen reellen Punkte P 
wieder aus dem Kegel heraustreten. Dieser Punkt P nun liegt nicht 
nur auf k\ sondern zugleich auf k^\ denn er ist ein gemeinsamer 
Punkt der beiden Flächen iJ* und A{k^)^ die sich in g und Jfc^ 
schneiden, und da er nicht auf der Geraden g liegt, so ist er ein 
Punkt von A*. 

Wenn zwei kubische Raumkurven auf einer Regelfläche i2* zweiten 
Grades liegen und die Strahlen der einen Regelschar von iZ* zu ge- 
meinschaftlichen Bisekanten haben, so haben sie höchstens vier Punkte 
gemein. Nun erzeugen aber vier projektive Ebenenbüschel erster 
Ordnung zu dreien i. a. vier kubische Raumkurven; zwei beliebige 
dieser Kurven liegen auf einer von zwei der Büschel erzeugten 
Regelfläche zweiten Grades und haben eine Schar von Bisekanten, 
also höchstens vier Punkte gemein. Wir schließen daraus (vgl L Abt 
Seite 141): 

Es gibt i. a. höchstens vier Punkte, | Es gibt i. a. höchstens vier Ebenen, 



in denen von vier projektiven Ebe- 
nenbüscheln erster Ordnung sich 
je vier homologe Ebenen schneiden. 



in denen von vier projektiven Punkt- 
reihen erster Ordnung je vier ho- 
mologe Punkte liegen. * 



Sind mehr als vier solche Schnittpunkte vorhanden, so sind die vier 
Ebenenbüschel zu einer Punktreihe erster, einer Kurve zweiter oder 
einer Raumkurve dritter Ordnung perspektiv. 

•) Im Anhange Nr. 152 wird bewiesen, daß die beiden Raumkurven fünf Punkte 
gemein haben, die aber paarweise konjugiert imaginär sein können. 
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Wenn sich zwei geradlinige 
Mächen zweiter Ordnung in einer 
Geraden g schneiden, so haben sie 
außer ihr i. a. eine kubische Baum- 
kurve gemein, die g zur Bisekante 
hat 



Wenn zwei geradlinige Flächen 
zweiter Klasse eine Gerade g ge- 
mein haben, so sind sie i. a. einem 
kubischen Ebenengewinde einge- 
schrieben, das g zur Biplanare 
hat 



Denn jede der beiden Flächen links kann durch zwei projektive 
Ebenenbüschel erzeugt werden, von denen einer die Achse g hat; die 
drei projektiven Ebenenbüschel erzeugen die Baumkurve. Diese kann, 
vrie wir nochmals hervorheben, in einen Kegelschnitt und eine ihn 
und g schneidende Gerade oder in zwei windschiefe und eine sie 
schneidende Gerade oder in drei durch einen Punkt gehende Gerade 
zerfallen. 

Nach einer früheren Bemerkung (Seite 160) gilt auch der um- 
gekehrte Satz: 



Wenn zwei geradlinige Flächen 
zweiter Ordnung sich in einer ku- 
bischen Baumkurve k^ sehneiden, 
so haben sie eine Bisekante von k^ 
gemein (Ghasles). 



Wenn zwei geradlinige Flächen 
zweiter Klasse einem kubischen 
Ebenengewinde y} eingeschrieben 
sind, so haben sie eine Biplanare 
von x' gemein. 
Eine kubische Baumkurve k^ wird aus jedem auf ihr gelegenen 
Punkte P durch einen Strahlenkegel zweiter Ordnung projiziert 
(Seite 161). Dieser Kegel enthält die Tangente p von k^ im PuBÜtte P 
und wird in ihr von der zu P gehörigen Schmiegungsebene ic der 
Baumkurve berührt (Seite 29); seine Berührungsebenen projizieren 
aus dem Punkte P die Tangenten von i*. Sind zwei der zu A" Per- 
spektiven Strahlenkegel zweiter Ordnung durch je fünf Elemente 
(Strahlen und Berührungsebenen) gegeben, so ist als ihr partieller 
Schnitt auch die kubische Baumkurve bestimmt Daraus folgt: 



Eine kubische Baumkurve ist 
eindeutig bestimmt durch sechs 
ihrer Punkte oder durch fünf Punkte 
und die Tangente in einem von 
ihnen oder durch vier Punkte und 
die Tangenten in zwei von ihnen 
oder durch drei Punkte und deren 
Tangenten. 



Ein kubisches Ebenengewinde 
ist eindeutig bestimmt durch sechs 
seiner Ebenen oder durch fünf 
Ebenen imd die Berührungsbi- 
planare in einer oder durch vier 
Ebenen und die Berührungsbi- 
planaren in zwei vpn ihnen oder 
durch drei Ebenen imd deren Be- 



rührungsbiplanaren. 
Doch dürfen weder vier der gegebenen Punkte noch zwei der Tan- 
genten noch drei der Punkte und eine der Tangenten in einer Ebene 
liegen, wenn die Baumkurve nicht zerfallen soll. 

Diesen und den früheren Sätzen über die Bestimmung einer ku- 
bischen Baumkurve durch Punkte, Bisekanten imd Tangenten ent- 
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sprechen zahlreiche Eonstroktionsaafgaben, unter denen wir die folgende 
hervorheben und lösen wollen: 

„Eine kubische Raumkurve k^ zu konstruieren, wenn von ihr zwei 
„Punkte S, 8^ und zwei Paar windschiefe Bisekanten o, a, und 
„6, 6i beliebig gegeben sind." 
Wir legen durch S (und ebenso durch 8^) zwei Strahlen, von denen 
der eine mit a und a^, der andere mit b und b^ Inzident ist, und 
Yerbinden diese beiden Strahlen durch eine Ebene *») (bezw. irj^). Dann 
liegt der Schnittstrahl g der Ebenen % t)^ mit den Strahlenpaaren a, a^ 
und 6, bj^ auf zwei Begelflächen ^weiter Ordnung, die sich in g und 
der gesuchten Baumkurve k^ schneiden (Seite 170). Eine durch g ge- 
legte Ebene ti^ hat mit a, a^ und 6, b^ zwei Punktepaare J., J.^ und 
-B, B^ gemein, deren Verbindungsgeraden ÄÄ^ und BB^ sich in einem 
Punkte 82 von A' schneiden; und wenn sich i»], um die Gerade g 
dreht, so beschreibt 8^ die kubische Baumkurve. Eine sehr einfache 
Konstruktion der Baumkurve ist damit gegeben. Die Gerade g ist 
eine Bisekante von k^ und schneidet alle mit a und a^ sowie alle 
mit b imd b^ inzidenten ünisekanten der Baumkurve. 

Wenn die gegebenen Bisekanten a, a^ imd 6, b^ zwei Paar Gegen- 
kanten eines Tetraeders sind, so geht die kubische Baumkurve durch 
die vier Eckpunkte des Tetraeders. Wir können also auf diese Art 
auch die durch sechs beliebige Punkte gehende kubische Baumkurve 
konstruieren. Drei Punkte und zwei Paar windschiefe Bisekanten a, «j 
und fr, b^ einer kubischen Baumkurve genügen der Bedingung, daß 
die drei Paar teils mit a und a^, teils mit b und b^ inzidenten Strahlen 
der drei Punkte von einer Geraden g geschnitten werden. 

Wie sechs Punkte eines Kegelschnittes, so unterliegen sieben 
Punkte einer kubischen Baumkurve k^ gewissen Bedingungen. Zwei 
der Kurve k^ eingeschriebene Dreiecke werden aus einem siebenten 
Kurvenpunkte durch zwei Dreikante projiziert, die einem Kegel zweiter 
Ordnung eingeschrieben und folglich (Seite 94) einem anderen Kegel 
zweiter Ordnung umbeschrieben sind. Von- einer der Dreiecksebenen 
werden also die beiden Dreikante in zwei Dreiecken geschnitten, die 
einem Kegelschnitt umschrieben sind. Da aber der Kegelschnitt durch 
fünf seiner Tangenten bestimmt ist, so ergibt sich: 

„Ein Dreieck und ein Tetraeder, deren sieben Eckpimkte auf einer 
„kubischen Baumkurve liegen, sind einem Kegelschnitt umbeschrieben" 
(Chasles*). 

Eine andere Eigenschaft von sieben Punkten einer kubischen 
Baumkurve enthält der Satz: 

„Wenn ein einfaches Siebeneck 12 3456 7 einer kubischen Baum- 



*) Chasles in Lioavilie, Journal de Math. 1857, Seite 400. 
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„kurve eingeschrieben ist, so schneiden seine Kanten die ihnen 

„gegenüberliegenden Flächen in den Eckpunkten eines anderen ein- 

,^hen Siebenecks, das jenem nicht bloß ein- sondern auch um- 

„beschrieben isf' (Chasles). 

Z. B. die Kanten 2 3, 3 4, 45 schneiden die gegenüberliegenden Flächen 

56 7, 671, 712 in drei Punkten, die mit dem Punkte 7 in einer 

Ebene liegen. Das ergibt sich sofort, wenn man aus 7 das einfache 

Sechseck 123456 durch ein Sechskant projiziert; denn die drei Paar 

Oegenebenen des Sechskantes schneiden sich nach Pascal in drei 

durch jene Punkte gehenden und in einer Ebene liegenden Geraden. 



Zweiimdzwanzigster Vortrag. 

Projektive Eigenschaften der kubischen Raumkurven 
und Ebenengewinde. Die vier Arten der kubischen 

Raumkurve. 

Eine kubische Baumkurve k^ ist zu einem Elementargebilde u 
projektiv, wenn einer und folglich jeder der projektiven Ebenenbüschel, 
durch welche sie aus ihren Bisekanten projiziert wird, zu u projektiv 
ist. Sie kann durch Vermittlung dieser zu ihr Perspektiven Büschel 
projektiv auf u bezogen werden. Da sie durch drei der Ebenenbüschel 
erzeugt wird, so ergibt sich aus einem früheren Satze (Seite 169): 



Wenn eine kubische Baumkurve 
zu einem Ebenenbüschel erster 
Ordnung projektiv, aber nicht per- 



Wenn ein kubisches Ebenen- 
gewinde zu einer Punktreihe erster 
Ordnung projektiv, aber nicht per- 



spektiv ist, so liegen höchstens vier i spektiv ist, so gehen höchstens vier 



ihrer Punkte auf den entsprechen- 
den Ebenen des Büschels. 



seiner Ebenen durch die ent- 
sprechenden Punkte der Reihe. 



Sollen zwei kubische Raumkurven i;^, k^ projektiv so aufeinander 
bezogen werden, daß drei gegebenen Punkten -4, B, C von A® drei 
beliebige Punkte A^^ B^^ C^ von k\ entsprechen, daß also 

k^{ABC)-j\k\{Ä^B^C^) 
ist, so beziehen wir zwei zu k^ bezw. k\ Perspektive Ebenenbüschel 
u^ v^ projektiv so aufeinander, daß 

u{ABC) — v,{Ä^B,C,) 
wird. Zwei Punkte D, D^ der Kurven entsprechen einander, wenn 
sie durch homologe Ebenen der Büschel w, Vy^ projiziert werden. Die 
beiden Ebenenbüschel liegen perspektiv, wenn ihre Achsen in einer Ebene 
enthalten sind, die zwei homologe Punkte der Raumkurven projiziert 
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Die projektive Beziehung der kubischen Raumkurven A;*, kl ist 
eindeutig bestimmt, wenn auf ihnen drei Paar homologe Punkte be- 
liebig gegeben sind. Daraus folgt: 



Zwei kollokale projektive Baum- 
kurven dritter Ordnung haben höch- 
stens zwei Punkte entsprechend ge- 
mein, wenn nicht alle ihre homo- 
logen Punkte sich decken. 



Zwei kollokale projektive Ebenen- 
gewinde dritter Ordnung haben 
höchstens zwei Ebenen entsprechend 
gemein, wenn nicht alle ihre homo- 
logen Ebenen sich decken. 



Zwei projektive kubische Raumkurven A;*, kl sind homologe Ge- 
bilde von zwei kollinearen Räumen. Wenn nämlich sechs beliebigen 
Punkten Ä, B, C, D, E, F von k^ bezw. die Punkte A^, B^, C^, D^, E^, jF\ 
von kl entsprechen, so können wir ABCDE und Ä^Bj^C^D^E^ als 
homologe Fünfecke zweier kollinearer Räume 2, 2^ auffassen. Dem 
zu k^ Perspektiven Ebenenbüschel ÄB(CDEF) von 2 entspricht 
dann in S^ ein zu ihm projektiver Ebenenbüschel mit der Achse Ä^^Bj^, 
Dieser hat mit dem zu kl Perspektiven Ebenenbüschel Ä^B^ {C^DyE^F^\ 
der wegen der projektiven Beziehung: 

AB{CDEF)-^'A^^[C^D^E^F^) 
auch zu ihm projektiv ist, drei Ebenen entsprechend gemein und ist 
folglich mit ihm identisch; der Ebene ABF Von 2 entspricht also 
die Ebene Ä^By^F^ von 2i. Ebenso entsprechen den Ebenen ACF^ 
BCF von 2 bezw. die Ebenen A^C^F^, B^C^Fy^ von 2^, und folg- 
lich sind F^ J\ zwei homologe Punkte der kollinearen Räume 2, 2^. 
Der kubischen Raumkurve i* aber, die die sechs Punkte ^ä, 5, . . . , J^ 
voa 2 verbindet, entspricht in 2^ eine kubische Raumkurve, die durch 
^1, jB^, ..., J\ geht und folglich mit kl zusammenfällt Also: 



Zwei projektive kubische Raum- 
kurven **, *} sind homologe Kur- 
ven von zwei kollinearen Räumen 
2, 2^ ; ihre Homographie (projektive 
Beziehung) bestimmt die Eollinea- 
tion dieser Räume eindeutig. 



Zwei projektive kubische Ebenen- 
gewinde sind homologe Gewinde 
von zwei kollinearen Räumen; 
ihre Homographie bestinmit die 
Eollineation dieser Räume ein- 
deutig. 



Einer Ebene des Raumes 2, die beliebige drei Punkte von i* verbindet, 
entspricht in 2^ die Yerbiudungsebene der entsprechenden drei Punkte 
von kl. Den Bisekanten, Tangenten und Schmiegungsebenen von k^ 
in 2 entsprechen in 2j die homologen Bisekanten, Tangenten und 
Schmiegungsebenen von Af (vgl Seite 30). 

„Zwei projektive kubische Raumkurven i*, JfcJ, die vier Punkte 
„il, B^ (7, D entsprechend gemein haben, liegen auf einer Regel- 
„oder Eegelfläche zweiter Ordnung. Sie erzeugen eine zu ihnen 
„Perspektive Schar von Geraden dieser Fläche und haben auf der 
„Fläche eine Schar gemeinsamer Bisekanten.^^ 
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Seien nämlich 6, b' zwei Bisekanten von A;*, welche die Verbindungs- 
gerade zweier homologer Kurvenpunkte P, P^ schneiden, aber nicht durch 
P oder Pj gehen. Dann liegen die zu k^ Perspektiven Ebenenbüschel 
fr, b' auch zu k\ perspektiv, weil von ihnen je fünf Ebenen durch die 
ihnen entsprechenden Punkte Ä^ P, C, P, P^ gehen (Seite 172). Diese 
Ebenenbüschel erzeugen die zu k^ und k\ Perspektive Schar von Geraden 
und deren Ort, die A* und k\ verbindende Fläche zweiter Ordnung; ihre 
Achsen 6, b' sind gemeinsame Bisekanten der beiden Baumkurven. 

Sind zwei Bäume 2, 2^ korrelativ, so entspricht jeder kubischen 
Baumkurve i* von S ein zu ihr projektives kubisches Ebenengewinde 
x{ in 2jL. Denn den drei projektiven Ebenenbüscheln von 2, durch 
welche die Baumkurve A* aus beliebigen drei ihrer Bisekanten pro- 
jiziert wird, entsprechen in 2^ drei zu ihnen und folglich zu einander 
projektive Punktreihen erster Ordnung; diese aber erzeugen das ku- 
bische Ebenengewinde x}, und ihre Träger sind Biplanaren von xj. 
Jeder Bisekante von k^ entspricht eine Biplanare von xf. Eine Baum- 
kurve und ein Ebenengewinde dritter Ordnung, die projektiv sind^ 
können allemal als homologe Gebilde zweier korrelativer Bäume auf- 
gefaßt werden und bestimmen deren Korrelation eindeutig, wie nun- 
mehr leicht zu beweisen ist (vgl. Seite 173). s 

Eine involutorische kubische Baumkurve bestimmt einen geschart 
involutorischen Baum, worin sie sich selbst zugeordnet ist Sie wird 
aus jeder ihrer Bisekanten durch eine Ebeneninvolution, aus jedem 
ihrer Punkte durch einen involutorischen Strahlenkegel zweiter Ord- 
nung projiziert Mit der Involutionsachse g des Kegels liegen seine 
Strahlenpaare, also auch die Punktepaare der involutorischen Baum- 
kurve in je einer Ebene (I. Abt Seite 148). Die Involutionen auf 
dem Kegel und der Baumkurve sind elliptisch, wenn die Involutions- 
achse g innerhalb, hyperbolisch, wenn sie außerhalb des Kegels liegt 
Die Bisekanten, welche die Baumkurve in den Punktepaaren ihrer 
Involution schneiden, liegen in einer Begelschar zweiter Ordnung, 
die g zum Leitstrahl hat (Seite 166). Es gilt hiemach der Satz: 



Jede Begelfläche zweiten Grades, 
die durch die kubische Baumkurve 
k^ geht, enthält von ihr eine Schar 
Bisekanten (Seite 166); die eigent- 
lichen Bisekanten dieser Schar 
schneiden die Baumkurve in den 
Punktepaaren einer Involution (vgl. 
Chasles*). 

Je nachdem die Punktinvolution auf k^ und der sie enthaltende 
involutorische Baum elliptisch oder hyperbolisch sind, besteht die 



Jede Begelfläche zweiten Grades, 
die einem kubischen Ebenengewinde 
eingeschrieben ist, enthält von ihm 
eine Schar Biplanaren; durch die 
eigentlichen Biplanaren dieser Schar 
gehen Ebenenpaare des Gewindes, 
die eine Involution bilden. 



*) Chasles in liouville, Journal de Math. 1S57, p. 401. 
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Schar aus lauter eigentlichen Bisekanten von i®, oder zwei ihrer Strahlen 
berühren die Raumkurve i* in den Doppelpunkten 17, V der Involution 
und trennen die eigentlichen Bisekanten der Schar von den uneigent- 
lichen. Im letzteren Falle teilen diese zwei Tangenten von h^ die Regel- 
fläche in zwei Hächenstreifen, von denen der eine die uneigentlichen, 
der andere die eigentlichen Bisekanten der Schar nebst allen reellen 
Punkten der Raumkurve enthält Durch die Doppelpunkte CT, V der 
Involution gehen zwei Leitstrahlen u^ v der Schar; sie sind die 
Doppelstrahlen der zu k^ Perspektiven und folglich gleichfalls involu- 
torischen Leitschar der Bisekantensdiar. 

Die Doppelpunkte C/j V und die. Punktepaare ÄÄ^^ BB^^ . . . 
der involutorischen Raumkurve k^ sind zugleich Doppelpunkte und 
Ponktepaare des durch k^ bestimmten involutorischen Raumes S; die 
Tangenten von ft* in 17 und V und die Bisekanten AA^^ BB^^ . . . 
aber sind Doppelstrahlen, die Ebenen UAA^^ UBB^^ . . . Doppelebenen 
von 2, und der Schnittstrahl u dieser Ebenen ist die eine, ebenso v 
die andere Involutionsachse von 2. Die Strahlen w, v sind „Schmie- 
gungsstrahlen" der Raumkurve k^ für die Punkte 17, F, d. h. jeder 
von ihnen geht durch einen dieser Punkte und liegt in dessen Schmie- 
gungsebene, die in 2 sich selbst zugeordnet ist; sie schneiden beide 
Tangenten der Kurvenpunkte CT, F. Durch die beiden Involutions- 
achsen u^ V sind je zwei einander zugeordnete Punkte, Bisekanten 
oder Schmiegungsebenen von k^ harmonisch getrennt (Seite 78). Zwei 
einander zugeordnete Ebenen des involutorischen Raumes 2 schneiden 
sich allemal in einem seiner Doppelstrahlen, also in einer mit u und v 
inzidenten Geraden; sie schneiden, berühren oder oskulieren die Raum- 
kurve k^ in zugeordneten Punkten. 

Die Schmiegungsebenen von k^ in zwei einander zugeordneten, 
also mit u in einer Ebene liegenden Eurvenpunkten A^ A^ schneiden 
demnach die Involutionsachse u und die durch u gehende Schmiegungs- 
ebene des Punktes U in einem Punkte P, der in der Ebene uAA^ 
oder UAA^ liegt Auf der Raumkurve i* aber können ein Punkte- 
paar -4, A^ und ein Doppelpunkt U der Involution von vornherein 
willkürlich angenommen werden. Daraus folgt: 
DreiSchmiegungsebeneneinerku- Drei Schmiegungspunkte eines 



bischen Raumkurve schneiden sich 
allemal in einem Punkte, der mit den 
zugehörigen drei Kurvenpunkten in 
einer Ebene liegt (Chasles*). 



kubischen Ebenengewindes liegen 
allemal in einer Ebene, die durch 
den Schnittpunkt der zugehörigen 
drei Ebenen des Gewindes geht 



*) Chasles in Lioaville, Journal de Math., 1S57, Seite 404. Im Anhange Nr. 144 
wird ein zweiter Beweis dieses Satzes gegeben und zugleich bewiesen, daß durch 
den Schnittpunkt dreier Schmiegungsebenen eine uneigentliche Bisekante der Raum- 
kurve geht 
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„Die RaumkuiTe dritter Ordnung ist demnach von der dritten 
„Klasse, d. h. durch keinen Punkt P gehen mehr als drei ihrer 
„Schmiegungsebenen, und folglich durch keine Gerade mehr als 
„zwei" 
Gingen nämlich durch P die Schmiegungsebenen von vier Kurven- 
punkten -4, J5, C, 2), so müßten in der Ebene ÄBP die Punkte 
C und D liegen (vgl. Mg. 27). Das aber ist unmöglich, weil keine 
Ebene mehr als drei Punkte mit der kubischen Raumkurve gemein hat 
Die Schmiegungsebenen von k^ in zwei einander zugeordneten 
Punkten Ä^ A^ sind in dem involutorischen Baum 2 einander zuge- 
ordnet, also durch seine Involutionsachsen u^ v und folglich auch 




Fig. 27. 



durch die Kurvenpunkte C/j V harmonisch getrennt Nun sind aber 
A^ A^ auf k^ harmonisch getrennt durch die Doppelpunkte U^ F, und 
so ergibt sich beiläufig: 

„Wenn auf der kubischen Raumkurve A* zwei Punkte -4, A^ har- 
„momsch getrennt sind durch zwei andere Z7, F, so sind auch die 
„Ebenen o, 04, die in J. und A^ sich der Kurve auschmiegen, durch 
„die Kurvenpunkte CT", F harmonisch getrennt" (v. Staudt*). 
Sind von der Raumkurve k^ die Schmiegungsebenen ot, ß, y dreier 
Punkte -4, B^ C gegeben, so kann die Sohmiegungsebene h eines be- 
liebigen Kurvenpunktes D leicht konstruiert werden. Sie verbindet 
nämlich D mit den drei Punkten, in denen die Geraden ßy, yo, aß 
bezw. die Ebenen BGD^ CAD^ ABB schneiden. 
Zugleich ergibt sich: 



*) V. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nr. 498. 
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Die beiden Tetraeder AB CD und 
aßyS, die bezw. von vier Punkten 



Die beiden Tetraeder, die bezw. 
von vier Ebenen eines kubischen 



einer kabischen Raumkurve und 1 Ebenengewindes und ihren vier 



ihren vier Schmiegungsebenen ge- 
bildet werden, sind einander so- 
wohl ein- als auch mnbeschrieben. 



Schmiegungspunkten gebildet wer- 
den, sind einander sowohl um- als 
auch einbeschrieben. 



Drei beliebige Punkte J, J5, C einer kubischen Raumkurve A;* 
sind ihren drei Schmiegungsebenen a, ß, y, weil deren Schnittpunkt 
in der Ebene ABC liegt, in einem Nullraum zugeordnet (Seite 115), 
und zwar sind AB^ aß und BC, ßy zwei Paar zugeordnete Gerade 
des Nullraumes. Zwei Strahlen n^ n\ die mit je einem dieser Paare 
Inzident sind und durch einen beliebigen Punkt B gehen, sind Null- 
strahlen des Nullraumes und liegen in der Nullebene 8 von D. Ist 
aber 2> ein Punkt der Raumkurve A® (Kg. 27), so sind n und n nach 
dem Satze von Chasles die Schnittgeraden seiner Schmiegungsebene 
mit den Ebenen ABB und BCB^ und seine Nullebene 8 fallt mit 
seiner Schmiegungsebene zusammen. Also: 

Die Punkte der kubischen Raum- i Die Ebenen eines kubischen 
kurve k^ sind ihren Schmiegungs- Ebenengewindes sind ihren Schmie- 



ebenen in einem Nullraum zuge- 
ordnet (Chasles*). 



gungspunkten in einem Nullraum 
zugeordnet 



Jeder Punkt der Raumkurve k^ ist Nullpunkt der zugehörigen Schmie- 
gungsebene, jede Tangente und jeder Schmiegungsstrahl von fc* ist 
ein Nullstrahl des Nullraumes. 

Wir nennen die Raumkurve k^ eine „Ordnungskurve" (nach 
V. Stau dt) oder besser eine „kubische Nullkurve" dieses durch sie 
bestimmten Nullraumes und des linearen Komplexes seiner Nullstrahlen. 
Alle ihre Tangenten und Schmiegungsstrahlen sind in dem linearen 
Komplex enthalten und in dem Nullraum sich selbst zugeordnet. Weil 
durch jede räumliche Korrelation die kubische Raumkurve in ein 
kubisches Ebenengewinde transformiert wird, so ergibt sich weiter: 



Die Schmiegungsebenen jeder ku- 
bischen Raumkurve bilden ein kubi- 
sches Ebenengewinde (Chasles*). 



Die Schmiegungspunkte jedes 
kubischen Ebenengewindes sind die 
Punkte einer kubischen Raumkurve. 



Diese Eigenschaften der Raumkurven und Ebenengewinde dritter 
Ordnung erinnern wie manche früher bewiesene an analoge Eigen- 
schaften der Kurven und Strahlenbtischel zweiter Ordnung. Die Tan- 
genten jeder Kurve zweiter Ordnung bilden ja einen Strahlenbüschel 
zweiter Ordnung; und wie die kubische Raumkurve einen NuUraum 
bestimmt, worin jedem Punkte der Kurve seine Schmiegungsebene 



♦) Chasles in Liouville, Journal de Math., 1857, Seite 404. Wegen eines 
anderen Beweises vgl. den Anhang Nr. 145. 

Beye, Oeometiie der Lftge. II. 4. Aufl. 12 
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Angeordnet ist, so bestimmt die Kurve zweiter Ordnung ein polares 
Feld, welches jedem Punkte der Kurve seine Tangente zuordnet Das 
polare Feld hat aber nur diese eine Inzidenzkurve zweiter Ordnung; da- 
gegen hat der Nullraum, wie wir im 25. Vortrage nachweisen werden, 
siebenfach unendlich viele kubische Xullkurven und ist durch jede 
von ihnen eindeutig bestimmt. 

Zwei kollinearen zentrischen Bündeln £, S^^, die die kubische 
Baumkurve k^ und ihre oc^ Bisekanten erzeugen, sind in dem durch 
k^ bestimmten Nullraum zwei kollineare ebene Felder a, a^ zugeordnet: 
diese erzeugen das kubische Gewinde der Schmiegungsebenen von 
k^ und dessen oo* Biplanaren. Jeder eigentlichen oder uneigent- 
lichen Bisekante der Baumkurve ist hiemach eine eigentliche bezw. 
uneigentliche Biplanare des Ebenengewindes zugeordnet Die Tan- 
genten von k^ sind in dem Nullraum sich selbst zugeordnet und so- 
wohl in der Kongruenz der Bisekanten der Baumkurve als auch in 
der Kongruenz der Biplanaren des Ebenengewindes enthalten; sie sind 
die „Schmiegungsbiplanaren" des Gewindes. Für sie gilt der Satz: 
„Die Tangenten einer kubischen Baumkurve k^ werden aus jedem 
„Punkte S der Kurve durch einen Ebenenbüschel zweiter Ordnung 
„projiziert und von jeder Schmiegungsebene a der Kurve in den 
„Punkten einer Kurve zweiter Ordnung geschnitten" (Mob ins*). 
Der Ebenenbüschel nämlich umhüllt den Strahlenkegel zweiter Ord- 
nung, der die Baumkurve k^ aus S projiziert; ihm ist die Kurve zweiter 
Ordnung in dem Nullraum zugeordnet, wenn a die Nullebene von S 
ist Die übrigen Schmiegungsebenen von k^ schneiden c in den Tan- 
genten der Kurve zweiter Ordnung. 

„Durch die Schmiegungsebenen der kubischen Baumkurve werden 
„alle Punktreihen erster Ordnung, in deren Trägem sich je zwei 
„der Schmiegungsebenen schneiden, projektiv aufeinander bezogen*' 
(Seite 167). 

Eine kubische Baumkurve ist durch drei ihrer Punkte und die 
Tangenten und Schmiegungsebenen an zweien dieser Punkte eindeutig 
bestimmt Denn sie wird aus jedem der beiden Punkte durch einen 
Strahlenkegel zweiter Ordnung projiziert, und von diesem lassen sich 
drei Strahlen und die Berührungsebenen an zwei der Strahlen sofort 
angeben; die beiden hierdurch bestimmten Kegel aber schneiden sich in 
der Baumkurve und einem Strahle. Ein kubisches Ebenengewinde ist auf 
die duale Weise durch drei seiner Ebenen und die Schmiegungsbiplanaren 
und Schmiegungspunkte in zwei der Ebenen bestimmt Daraus folgt: 
„Eine kubische Baumkurve ist durch zwei ihrer Punkte, deren 
„Tangenten und Schmiegungsebenen und eine dritte Schmiegungs- 
. „ebene oder einen dritten Kurvenpunkt eindeutig bestimmt'' 

*) Möbius, der baiyzentrlsche Kalkül^ 1827, § 98; Werke Bd. 1, Seite 121. 
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Überhaupt ist mit einem kubischen Ebenengewinde zugleich die 
kubische Baumkurve bestimmt, deren Schmiegungsebenen das Gewinde 
bilden. Somit ergibt sich (vgl. Seite X70, 167): 

„Eine kubische Raumkurve ist i. a. eindeutig bestimmt, wenn von 
„ihr gegeben sind: 1. sechs Schmiegungsebenen, oder 2. fünf Schmie- 
„gungsebenen und die Tangente in eLuer von ihnen, 3. vier Schmie- 
„gungsebenen und die Tangenten in zweien von ihnen, 4. drei 
„Schmiegungsebenen mit den zugehörigen Tangenten, 6. zwei Schmie- 
„gungsebenen und vier Biplanaren des Gevrindes ihrer Schmiegungs- 
„ebenen, 6. drei Schmiegungsebenen und drei Biplanaren, oder 7. fünf 
„Schmiegungsebenen und eine Biplanare." 
Die Ausnahmefälle, in denen das kubische Gewinde der Schmiegungs- 
ebenen zerfällt, oder die gegebenen Elemente eine unzulässige Lage 
haben, ergeben sich ohne Schwierigkeit 

Eine kubische Baumkurve hat mit der unendlich fernen Ebene 
wie mit jeder beliebigen Ebene mindestens einen Punkt und höch- 
stens drei Punkte gemeiu; ihre Tangente und ihre Schmiegungsebene 
in einem unendlich fernen Kurvenpunkt nennen wir eine „Asymptote" 
bezw. „Asymptotenebene" der Baumkurve. Aus jedem ihrer unendlich 
fernen Punkte wird die Baumkurve durch einen Strahlenzylinder zweiter 
Ordnung projiziert, der die zugehörige Asymptote enthält und in ihr 
die Asymptotenebene des Punktes berührt (Seite 29). Nun wird aber 
die kubische Baumkurve von der unendlich fernen Ebene entweder 
in drei Punkten geschnitten, oder sie hat mit ihr nur einen reellen 
Schnittpunkt gemeio, oder sie wird von ihr in einem Punkte geschnitten 
und in einem anderen berührt, oder endlich die unendlich ferne Ebene 
schmiegt sich ihr in einem Punkte an. Wir unterscheiden demnach 
mit Seydewitz*) vier Arten kubischer Baumkurven, nämlich: 

1. Die Baumhyperbel. Sie hat drei unendlich ferne Punkte, 
drei eigentliche Asymptoten und drei eigentliche Asyjnptotenebenen. 
In ihr schneiden sich drei hyperbolische Zylinder, und deren sechs 
Asymptotenebenen sind paarweise parallel und gehen durch je eine 
der drei unendlich fernen Bisekanten der Baumhyperbel. 

2. Die Baumellipse (Fig. 5, Seite 161). Sie hat nur einen 
unendlich fernen Punkt, eiae eigentliche Asymptote und eiue eigent- 
liche Asymptotenebene. Durch sie geht nur ein Zylinder zweiter 
Ordnung, und zwar ein elliptischer, 

3. Die parabolische Hyperbel. Sie hat zwei unendlich ferne 
Punkte imd in dem einen eine unendlich ferne Tangente, femer eine 
eigentliche Asymptote und zwei eigentliche Asymptotenebenen. In 
ihr schneiden sich ein parabolischer und ein hyperbolischer Zylinder. 

*) Seydewitz in Grunerts Archiv f. Math. u. Physik, 1847, Bd. 10, Seite 212. 

12* 
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4. Die Raumparabel. Sie Iiat nur einen unendlich fernen Punkt, 
ihre Asymptote und ihre Asymptotenebene liegen . unendlich fem. 
Durch sie geht nur ein Zylinder zweiter Ordnung, und zwar ein para- 
bolischer. 

Da die Raumparabel eine unendlich ferne Schmiegungsebene hat, 
so ergibt sich aus früheren Sätzen (Seite 178, 166, 167): 

„Die Tangenten und Sehmiegungsebenen einer Raumparabel sind 
„zu den Strahlen und Berührungsebenen eines Strahlenkegels zweiter 
„Ordnung parallel. Ihre Sehmiegungsebenen bilden ein „parabo- 
„lisches" Gewinde dritter Ordnung und schneiden dessen Biplänaren- 
„kongruenz in affinen Feldern. Das Gewinde wird von seinen Bi- 
„planaren in ähnliehen Punktreihen geschnitten." 

Eine Raumhyperbel heißt „gleichseitig", wenn ihre drei Asym- 
ptoten sich rechtwinklig kreuzen. Die gleichseitige Raumhyperbel wird 
aus jedem ihrer Punkte durch einen gleichseitigen Strahlenkegel pro- 
jiziert, die Asymptotenkegel aller durch sie gehenden Hyperboloide 
sind gleichseitig. 



Dreiundzwanzigster Vortrag. 

Konjugierte Punkte und Ebenen bezüglich einer 
kubischen Raumkurve. 

Wir können die Theorie der kubischen Raumkurven nicht ab- 
schließen, ohne Ton ihnen noch eine merkwürdige Eigenschaft her- 
vorzuheben, von der wir später Gebrauch machen werden. Durch 
eine kubische Raumkurve gehen zweifach unendlich viele Regel- und 
Kegelflächen zweiter Ordnung; die Kurve kann mit je zwei ihrer Bise- 
kanten durch eine dieser Flächen verbunden werden. Für diese Flächen 
nun gilt der Satz: 

„Die Polarebenen eines beliebigen Punktes A bezüglich der oc* 
„durch eine kubische Raumkurve k^ gehenden Flächen zweiter Ord- 
„nung schneiden sich in einem Punkte -4i; dieser liegt mit Ä auf 
„einer Bisekante der Raumkurve" (Cremona, v. Staudt*). 

Ist A ein Punkt der Kurve, so berührt seine Tangente a die 
Raumkurve A* und jede durch k^ gehende Fläche zweiter Ordnung; 

*) Cremona in den Annali di Matematica 1858/59, T. I, ü, in Grelles Joonud 
f. Math. 1861 62, Bd. 58, 60 und in den Nouv. Annales de Math. 1862, 2« Serie, T. I, 
p. 287, 866, 486; v. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, 1860, Seite 821. 
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die Polarebenen des Punktes A gehen in diesem Falle durch die 
Tangente o, und jeder Punkt A^ von a kann als ihr Schnittpunkt auf- 
gefaßt werden. Liegt der Punkt A nicht auf A:^, so geht durch ihn 
eine Bisekante b der Kurve. Die Bisekante kann zunächst eine eigent- 
liche sein, d. h. die Baumkurve in zwei Punkten Jf, N schneiden; 
dann gehen durch den Punkt A^ von ft, welcher durch M und N 
harmonisch von A getrennt ist, aÜe jene Polarebenen des Punktes A. 
Die Bisekante b kann femer eine Tangente sein und A:^ in einem 
Punkte B berühren; dann berührt sie in B alle durch k^ gehenden 
Flächen zweiter Ordnung, und die Polarebenen von A schneiden sich 
im Punkte B^ mit welchem A^ dann identisch ist. Wir haben also 
den Satz nur noch für den letzten Fall zu beweisen, in welchem b 
eine uneigentliche Bisekante ist. 

Seien K^ und F^ zwei durch k^ gelegte Flächen zweiter Ordnung, 
von denen JT* eine Kegelfläche sein möge. Wir verbinden den Punkt 
A mit dem Mittelpunkte P von K^ durch eine Gerade g^ und bestimmen 
von jedem Punkte der Geraden die Polarebenen in Bezug auf K^ und F^, 
Wir erhalten dann eine einzige Polarebene y in Bezug auf K^ und 
einen zur Punktreihe g projektiven Büschel g^ von Polarebenen bezüg- 
lich der Fläche -F*. Die mit g inzidenten Bisekanten der Raumkurve 
Ä;^ bilden abgesehen von K^ eine Regelschar zweiter Ordnung (Seite 166); 
diese ist zur Punktreihe g perspektiv und wird von der Ebene y in einer 
zu g und dem Ebenenbüschel ^Tj projektiven Punktreihe u zweiter 
oder erster Ordnung geschnitten. Aber jede eigentliche Bisekante der 
Schar hat, wie soeben bewiesen, mit y einen Punkt gemein, der auf 
der üim entsprechenden Ebene von g^ liegt; die Punktreihe u ent- 
hält also unendlich viele Punkte, die in den entsprechenden Ebenen 
von g^ liegen und ist folglich perspektiv zum Büschel g^^. Durch den 
Punkt A^ von w, welchen die durch A gehende Bisekante b mit y 
gemein hat, geht somit die Polarebene des Punktes A bezüglich jeder 
beliebig durch A;* gelegten Fläche F^ zweiter Ordnung. Der Satz ist 
hierdurch vollständig bewiesen. 

Die zu g Perspektive Bisekantenschar wird von der Ebene y im 
allgemeinen in einer Kurve zweiter Ordnung geschnitten, die durch 
den Mittelpunkt P des Kegels K^ geht. Wenn aber g ein Schmiegungs- 
strahl von k^ ist, d. h. in der Schmiegungsebene des Punktes P liegt, 
so ist die Tangente von P in der Bisekantenschar und zugleich in 
der Polarebene y von g in Bezug auf K^ enthalten, und die Schnitt- 
punkte von Y mit den übrigen Bisekanten der Schar bilden eine Punkt- 
reihe erster Ordnung, die auf einem Leitstrahl g' der Schar liegt. 

Wir nennen zwei Punkte „konjugiert" bezüglich der kubischen 
Raumkurve A*, wenn sie wie A und A^ bezüglich aller durch k^ 
gehenden Flächen zweiter Ordnung konjugiert sind. Ebenso heißen 
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zwei Ebenen konjugiert bezüglich eines kubischen Ebenengewindes, 
wenn sie bezüglich aller Regelflächen und Kurven zweiter Ordnung 
konjugiert sind, die dem Ebenengewinde eingeschrieben werden können. 
Aus unserer Beweisführung folgt sodann: 



Bezüglich einer kubischen Raum- 
kurve k^ ist jedem Punkte Ä des 
Raumes ein Punkt A^ konjugiert, 
der mit Ä auf einer Bisekante von 
k^ liegt. Ist die Gerade ÄAj^ eine 



Punkte if,iV; in denen sie die Raum- 
kurve schneidet, A und A^ harmo- 
nisch. Berührt AA^ die Kurve A^ 
so fällt einer der konjugierten Punkte 
J, ^1 mit dem Berührungspunkt zu- 
sammen. Ein Punkt der Raumkurve 
ist jedem Punkte seiner Tangente, 



Bezüglich* eines kubischen Ebe- 
nengewindes X* ist jeder Ebene a 
eine Ebene a^ konjugiert, die a in 
einer Biplanare von x* schneidet 
Ist die Gerade aa^ eine eigentliche 



eigentliche Bisekante, so trennen die Biplanare, so sind a und a^ durch 



zwei Ebenen des Gewindes harmo- 
nisch getrennt Ist aa^ eine Schmie- 
gungsbiplanare, so fallt eine der Ebe- 
nen a, tti mit der zugehörigen Ebene 
von x^ zusammen. Eine Ebene von 
x^ ist allen durch ihre Schmiegungs- 
biplanare gehenden Ebenen, also 



also auch sich selbst konjugiert Auf! auch sich selbst konjugiert Die 



jeder eigentlichen oder uneigent- 
lichen Bisekante bilden die konju- 
gierten Punkte eine Involution. 
Wir wollen jetzt annehmen, 



konjugierten Ebenen jeder eigent- 
lichen oder uneigentlichen Biplar 
nare bilden eine Involution, 
das kubische Ebenengewinde x^ 



bestehe aus den Schmiegungsebenen der kubischen Raumkurve k^. 
In dem Nullraum, der k^ zur kubischen Nullkurve hat, sind dann 
zwei in Bezug auf k^ konjugierten Punkten allemal zwei Ebenen zu- 
geordnet, die in Bezug auf x^ konjugiert sind. Jeder Schmiegungsstrahl 
von k^ ist sich selbst, jede üniplanare von x" ist ein^r Unisekante 
von A* zugeordnet; für diese aber haben wir bewiesen (Seite 181): 



Wenn eine Unisekante die Raum 
kurve k^ in P schneidet, so sind 
ihren übrigen Punkten i. a, die 
Punkte einer durch P gehenden 
Kurve zweiter Ordnung nach k^ 
konjugiert (v. Staudt), 



Wenn eine Uniplanare in der 
Ebene tc des Gewindes x^ liegt, 
so sind ihren übrigen Ebenen i. a. 
die Ebenen eines durch ic gehen- 
den Büschels zweiter Ordnung nach 
konjugiert. 



Eine Ausnahme bilden die Schmiegungsstrahlen (Seite 181); denn: 
„Zu jedem Schmiegungsstrahle g der Raumkurve k^ gibt es einen 
„anderen g\ so daß nicht nur jedem Punkte von g ein Punkt von 
„jr' hinsichtlich der Kurve Ä-* konjugiert ist, sondern auch jeder 
„Ebene durch g ist eine Ebene durch g' konjugiert hinsichtlich des 
„Gewindes x^ (vgl. Seite 175). Die Tangente. der Kurve in ihrem 
„Schnittpunkte mit g bezw. g' ist zugleich mit g' bezw. g Inzident 
„(Cromo na). Mit Ä:^ und einer Schar Bisekanten liegen g und g' 
„auf einer Regelfläche zweiter Ordnung.'' 
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Jede Bisekante von k^ hat einen „Mittelpunkt"; dieser ist dem 
unendlich fernen Punkte der Bisekante konjugiert; er ist der Mittelpunkt 
der auf ihr liegenden Sehne von k^^ wenn die Bisekante eine eigent- 
liche ist Da die unendlich ferne Gerade einer Asymptotenebene von 
k^ ein Schmiegungsstrahl der Raumkurve ist, so folgt beiläufig: 

„Die Mittelpunkte der zu einer Asymptotenebene parallelen Bise- 
„kanten der kubischen Raumkurve k^ liegen auf einem Schmiegungs- 
„strahl von k^; dieser ist ihr geometrischer Ort" 

Seien wieder Ä, A^ zwei bezüglich der Raumkurve k^ konjugierte 
Punkte; dann ist jede beliebig durch Ä^ gelegte Ebene a die Polar- 
ebene von Ä bezüglich einer durch k^ gehenden Fläche zweiter Ord- 
nung. Diese Fläche verbindet /c^ mit zwei Punkten ^j, C^, die durch 
A und a von irgend zwei Punkten J5, C der Raumkurve harmonisch 
getrennt sind, und die Polarebene von A fällt mit a zusammen, weil 
sie mit a den Punkt A^ und die Spuren der beiden Geraden AB, AC 
gemein hat Die Polarebenen von A bezüglich der oo* durch k^ 
gehenden Flächen zweiter Ordnung bilden also den Ebenenbündel J^. 

Wenn der Punkt A eine beliebige Gerade l beschreibt, so be- 
schreiben seine Polarebenen in Bezug auf drei durch k^ gelegte 
Flächen zweiter Ordnung drei zu l und folglich zu einander projektive 
Ebenenbüschel um die drei Polaren l^, l^, ^ von L DieSe Büschel 
erzeugen i. a. eine kubische Raumkurve Z*, welche Zj, Z, und l^ zu 
Bisekanten hat und von dem zu A konjugierten Punkt A^ beschrieben 
wird. Also: 

„Hinsichtlich der kubischen Raumkurve k^ sind den Punkten einer 
„Geraden l i. a. die Punkte einer zu d projektiven kubischen Raum- 
„kurve P konjugiert (v. Staudt); die Polaren von l bezüglich der 
„durch k^ gehenden Flächen zweiter Ordnung sind die Bisekanten 
„von Z3." 
Die Raumkurve l^ zerfällt, wenn l Unisekante von k^ ist, in einen 
Kegelschnitt und eine Tangente von i^; diese haben den Schnitt- 
punkt von l und k^ miteinander gemein. 

Den Punkten einer Ebene 9 sind hinsichtlich der Raumkurve k^ 
die Punkte einer Fläche F^ konjugiert Wenn ein Punkt A das ebene 
Feld 9 beschreibt, so drehen sich seine Polarebenen in Bezug auf 
drei durch k^ gelegte Flächen zweiter Ordnung um die drei Pole von 
9 und beschreiben drei kollineare, zu 9 korrelative Ebenenbündel, 
ihr zu ^ konjugierter Schnittpunkt A^ aber beschreibt die Fläche F\ 
Diese hat mit einer Geraden Z, die nicht ganz auf ihr liegt, höchstens 
drei Punkte gemein, ist also von der dritten Ordnung. Denn den 
Punkten von Z sind die Punkte einer kubischen Raumkurve P kon- 
jugiert, und diese hat mit der Ebene 9 höchstens drei Punkte gemein. 
Nur dann, wenn P in eine Gerade und einen Kegelschnitt oder in 
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drei Gerade zerfällt, kann 9 mehr als drei Punkte von P enthalten; 
und dann kann l auf F^ liegen. Die kubische Fläche F^ geht durch 
A^, weil 9 von jeder Tangente dieser Raumkurve einen Punkt ent- 
hält*); sie geht durch die oo* kubischen Raumkurven Z*, deren Punkte 
denen von je einer Geraden der Ebene 9 konjugiert sind. Sie ist der 
Ort der Pole von 9 bezüglich der 00* durch k^ gehenden Flächen 
zweiter Ordnung, denn jeder dieser Pole ist, wie leicht einzusehen, 
einem Punkte von 9 konjugiert Hat 9 mit k^ einen Punkt A gemein, 
so geht die Fläche F^ durch die Tangente von k^ im Punkte Ä. Den 
Punkten einer durch A gehenden Geraden von 9 sind auf F^ die 
Punkte eines durch A gehenden Kegelschnittes konjugiert Die Fläche 
F^ kann demnach durch einen veränderlichen Kegelschnitt beschrieben 
werden, sie hat beiläufig bemerkt A zum Doppelpunkt Die Schmie- 
gungsebene von k^ im Punkte A schneidet 9 in einer Geraden, welcher 
ein auf F^ gelegener Schmiegungsstrahl entspricht Jede in 9 ent^ 
haltene Bisekante von k^ liegt auf der kubischen Fläche F\ 

Hat die Ebene 9 drei Punkte -4, jB, C mit der Raumkurve k^ 
gemein, so schneidet sie die kubische Fläche F^ in den drei Bise- 
kanten BC^ CA^ AB. Auch die Tangenten von k^ in -4, jB, C liegen 
auf F^. Seien oc, ß, y die Schmiegungsebenen der Kurve in A^ B^ C, 
und sei J* ihr in 9 liegender Schnittpunkt Dann enthält die Fläche 
F^ drei Schmiegungsstrahlen von A:*, deren Punkte denen der Schmie- 
gungsstrahlen FA^ FB^ FC konjugiert sind. Diese drei Geraden von 
F^ schneiden sich in dem zu F konjugierten Punkte jF\ und liegen 
in der zu 9 in Bezug auf x* konjugierten Ebene 91. Auch die drei 
Geraden, die durch je einen der Punkte J, £, C gehen und die Tan- 
genten der beiden übrigen Punkte schneiden, liegen auf F^; sie sind 
die Polarstrahlen von 9 bezüglich der drei Kegel zweiter Ordnung, 
welche die Raumkurve aus -4, B und C projizieren. Wenn sich die 
Ebene 9 der Raumkurve k^ im Punkte A anschmiegt, so ist F^ eine 
spezielle (s. g. Gay ley sehe) Regelfläche dritter Ordnung; ihre Geraden 
entsprechen den in 9 liegenden Schmiegungsstrahlen von k^. Ist 9 
die unendlich ferne Ebene, so ergibt sich: 

„Die Mittelpunkte der oc * Bisekanten und Sehnen einer kubischen 
„Raumkurve k^ liegen auf einer kubischen Fläche; diese geht durch 
„Ä;* und ist auch der Ort der Mittelpunkte aller durch k^ gehenden 
„Flächen zweiter Ordnung." 

Die Ebene 9 schneide wieder die Raumkurve k^ in drei Punkten 
J, jB, C; sie enthält dann drei Schmiegungsstrahlen a, &, c von Ä-^, 

*) Die Fläche F* wird in den Punkten der Raumkurve k^ von deren Schmie- 
gungsebenen berühit; längs der Raumkurve berühren sich demnach die kubischen 
Flächen, deren Punkte den Punkten beliebiger Ebenen konjugiert sind. (Vgl. R. Sturm 
in Grelles Journal 1868, Bd. 70, Seite 30.) 
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die sich in einem Punkte F schneiden und bezw. durch J, jB, C gehen. 
Den Punkten und Ebenen von a, ö, c sind bezw. die Punkte und 
Ebenen dreier Schmiegungsstrahlen a\ b\ c von k^ konjugiert; diese 
schneiden sich in dem zu F konjugierten Punkt JF\, liegen in der zu 
9 konjugierten Ebene 9^ und gehen bezw. durch drei Punkte A\ B\ C 
von A*. In dem Nullraum, der ä;* zur kubischen Nullkurve hat, sind 
-F, F^ die Nullpunkte der Ebenen 9, 91. Die Gerade FF^ verbindet 
konjugierte Punkte, ist also eine Bisekante von k^\ die ihr zugeordnete 
Gerade 99^ ist eine Biplanare von x^. 

Die drei Paar Schmiegungsstrahlen aa\ bb\ cc' liegen mit fc* 
und FF^ auf drei Regelflächen zweiter Ordnung, deren Bisekanten- 
scharen wir bezw. mit J2*, i?J, It\ bezeichnen. Die Schar It\ ent- 
hält die Tangenten der Raumkurve k^ in den Punkten J., A' und 
die Bisekanten BC^ B' C und FF^\ ihre eigentlichen Bisekanten 
schneiden A* in den Punktepaaren einer hyperbolischen Involution 
A' A' ' BC' B' C\.,^ die A und A' zu Doppelpunkten hat. Auf der 
Raumkurve sind demnach die Pimkte A^ A' harmonisch, getrennt durch 
B und C. Ebenso sind die Punkte -B, B' auf k^ harmonisch getrennt 
durch C und A^ die Punkte C, C aber durch A und B\ denn die 
eigentlichen Bisekanten der Scharen iJJ, Rl schneiden k^ bezw. in 
Punktepaaren der hyperbolischen Involutionen B-B'-CA und C- C" • AB. 
Aber weil ABCB' und BCAC harmonische Würfe sind, so trennen 
die Doppelpunkte ß, B' der einen dieser Involutionen auf A:^ die 
Doppelpunkte C, C" der anderen. Die beiden Involutionen haben folg- 
lich kein reelles Punktepaar gemein, und der den Regelscharen -B|, 
-B| gemeinsame Strahl FF^ ist eine uneigentliche Bisekante von A^, 
sein zugeordneter Strahl 99^ eine uneigentliche Biplanare von x*. 
Also: 

„Durch den Schnittpunkt F dreier (reeller) Schmiegungsebenen 
„der kubischen Raumkurve k^ geht allemal eine uneigentliche Bise- 
„kante; in der Verbindungsebene 9 dreier (reeller) Punkte von A:* 
„liegt allemal eine uneigentliche Biplanare der Kurve (Cremona*). 
„Eine eigentliche Biplanare kann also nur mit uneigentlichen Bise- 
„kanten, eine eigentliche Bisekante nur mit uneigentlichen Biplanaren 
„Inzident sein, nicht aber mit eigentlichen."**) 
Zugleich ergibt sich beiläufig: 

„Bestimmt man in einer kubischen Raumkurve k^ zu drei Punkten 
„^ B, (7 die Punkte A\ B\ C so, daß CABA\ ABCB\ BCAC 
„harmonische Würfe sind, so sind die Ebenen -45 C, A' B' C kon- 



*) Cremona in Tortolini, Annali di Matematica 1858, T. 1, p. 167; Joachim s- 
tlial in Grelles Journal 1859, Bd. 56, S. 45. 

♦*) Den obigen Beweis dieser Sätze gibt Herr Jolles in Grelles Journal (1906) 
Bd. 180, S. 274. 
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„jugiert bezüglich des Gewindes der Schmiegungsebenen von k^"" 

(V. Staudt*). 

Da die eigentlichen Bisekanten der Raumkurve eine stetige Mannig- 
faltigkeit bilden, so sind sie und mit ihnen die uneigentUchen Bi- 
planaren in einem Teil des Raumes enthalten; der übrige Teil des 
Raumes enthält die uneigentlichen Bisekanten und die eigentlichen 
Biplanaren. Auf diese beiden Raumteile und ihre sie trennende Grenz- 
fläche kommen wir noch zurück. 

Die vorhin erwähnten Schmiegungsstrahlen a, a schneiden die 
Bisekante BC ia konjugierten Punkten, und diese sind durch die 
beiden Kurvenpunkte B, C harmonisch getrennt. Aber a liegt in der 
zu 9 konjugierten Ebene 9^ und schneidet die Gerade BC in dem 
Punkte, den BC mit der Biplanare 99^ gemein hat; die Punkte J?, C 
trennen deshalb auch die Strahlen a und 99^ harmonisch. Daraus folgt: 



Die Bisekante FF^ von fc*, welche 
durch den Schnittpunkt F dreier 
Schmiegungsebenen geht, ist durch 
je zwei dieser Ebenen harmonisch 
getrennt von dem durch F gehen- 
den Schmiegungsstrahl der dritten. 



Die Biplanare 99^, die mit drei 
Punkten -4, £, C der Raumkurve k^ 
in einer Ebene 9 liegt, ist durch 
je zwei der Punkte harmonisch ge- 
trennt von dem in 9 enthaltenen 
Schmiegungsstrahl des dritten Punk- 
tes (Cremen a). 

Hiemach ist die Biplanare 991 leicht zu konstruieren, wenn das Drei- 
eck ABC und der Nullpunkt F seiner Ebene 9 gegeben sind; denn 
FÄ^ FB^ FC sind die drei in 9 enthaltenen Schmiegungsstrahlen.**) 

Übrigens liegen in jeder durch a gehenden Ebene yj eine Bise- 
kante b von k^ und eine Biplanare ifjirjj von x^ die mit a und a' In- 
zident sind und sich auf a schneiden. Die Bisekante b schneidet 
demnach die Biplanare yjyjj und den Schmiegungsstrahl a in zwei für 
k^ konjugierten Punkten, auch wenn sie eine uneigentliche ist (Jolles). 

Die kubische Raumkurve k^ und eine beliebige ihrer Bisekanten 
b werden aus den Punkten von k^ durch homologe Strahlenkegel und 
homologe Ebenen kollinearer zentrischer Bündel projiziert (Seite 167). 
Die Polaren der Bisekante b bezüglich dieser Kegel zweiter Ordnung 
sind homologe Strahlen der kollinearen Bündel, denn sie sind die Polar- 
strahlen von je einer der homologen Ebenen bezüglich des zugehörigen 
Kegels. Sie liegen folglich mit k^ auf einer Regelfläche zweiter Ordnung 
und bilden eine zu k^ Perspektive Regelschar. Die Polarebenen eines 
beliebigen Punktes P von b bezüglich der 00 ^ Strahlenkegel schneiden b 
in dem zu P konjugierten Punkte Pj und verbinden P^ mit je einem 



♦) V. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nr. 499. 
*♦) Cremona bezeichnet (in den Nouv. Annales de Math. 1862, T. 1, p. 297) 
die Biplanare 99^ als die Polare des Nullpunktes F in Bezug auf das Dreieck ABC. 
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Strahle der Regelschax; sie bilden folglich einen Ebenenbüschel zweiter 
Ordnung. Also: 



Der Ort der Pole einer beliebigen 
Ebene ij bezüglich der oc ^ Kegel- 
schnitte, die ein kubisches Ebenen- 
gewinde in je einer seiner Ebenen 
einhüllt, ist eine Kurve zweiter 
Ordnung (Cremona*). 



Die Polarebenen eines beliebigen 
Punktes P bezüglich der oo^ Strah- 
lenkegel zweiter Ordnung, durch 
die eine kubische Raumkurve fc' 
aus ihren Punkten projiziert wird, 
bilden einen Ebenenbüschel zweiter 
Ordnung. 

Wenn der Punkt P eine Bisekante b von k^ beschreibt, so umhüllt 
der Ebenenbüschel eine durch k^ gehende Regelfläche zweiter Ord- 
nung, der Ort der Polaren von b bezüglich der x^ * zu fc* Perspektiven 
Strahlenkegel. 

Das Ebenengewinde rechts besteht aus den Schmiegungsebenen 
einer kubischen Raumkurve &^, und die oc* von ihm umhüllten 
Kegelschnitte liegen auf der Tangentenfläche von k^. Die Ebene, 
welche die Ortskurve der Pole von iq enthält, ist zu der Ebene yj kon- 
jugiert bezüglich des Gewindes. Wenn y; unendlich fem liegt, so er- 
gibt sich: 

„Die Mittelpunkte der oc^ Kegelschnitte, welche die Schmiegungs- 
„ebenen einer kubischen Raumkurve mit deren Tangentenfläche gc- 
„mein haben, liegen i. a. auf einem Kegelschnitt" (Cremona). 
Eine Ausnahme macht die Raumparabel, indem für sie jene Kegel- 
schnitte lauter Parabeln sind. Eine Raumellipse hat in der unendlich 
fernen Ebene eine uneigentliche Bisekante und eine eigentliche Bi- 
planare. Sie hat also zwei parallele reelle Schmiegungsebenen, und 
diese schneiden die Tangentenfläche der Raumellipse in zwei Parabeln 
(vgl. Seite 178). Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelschnitte dieser 
Fläche aber ist eine Hyperbel, welche die unendlich fernen Punkte 
der beiden Parabeln enthält. Eine Raumhyperbel hat in der unend- 
lich fernen Ebene drei reelle Punkte und eine uneigentliche Biplanare; 
sie hat keine parallelen Schmiegungsebenen und unter den oo ^ Kegel- 
schnitten ihrer Tangentenfläche gibt es keine Parabeln; die Mittel- 
punkte dieser Kegelschnitte liegen deshalb auf einer Ellipse (Cremona**). 

In welchen Teilen des Raumes liegen nun einerseits die eigent- 
lichen Bisekanten einer kubischen Raumkurve k^ und die uneigent- 

♦) Cremona in den Nouv. Annales de Math. 1862, 2« Serie, T. II, p. 292, 294. 
**) Cremona beweist in Tortolini, Annali di Matematica 1859, T. II, p. 208, 
daß die Tangentenfiäohe einer Baumeilipse sowohl Ellipsen als auch Hyperbeln ent- 
hält Die Ebenen der Ellipsen schmiegen sich der Haumellipse in den Punkten an, 
die zwischen den beiden parallelen Schmiegungsebenen liegen. Die Tangentenfläche 
einer Raumhyperbel enthält nur Hyperbehi; die einer parabolischen Hyperbel ent- 
hält eine Parabel und außer ihr nur Hyperbeln. (Vgl. Cremona in Grelles Jour- 
nal 58, S. 146.) 
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liehen Biplanaren des Gewindes x* ihrer Schmiegungsebenen, anderer- 
seits die uneigentlichen* Bisekanten von k^ und die eigentlichen Bi- 
planaren von x'? Und welche Fläche scheidet diese Raumteile von 
einander? Diese die beiden Raum teile begrenzende und von einander 
scheidende Fläche kann keine andere sein als die abwickelbare Tan-* 
gentenfläche T der Raumkurve. Wir wollen das näher begründen für 
die Biplanaren des Ebenengewindes x®. 

Die Schmiegungsebenen von k^ schneiden jede der Biplanaren in 
homologen Punkten und jede der Schmiegungsebenen in homologen 
Strahlen kollinearer Felder. Sie schneiden die Tangentenfläche T der 
Raumkurve in homologen Kegelschnitten dieser Felder und die Ebenen 
des Gewindes x* in deren Tangenten (Seite 178). Jede der oc^ Schmie- 
gungsebenen berührt diese Kegelschnitte in homologen Punkten und 
ihren geometrischen Ort, die Tangentenfläche T, längs einer Tangente 
von Ä*, dem Ort der homologen Punkte. Die eigentlichen Biplanaren 
von x' aber liegen in je zwei reellen Schmiegungsebenen und schneiden 
folglich die übrigen Schmiegungsebenen in Punkten, die außerhalb 
jener Kegelschnitte liegen; dagegen ist jeder Punkt, der innerhalb 
eines der Kegelschnitte liegt, die Spur einer uneigenilichen Biplanare 
von X*. Also: 

„Jeder der oo^ Kegelschnitte, welche die Tangentenfläche der 
„Raumkurve fc* mit je einer ihrer Schmiegungsebenen gemein hat, 
„umschließt alle uneigentlichen Biplanaren von x* und schließt alle 
„eigentlichen Biplanaren aus. Die beiden Schmiegungsebenen, die 
„durch eine eigentliche Biplanare gehen, berühren die Kegelschnitte 
„und ihren Ort, die Tangentenfläche T, in den Punkten zweier Tan- 
„genten von i:*." 

Sei a* der Kegelschnitt, den eine beliebige Schmiegungsebene a 
mit der Fläche T gemein hat, und ^Z7 ein Kurvenbogen, der einen 
Punkt E einer eigentlichen Biplanare e mit einem Punkte U einer 
uneigentlichen u verbindet Wenn dann eine veränderliche Biplanare b 
em EU entlang gleitet und in der Biplanarenkongruenz stetig von e 
in u übergeht, so beschreibt ihre Spur in a eine Linie, die einen 
außerhalb des Kegelschnitts a* gelegenen Punkt mit einem inner- 
halb a^ gelegenen verbindet Die Spur überschreitet also den Kegel- 
schnitt a* von außen nach innen; zugleich geht die Biplanare b von 
der einen „äußeren'' Seite der Tangentenfläche T auf die andere ,4nnere** 
Seite über, indem sie T in einer Tangente von k^ überschreitet Jeder 
Kurvenbogen zwischen E und U schneidet also irgend eine Tangente 
von k^ und zugleich die Fläche T, indem er von der äußeren Seite 
der Fläche nach der inneren sich erstreckt Kurz: 

„Die Tangentenfläche der kubischen Raumkurve k^ trennt die 
„Punkte der uneigentlichen Biplanaren und der eigentlichen Bise- 
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„kanten von denen der eigentlichen Biplanaren und der uneigent- 
„lichen Bisekanten. Auf ihrer einen, der inneren Seite liegen die 
„uneigentlichen Biplanaren und die eigentlichen Bisekanten, auf der 
„anderen, äußeren Seite liegen die eigentlichen Biplanaren und die 
„uneigentlichen Bisekanten." 

Die Strahlenkegel zweiter Ordnung, welche die Raumkurve k^ 
aus ihren Punkten projizieren, berühren die Tangentenfläche T längs 
je einer Tangente von k^; sie werden von der Fläche T umhüllt und 
liegen alle auf der inneren Seite von T. Denn ein beliebiger von 
ihnen schneidet alle nicht auf ihm liegenden eigentlichen Bisekanten 
in je zwei Punkten, schneidet aber keine der uneigentlichen Bisekanten; 
durch jeden innerhalb des Kegels gelegenen Punkt geht also eine eigent- 
liche Bisekante von k^. — 

Die Eaumkurve k^ kann mit einer beliebigen Bisekante b durch 
unendlich viele Flächen zweiter Ordnung verbunden werden; durch 
jeden nicht auf k^ oder b gelegenen Punkt P geht eine der Flächen, 
sie verbindet k^ mit b und mit der durch P gehenden Bisekante von 
k^ (Seite 164). Wir wollen beweisen, daß die Polarebenen eines 
beliebigen Punktes A in Bezug auf diese Flächen sich in einer Geraden 
schneiden, und unterscheiden zu dem Behuf drei Fälle. 

Wenn erstens der Punkt Ä auf der Eaumkurve A* liegt, so gehen 
seine Polarebenen alle durch die Tangente von k^ in Ä. Liegt zweitens 
der Punkt Ä auf der Bisekante ft, so berühren seine Polarebenen die 
zugehörigen Flächen zweiter Ordnung in Ä und gehen alle durch 6. 
Wenn endlich der Punkt Ä weder auf k^ noch auf b liegt,, so gehen 
seine Polarebenen durch den ihm konjugierten Punkt A^. Einen 
zweiten ihnen gemeinschaftlichen Punkt A^ können wir in der Ebene 
Ab sofort angeben, wenn diese weder durch die Bisekante AAj^ geht, 
noch die Eaumkurve in einem Punkte von b berührt. Denn die Ebene 
Ab schneidet alsdann die Raumkurve in einem Punkte if, der weder 
auf AA^ noch auf b liegt, und A^ ist der Punkt der Geraden AM^ 
welcher durch M und b harmonisch von A getrennt, also dem Punkte 
A konjugiert ist bezüglich aller durch k^ und b gehenden Flächen 
zweiter Ordnung. Die Polarebenen von A hinsichtlich dieser Flächen 
gehen folglich alle durch die Gerade -ii-ig- ^^^ Satz ist damit für 
alle Punkte des Raumes bewiesen, wenn b eine uneigentliche Bise- 
kante von k^ ist Falls aber b eine eigentliche Bisekante ist, muß 
der Beweis noch für die Punkte A geführt werden, die auf je einem 
der beiden durch k^ und b gehenden Strahlenkegel zweiter Ordnung 
oder auf einer der beiden durch b gehenden Berührungsebenen von 
k^ liegen. 

Sei nun A einer dieser Punkte, g eine durch A gehende Gerade, 
und seien jF^, F^^ F^ irgend drei der Flächen zweiter Ordnung, die 
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A* mit b verbinden. Dann bilden die Polarebenen der Punkte von^f 
hinsichtlich dieser Flächen drei zur Punktreihe g projektive Ebenen- 
büschel g^^ ^r,, g^ erster Ordnung. Für unendlich viele Punkte von 
g aber haben wir soeben bewiesen, daß ihre Polarebenen hinsichtlich 
der Flächen sich in je einer Geraden schneiden; die projektiven Ebenen- 
büschel ^Tj, 5^2, g^ erzeugen folglich miteinander ein und dasselbe 
Strahlengebilde erster öder zweiter Ordnung, und zwar L a, eine zu 
ihnen Perspektive Regelschar. Auch die Polarebenen des Punktes A 
schneiden sich demnach alle in einer Geraden. Also: 

„Die Polarebenen eines beliebigen Punktes Ä bezüglich der oc* 
„Flächen zweiter Ordnung, die eine kubische EÄumkurve k^ mit 
„einer ihrer Bisekanten verbinden, gehen alle durch eine Gerade a. 
„Bewegt sich A auf einer Geraden ^, so beschreibt a i. a. eine zu 
„^r projektive Regelschar zweiter Ordnung; die Polaren von g bezüg- 
„lich <ler oo ^ Flächen sind die Leitstrahlen dieser Schar." 
Man beweist leicht, daß jede durch a gehende Ebene die Polarebene 
von A bezüglich einer der oc ^ Flächen ist (vgl. Seite 183). 

Die oo ^ Flächen zweiter Ordnung werden von einer beliebigen 
Ebene in oo^ Kurven zweiter Ordnung geschnitten, die einen „Kegel- 
schnittbüschel" bilden. Dieser hat, wie sich ohne weiteres ergibt, 
folgende Eigenschaften: 

„Die Kegelschnitte dieses Büschels haben zwei oder vier reelle 

„Punkte (Grundpunkte) gemein; durch jeden anderen Punkt der 

„Ebene geht ein Kegelschnitt des Büschels. Die Polaren eines 

„beliebigen Punktes A der Ebene bezüglich der Kegelschnitte des 

„Büschels bilden einen Strahlenbüschel erster Ordnung, und dessen 

„Mittelpunkt A' ist zu A konjugiert bezüglich der Kegelschnitte. 

„Den Punkten einer Geraden g der Ebene sind i. a. die Punkte 

„eines zu g projektiven Kegelschnittes konjugiert; dieser ist der 

„Ort der Pole von g in Bezug auf die Kegelschnitte des Büschels." 

Andere Eigenschaften dieser Kegelschnittbüschel werden wir durch 

die geometrischen Yerwandtschaften zweiten Grades im 27. Vortrage 

ableiten. 
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Konjugierte Bisekanten der kubischen Raumkurve. 
Biquadratische Regelflächen, erzeugt durch projek- 
tive Ebenenbfischel oder Kurven zweiter Ordnung. 

Zwei kollineare zentrische Bündel erzeugen, wie wir wissen, durch 
ihre homologen Ebenen eine Strahlenkongruenz erster Ordnung. Diese 
besteht i. a. aus den Bisekanten einer kubischen Baumbure A;^, die 
durch die Mittelpunkte S, S' der kollinearen Bündel geht; sie wird 
aus je zwei Punkten von k^ durch kollineare Bündel projiziert 
(Seite 167). Die Raumkurve zerfällt in einen Kegelschnitt und eine 
seiner Unisekanten, wenn die kollinearen Bündel eine Ebene ent- 
sprechend gemein haben (Seite 158); sie zerfällt, wenn die Bündel 
einen Strahl entsprechend gemein haben, in drei Gerade, von denen 
zwei die dritte schneiden, aber konjugiert imaginär sein können. Wir 
nehmen zunächst an, die Baumkurve k^ zerfalle nicht 

Tier Strahlen einer Kongruenz erster Ordnung heißen „harmo- 
nisch", wenn einer und damit jeder der kollinearen, die Kongruenz 
erzeugiönden Bündel durch sie vier harmonische Ebenen eines Büschels 
erster Ordnung schickt. Die Kongruenz ist hiemach zu den sie er- 
zeugenden Bündeln projektiv und sogar perspektiv, sie ist zu allen 
Bündeln, ebenen Feldern und Kongruenzen erster Ordnung projektiv, 
die zu diesen Bündeln projektiv sind. 

Wir beziehen nim die Kongruenz der Bisekanten. von k^ projektiv 
auf ein ebenes Punktfeld tji, indem wir die sie erzeugenden kolli- 
nearen Bündel S, S' korrelativ auf yji beziehen. Jedem Punkte von 
Yjj entsprechen dann zwei homologe Ebenen der Bündel und deren 
in der Kongruenz enthaltene Schnittgerade; jeder Punktreihe erster 
Ordnung in if)j aber entspricht in der Kongruenz eine zu ihr projek- 
tive Regelschar oder Kegelfläche zweiter Ordnung, die durch homologe 
Ebenenbüschel der Bündel erzeugt wird. Die kubische Raumkurve k^ 
und ihre Tangenten werden aus den Punkten S, S' durch homologe 
Strahlenkegel zweiter Ordnung und deren homologe Berührungsebenen 
projiziert; den Tangenten und Punkten von k^ entsprechen deshalb 
in i»ii die Punkte und Tangenten eines Kegelschnittes xf , der zu jenen 
Strahlenkegeln korrelativ ist Daraus folgt: 

„Einer Geraden g^ des Punktfeldes ri^ entspricht in der Bisekanten- 
„kongruenz der kubischen Raumkurve i' ein Strahlenkegel oder 
„eine Regelschar zweiter Ordnung, je nachdem g^^ den Kegelschnitt 
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„xf berührt oder nicht berührt. Einem Punkte von tQi entspricht 

„demnach eine eigentliche oder eine uneigentliche Bisekante von 

„Ä:^, je nachdem er außerhalb oder innerhalb des Kegelschnitts xj 

,,liegt. Jedem Punkte der Kurve xj entspricht eine Tangente 

„von A»." 

Den sechs Kanten und den vier Eckpunkten eines der Raumkurve Jk* 

eingeschriebenen Tetraeders entsprechen in y)i die sechs Eckpunkte 

und die vier Seiten eines Tangenten vierseits von xf. 

Zwei Bisekanten von k^ nenne ich „konjugiert", wenn die ihnen 
entsprechenden Punkte der Ebene yji in Bezug auf xf konjugiert sind. 
Die beiden Bisekanten sind konjugiert bezüglich der beiden zu xf 
korrelativen Strahlenkegel zweiter Ordnung, durch welche die Raum- 
kurve k^ aus ihren Punkten S, S' projiziert wird (Seite 12). Da diese 
Punkte beliebig auf k^ angenommen werden können, so ergibt sich: 
„Konjugierte Bisekanten der kubischen Raumkurve k^ sind be- 
„züglich aller zu k^ Perspektiven Strahlenkegel zweiter Ordnung 
„konjugiert; jede von ihnen schneidet die Polaren der anderen be- 
„züglich dieser oc^ Kegel; ihnen entsprechen in y)i Punkte, die be- 
„züglich des Kegelschnitts xf konjugiert sind." 

In dem Nullraum, den k^ als kubische Nullkurve bestimmt, sind 
konjugierten Bisekanten von k^ konjugierte Biplanaren zugeordnet; 
diese sind konjugiert bezüglich der oo ^ Kegelschnitte, die die Schmie- 
gungsebenen der Raumkurve k^ in je einer dieser Ebenen umhüllen. 
Einem Punkte des Kegelschnittes xf sind alle Punkte seiner Tan- 
gente, einem Punkte der Ebene i\i sind alle Punkte seiner Polare in 
Bezug auf xf konjugiert. Wir folgern daraus: 

„Einer Bisekante b sind oc^ andere Bisekanten von k^ konjugiert; 
„sie bilden i. a. eine Regelschar El zweiter Ordnung, deren Leit- 
„schar aus den Polaren von b bezüglich der oc ^ zu A* Perspektiven 
„Kegel zweiter Ordnung besteht. Wenn aber b eine Tangente 
„von k^ ist, so bilden die ihr konjugierten Bisekanten den Strahlen- 
„kegel zweiter Ordnung, welcher die Raumkurve Ar* aus dem Be- 
„rührungspunkte projiziert Konjugierte Bisekanten sind i. a. wind- 
„schief ; nur dann, wenn eine von ihnen die Raumkurve k^ berührt, 
„schneiden, sie sich, und zwar in dem Berührungspunkt Jede Tan- 
„gente von k^ ist sich selbst konjugiert" 

Der Kegelschnitt xf schließt von jedem seiner Polardreiecke zwei 
Eckpimkte aus, den dritten ein; er trennt diesen von jenen harmonisch. 
Den Eckpunkten eines Polardreiecks von xf aber entspricht ein „Tripel 
konjugierter Bisekanten" von k^, 

„Jedes Tripel konjugierter Bisekanten der kubischen Raumkurve k^ 
„besteht demnach aus zwei eigentlichen Bisekanten und einer un- 
„eigentlichen. Einer uneigentlichen Bisekante sind ausschließlich 
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„eigentliche Bisekanten konjugiert, und jede von ihnen ist von der 
„uneigentlichen durch zwei Tangenten der ßaumkurve k^ harmo- 
„nisch getrennt Die Schar R\ der Bisekanten, die einer eigent- 
„lichen Bisekante b konjugiert sind, enthält zwei Tangenten von A®; 
„diese berühren die EÄumkurve k^ in ihren Schnittpunkten ?7, V 
„mit b und trennen die eigentlichen Bisekanten der Schar R\ von 
„den uneigentlichen." 

Die eigentlichen Bisekanten der Schar R% schneiden die Eaum- 
kurve k^ in den Punktepaaren einer Involution, die U und V zu 
Doppelkpunkten hat. Die beiden durch U bezw. V gehenden Leit- 
strählen u^ V der Schar sind Schmiegungsstrahlen von k^ und schneiden 
die Bisekanten der Schar R\ in je zwei konjugierten Punkten (Seite 182). 
Also: 

„Die Schmiegungsebenen zweier Punkte Z7, V der Eaumkurve k^ 
„schneiden jede zu der Bisekante b = ÜV konjugierte Bisekante in 
„zwei bezüglich k^ konjugierten Punkten. Der Ort dieser Punkte 
„besteht aus zwei Schmiegungsstrahlen w, v von i', die bezw. durch 
„ i7, V gehen und mit den beiden Tangenten von U und V Inzident 
„sind. Diese Tangenten und die zu b konjugierten Bisekanten liegen 
„mit A;^, u und v auf einer Eegelfläche J2| zweiter Ordnung, die 
„in U und V die beiden Schmiegungsebenen von k^ berührt. Die 
„Schnittgerade bo der zwei Schmiegungsebenen ist demnach die 
„Polare der Bisekante b bezüglich der Fläche J2| und zugleich der 
„Bisekante b zugeordnet in dem durch k^ bestimmten Nullraum." 
Ein Tripel konjugierter Bisekanten von k^ enthält, wie schon be- 
merkt, allemal zwei eigentliche Bisekanten. Durch die Schnittpunkte 
der Eaumkurve mit einer dieser Bisekanten aber gehen zwei Schmie- 
gungsstrahlen von A*^, die jede der übrigen Bisekanten des Tripels in 
konjugierten Punkten schneiden. Auf der das Tripel enthaltenden 
Eegelfläche zweiten Grades liegen also zwei Paar Schmiegungsstrahlen; 
sie trennen einander harmonisch. Kurz: 

„Auf jeder Eegelfläche zweiten Grades, die ein Tripel ö, 6', 6" 
„konjugierter Bisekanten von k^ enthält, liegen vier harmonische 
„Schmiegungsstrahlen der Eaumkurve A;^. In dem durch A;' be- 
„stimmten Nullraum aber sind die Schmiegungsstrahlen und ist folg- 
„lich auch die Eegelfläche sich selbst zugeordnet (Seite 177). Die 
„Fläche enthält also auch das jenem Tripel zugeordnete Tripel 6<„ 
„fco', bo' konjugierter Biplanaren von A'^." 

Eine eigentliche oder uneigentliche Bisekante b von A'^ ist in cx)^ 
Tripeln konjugierter Bisekanten enthalten; die übrigen zwei Bisekanten 
eines jeden dieser Tripel sind konjugierte Strahlen einer involutorischen 
Eegelschar Rl zweiter Ordnung, denn ihnen entsprechen in der Ebene 
7]i zwei Punkte, die bezüglich des Kegelschnitts xf konjugiert sind 

Beye, Geometrie der Lage. II. 4. Aufl. 13 
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und auf einer gewissen Geraden liegen. Durch- die Schnittpunkte 
U\ V von k^ mit einer eigentlichen Bisekante b' der Schar i2| gehen 
allemal zwei Schmiegungsstrahlen u\ v\ die sowohl b wie die zu b' 
und b konjugierte Bisekante ö" der Schar in konjugierten Punkten 
schneiden (Seite 193). Sie sind auch mit der Biplanare bo Inzident, 
die der Bisekante b in dem durch k^ bestimmten Nullraum zugeordnet 
ist, ebenso mit den beiden Tangenten von fc* in U' und V\ Die Ebefae 
u F' berührt folglich in F' die ßegelfläche F\ auf der die Schar B\ 
liegt; sie schneidet F* in der Bisekante &'^Ü"F' und einem durch 
V gehenden Leitstrahl l^ der Schar. Ebenso berührt die Ebene v'U' 
in U' die Fläche F^ und schneidet sie in b' und einem durch ü' 
gehenden Leitstrahl l^ der Schar R\. Die Schmiegungsstrahlen u\ v' 
verbinden also je zwei Gegenpunkte des auf jP* liegenden windschiefen 
Vierseits b'lf,b"lu und sind folglich reziproke Polaren bezüglich der 
Regelfläche F^, Wir schließen daraus: 

„Die oo^ mit einer Bisekante b inzidenten Schmiegungsstrahlen 
„der kubischen Eaumkurve k^ sind paarweise reziproke Polaren be- 
„züglich der Eegelfläche F^ zweiten Grades, die alle zu b konjugierten 
„Bisekanten von k^ enthält. Sie sind in dem durch ^•* bestimmten 
„Nullraum sich selbst zugeordnet, schneiden also außer der Bise- 
„kante b auch die ihr zugeordnete Biplanare ö«. Die sie enthaltende 
„Regelfläche Ä* [vierten Grades] kann durch einen an ö, ft^ und 
„Ä'^ entlang gleitenden Strahl beschrieben werden; sie ist nullinvariant 
„für den Nullraum und polarinvariant für die Regelfläche F^\ ihre 
„Leitgeraden 6, fc« sind folglich polar bezüglich F^, Je zwei für 
„F* polare Strahlen der Fläche R^ schneiden die Raumkurve k^ 
„in Punkten U\ F' einer zu b konjugierten Bisekante 6'; sie 
„schneiden b und ebenso die zu b und b' konjugierte Bisekante b" 
„in zwei Punkten, die bezüglich k^ konjugiert sind. Jedem Punkte 
„und jeder Ebene des einen Strahles ist folglich ein Punkt bezw. 
„eine Ebene des anderen konjugiert in Bezug auf k^\ insbesondere 
„sind die beiden Ebenen für k^ konjugiert, welche die polaren 
„Strahlen mit 6« verbinden" (Jolles*). 
Ist b eine uneigentliche Bisekante von ä:^, so gehen durch jeden 
Punkt von b drei Strahlen der Fläche -B* (Seite 186); sie liegen mit 
der Biplanare 6« in einer Ebene. Die Raumkurve k^ und die Punkt- 
reihe bo können auf den Ebenenbüschel b perspektiv bezogen werden; 
sie sind dann projektiv und erzeugen die Regelschar der Fläche JR*. 
Diese ist vierten Grades; denn eine beliebige Gerade v schneidet 

*) Herr Jolles beweist in Grelles Journal (1906), Bd. 180, Seite 276/77 diese 
Sätze für den Fall, daß h eine uneigentliche Bisekante ist. Für den Fall einer 
eigentlichen Bisekante vgl. Cremona in den Nouv. Annales de Math., 2. Ser. (1862) 1.^ 
Seite 867. 
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höchstens vier ihrer Strahlen, weil von den Ebenen des zur Punkt- 
reihe bo Perspektiven Büschels v höchstens vier durch die entsprechen- 
den Punkte von k^ gehen (Seite 172). 

In dem durch k^ bestimmten Nullraum ist der Fläche F^ eine 
andere Regelfläche Fl zweiten Grades zugeordnet Sie berührt alle 
Schmiegungsebenen von k^ und enthält alle zu bo konjugierten Bi- 
plänaren; auch für sie ist J2* polarinvariant, und sind bo und b rezi- 
proke Polaren. 

Die Bisekante b von k^ und die ihr zugeordnete Biplanare bo sind 
die Involutionsachsen eines geschart involutorischen Raumes S. In 
diesem sind die Flächen jF'*, R^ und der Nullraum sich selbst zu- 
geordnet (vgl. Seite 117); der Raumkurve k^ aber ist in S eine andere 
kubische Nullkurve k% des NuUraumes zugeordnet, die wie A* eine 
Schnittkurve der beiden Regelflächen F\ R^ ist. Den durch k^ gehen- 
den Flächen zweiter Ordnung sind in S die durch kl gehenden zu- 
geordnet; zwei in Bezug auf k^ konjugierten Punkten sind deshalb 
allemal zwei bezüglich kl konjugierte zugeordnet, und insbesondere 
ist die Involution konjugierter Punkte auf der Bisekante b für beide 
Raumkurven dieselbe. Je zwei konjugierte Bisekanten von k% die 
auf F^ liegen, sind durch b und bo harmonisch getrennt, also in dem 
involutorischen Raum 2 einander zugeordnet; sie sind folglich auch 
konjugierte Bisekanten von kl und bilden mit b ein gemeinschaftliches 
Tripel konjugierter Bisekanten beider Raumkurven. Wie wir von k^ 
zu kl gelangt sind, ebenso gelangen wir von kl zu ä;^; die beiden 
Raumkurven stehen zu einander in umkehrbaren invarianten Be- 
ziehungen. Die mit b und bo inzidenten Schmiegungsstrahlen von i* 
sind zugleich solche von AJ; je zwei von ihnen, die bezüglich der 
Fläche F^ reziprok polar sind, schneiden jede der kubischen Raum- 
kurven *•, kl in zwei Punkten, die bezüglich der anderen konjugiert 
sind. Es gelten hiemach die Sätze: 

, J)er kubischen Raumkurve fc* ist in dem geschart involutorischen 
„Räume, der eine Bisekante b von k^ und die ihr zugeordnete Bi- 
„planare &o zu Involutionsachsen hat, eine kubische Raumkurve kl 
„zugeordnet Die beiden Raumkurven A^, kl sind kubische Null- 
„kurven desselben NuUraums; sie sind projektiv und zu dem Ebenen- 
„büschel b perspektiv imd erzeugen eine Schar -B* vierten Grades 
,,gemeinsamer, mit b und bo inzidenter Schmiegungsstrahlen. Sie 
„haben eine involutorische Schar Ri konjugierter Bisekanten mit 
„einander gemein und liegen mit ihr auf einer Regelfläche F^ zweiter 
„Ordnung, für welche b und bo reziprok polar sind. Jede dieser 
„Bisekanten ist zu b konjugiert; ihre zwei Schnittpunkte mit einer 
„der kubischen Raumkurven Zr^, kl sind allemal konjugiert bezüglich 
„der anderen. Die beiden Raumkurven berühren sich in den beiden 

13* 
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„reellen oder konjugiert imaginären Schnittpunkten von b und F^\ 

„sie haben die beiden durch b„ gehenden Schmiegungsebenen dieser 

„Punkte miteinander gemein" (J oll es*). 

Zu der kubischen Raumkurve A:' stehen oo • andere kl in diesen 
invarianten Beziehungen; zu jeder Bisekante b von k^ gehört eine, 
und auf jeder durch k^ gehenden Regelfläche F^ zweiter Ordnung 
liegt eine von ihnen. Die Kongruenz dritter Ordnung dritter BQasse 
der oo^ Schmiegimgsstrahlen von k^ enthält die oo • Regelscharen R\ 
welche k^ mit je einer dieser kl erzeugt. 

Wir bezogen vorliin (Seite 191) die Bisekantenkongruenz der 
Raumkurve k^ projektiv auf ein Punktfeld \, indem wir die sie er- 
zeugenden kollinearen Strahlenbündel S, S' korrelativ auf 7]^ bezogen. 
Den Bisekanten nun. die eine beliebige Gerade g schneiden, entspi-e- 
chen in yji die Punkte eines zu g projektiven Kegelschnittes 7f . Denn 
dem zur Punktreihe g Perspektiven Strahlenbüschel des Bündels *s' 
entspricht in S' ein zu g projektiver Strahlenbüschel; dieser erzeugt 
mit der Punktreihe g einen Ebenenbüschel zweiter Ordnung von iS\ 
dessen Ebenen die entsprechenden Ebenen des Bündels S in je einer 
mit g inzidenten Bisekante von k^ schneiden, imd dem in yji der Kegel- 
schnitt Yf entspricht. Da durch die Gerade ^^ i. a. unendlich viele Ebenen 
gehen, die je drei Bisekanten und je drei Punkte von k^ enthalten, 
den Punkten von A:* aber die Tangenten des Kegelschnittes xf in \ 
entsprechen, so können dem Kegelschnitte yf i. a. unendlich viele 
Tangentendreiecke von xf eingeschrieben werden. 

Es gibt cx)* Kegelschnitte yf, die zu xf in dieser invarianten 
Beziehung stehen; jedem von ihnen entspricht eine Gerade g nebst 
der Schar der mit g inzidenten Bisekanten von k^. Auf die vier- 
fach unendliche Mannigfaltigkeit dieser Kegelschnitte ist die Mannig- 
faltigkeit aller Geraden des Raumes eindeutig bezogen. Durch vier 
beliebige Punkte der Ebene r^ gehen i. a. zwei der Kegelschnitte 
yf, weil die entsprechenden vier Bisekanten i. a. mit zwei Geraden 
Inzident sind. Den oc* einem Tangentendreieck von xf umschriebenen 
Kegelschnitten entsprechen die oc* Geraden einer Ebene. Den Ge- 
raden einer Schmiegungsebene von k^ entsprechen oc* Kegelschnitte 
yf, die den Kegelschnitt xf in einem bestinmiten Punkte berühren. 
Jeder Unisekante von k^ entspricht in tj^ ein Kegelschnitt yf, der 
in eine Tangente von xf und eine andere Gerade zerfällt 

„Die oc ^ Bisekanten von A*^, die den Punkten eines Kegelschnittes 

„9f der Ebene irii entsprechen, liegen auf einer Regelfläche jP* vierter 

„Ordnung." 
Denn weil 9* mit einem beliebigen der Kegelschnitte yf höchstens 



*) Vgl. Jolles in Grelles Journal, Bd. 180, Seite 279. 
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vier Punkte gemein hat, so werden höchstens vier der auf F^ liegenden 
Bisekanten von der beliebigen Geraden g geschnitten. Die Fläche F^ 
enthält oc* Tripel konjugierter Bisekanten von k^^ wenn der Kegel- 
schnitt 9f einem Polardreieck von xf umschrieben ist; denn in die- 
sem Falle sind oo^ Polardreiecke von xf dem Kegelschnitt 9J einge- 
schrieben (Seite 193). 

Durch die Punkte der EÄumkurve k^ gehen i. a, je zwei Strahlen 
der Fläche .P*, weil 9J mit den Tangenten von xj i. a. je zwei 
Punkte gemein hat Die Fläche wird erzeugt durch zwei projektive 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung, die in den kollinearen Bündeln S, S' 
dem Kegelschnitt 9J entsprechen. Die Kollineation der Bündel ist 
durch diese projektiven Ebenenbüschel eindeutig bestimmt (Seite 10), 
und es ergibt sich: 

„Zwei nicht konzentrische projektive Ebenenbüschel zweiter Ord- 
„nung erzeugen i. a. eine B.egelfläche F^ vierter Ordnung, die eine 
„kubische Doppelpunktskurve k^ hat. Die 00^ Geraden der Fläche 
„sind Bisekanten von k^ und werden aus je zwei Punkten der 
„Kurve durch projektive Ebenenbüschel zweiter Ordnung projiziert'' 
Der letzte Teil des Satzes erleidet gewisse leicht angebbare Einschrän- 
kungen, wenn k^ in einen Kegelschnitt und eine Gerade oder in drei 
Gerade zerfällt (Seite 191). Nämlich die Strahlen der Fläche F^ 
werden im ersteren Falle aus je zwei Punkten des Kegelschnittes, im 
letzteren aber aus je zwei Punkten der Geraden 8S\ welche die 
Mittelpunkte der beiden Ebenenbüschel verbindet, durch projektive 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung projiziert. Im letzteren Falle ist SS' 
ein zweifacher Strahl der Fläche. 

Werden die Ebenenbüschel, die Kegelfläche J^ und ihre Doppel- 
punktskurve k^ mit einer Ebene geschnitten, so ergibt sich beiläufig: 
„Zwei projektive, in einer Ebene liegende Strahlenbüschel zweiter 
„Ordnung erzeugen i a. eine Kurve k^ vierter Ordnung, die drei 
„Doppelpunkte hat Sie bestimmen zugleich eine Reihe projektiver 
„Strahlenbüschel zweiter Ordnung, die zu je zweien die Kurve k^ 
„erzeugen. Die oc* kollinearen Felder, in denen diese projektiven 
„Büschel einander entsprechen, haben die drei Doppelpunkte von 
„A* entsprechend gemein;" 

denn sie sind Schnitte der 00 * kollinearen Bündel, die zu zweien die 
Bisekanten der kubischen Raumkurve k^ erzeugen, und durch jeden 
der drei auf k^ liegenden Doppelpunkte gehen 00^ homologe Strahlen 
der Bündel. Von den drei Doppelpunkten können zwei konjugiert 
imaginär sein. Die Kurve A* kann zerfallen in eine Gerade und eine 
Kurve dritter Ordnung oder in zwei Gerade und einen Kegelschnitt 
oder in vier Gerade. 
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Lassen wir den Kegelschnitt 9f zusammenfallen mit xf oder mit 
einem der Kegelschnitte yf, so folgt: 

„Die Tangenten der kubischen Raumkurve k^ liegen auf einer 
„abwickelbaren Mäche vierter Ordnung. Auch die mit einer Geraden 
,^ inzidenten Bisekanten von k^ liegen auf einer Mäche vierter 
„Ordnung, die k^ zur Doppelpunktskurve hat.*' 
Die letztere Mäche hat mit einer durch g gelegten Ebene i. a. drei 
Bisekanten gemein und wird in deren Schnittpunkten mit g von der 
Ebene berührt; sie hat also die Ebenen des Büschels g zu dreifach 
berührenden Ebenen. Die zu ihr duale Mäche vierten Grades ist der 
Ort der eine Gerade schneidenden Biplanaxen eines kubischen Ebenen- 
gewindes; sie berührt die Ebenen des Gewindes doppelt und hat die 
Punkte der Geraden zu dreifachen Punkten. 

Die allgemeinere Regelfläche -F* ist bestimmt durch ihre kubische 
Doppelpunktskurv'e k^ und einen ihre Strahlen berührenden Strahlen- 
kegel zweiter Ordnung, dessen Mittelpunkt S auf k^ liegt Nämlich 
die oc^ den Kegel berührenden Bisekanten von k^ liegen auf einer 
Fläche F^ vierter Ordnung, weil sie aus S und überhaupt aus jedem 
Punkte der Raumkurve k^ durch die Ebenen eines Büschels zweiter Ord- 
nung projiziert werden. Durch einen Punkt P von A:* gehen zwei reelle 
oder konjugiert imaginäre Strahlen von jP*, je nachdem P außerhalb 
oder innerhalb des Kegels liegt; im letzteren Falle ist P ein „isolierter 
Doppelpunkt" der Fläche.*) Die beiden Strahlen fallen zusammen, 
wenn P auf dem Kegel liegt; dann aber ist P ein „Kuspidalpunkt' 
der Fläche F\ und diese wird längs ihres durch P gehenden „torsalen'^ 
Strahles (Cayley) von einer „sjjpigulären" Ebene berührt. Die Regel- 
fläche F^ hat i. a. vier Kuspidalpunkte; ihnen entsprechen in 1)1 die 
vier gemeinschaftlichen Tangenten der Kegelschnitte 9f und xf . Auch 
enthält F* i. a. vier Tangenten von i*; sie entsprechen den vier 
Schnittpunkten von 9! und xj. 

Eine Ebene, die zwei Strahlen der Mäche F^ verbindet, schnei- 
det F^ außerdem in einem zu 9J projektiven Kegelschnitt 9*. Denn 
die zu 9f projektiven Strahlenbüschel zweiter Ordnung, in denen die 
Ebene zwei die Mäche erzeugende Ebenenbüschel schneidet, haben 
jene zwei Stralilen entsprechend gemein und erzeugen den zu ihnen 
Perspektiven Kegelschnitt 9* (I. Abt Seite 144). Wenn die Strahlen 
von F^ mit einer Geraden g Inzident sind, so zerfällt 9* in ^r und 
eine Bisekante von /»:•; in jedem anderen Falle kann die Regelfläche 
F^ nicht nur durch projektive Ebenenbüschel, sondern auch durch 
projektive Kurven 9* zweiter Ordnung erzeugt werden und ist zu sich 

*) Em isolierter Doppelpunkt der Fläche F^ hat wie jeder andere Doppeiponkt 
die Eigenschaft, daß eine beliebig durch ihn gelegte Gerade mit F* zwei mit ihm 
zusammenfallende Punkte und höchstens noch zwei andere Punkte gemein hat 
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selbst dual. Die Ebenen dieser auf F^ liegenden Kegelschnitte bilden 
ein kubisches Ebenengewinde und berühren F^ doppelt 

Um eine kubische Raumkurve k^ eindeutig zu bestimmen, können 
wir von ihr fünf Bisekanten a, 6, c, rf, e und auf einer von ihnen zwei 
Punkte beliebig annehmen. Die fünf Bisekanten werden aus je zwei 
Punkten iS, S' der Raumkurve durch homologe Ebenen projektiver 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung projiziert, diese aber erzeugen eine 
biquadratische Regelfläche -P*, die die fünf Bisekanten enthält und k^ 
zur Doppelpunktskurve hat 

Nun bestimmen aber die fünf Bisekanten a, 6, c, d^ e einen sie 
enthaltenden linearen Strahlenkomplex und den zugehörigen Nullraum 
(Seite 116), in diesem aber sind den Punkten S, S' ihre Nullebenen 
<y, ö', und den projektiven Ebenenbüscheln S(abcde\ S'(abcde) zwei 
zu ihnen bezw. Perspektive Kurven zweiter Ordnung a(abcde)^ 
c(abcde) zugeordnet Es ist also auch: 

S(abcde) "a <s\abcde)\ 
weil aber die fünf Ebenen Sa, Sb^ . , , ^ Se des Büschels S durch die 
ihnen entsprechenden Punkte a a, a'6, . . . , a'e der Kurve ö' gehen, 
so ist der Büschel S perspektiv zu c' (I. Abt Seite 142). Jede Ebene 
des Büschels S geht sonach durch den Nullpunkt der entsprechenden 
Ebene des Büschels S'\ sie schneidet also diese Ebene in einem Strahle 
der Fläche -P*, der in dem Nullraum sich selbst zugeordnet ist. Dem- 
nach gilt der Satz: 

„Die Regelfläche F^ vierter Ordnung mit einer nicht zerfallenden 

„kubischen Doppelpunktskurve k^ ist i a. in einem Nullraum sich 

„selbst zugeordnet*) Der Raumkurve k^ ist in dem Nullraum ein 

„kubisches Ebenengewinde xf gugeordnet, dessen Ebenen die Fläche 

„doppelt berühren. Die biquadratische Regelschar der Fläche ist in 

„dem linearen Strahlenkomplex des Nullraums enthalten; sie besteht 

„aus solchen Bisekanten von k^ imd zugleich aus solchen Biplana- 

„ren von xj, die in dem Nullraum sich selbst zugeordnet sind. Sie 

„wird aus den Punkten von k^ durch projektive Ebenenbüschel 

„zweiter Ordnung projiziert und von den Ebenen des Gewindes xf 

,4n projektiven Kurven zweiter Ordnung geschnitten, kann also auch 

„durch je zwei dieser Kurven erzeugt werden." 

Der Satz erleidet eine Ausnahme, wenn die Strahlen der Fläche F^ 

eine Oerade g schneiden. Sie liegen nämlich dann in einem speziellen 

linearen Komplex, und die Fläche hat statt des kubischen Gewindes 

xj doppelt berührender Ebenen einen Büschel g dreifach berührender 

Ebenen (Seite 198). 

*) Der Satz rührt von Chasles her (Gomptes Rendos 1S61, Bd. 52, Seite 1099). 
Glebsch hat ihn in den Math. Annalen, Bd. 2 bewiesen. Den obigen synthetischen 
Beweis verdanke ich Herrn J olles. 
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Die Bisekanten der kubischen Raumkurve ä:*, welche Strahlen 
eines linearen Komplexes sind, liegen auf einer biquadratischen Fläche 
F^ imd entsprechen den Punkten eines Kegelschnittes 9f der Ebene t^^. 
Jedem der oc^ linearen Strahlenkomplexe entspricht hiemach einer 
der oo^ Kegelschnitte der Ebene i\^, und zwar jedem speziellen Kom- 
plexe ein Kegelschnitt, der Tangentendreiecken von yjj umbeschrieben ist 



Fünfundzwanzigster Vortrag. 
Die kubischen Nullkurven des NuUraumes. 

Eine kubische ßaumkurve hat mit jeder Ebene mindestens einen 
Punkt gemein; sie ist durch sechs Punkte bestimmt, und diese können 
in sechs gegebenen Ebenen beliebig angenommen werden. Da jede 
der Ebenen oc* Punkte enthält, so folgt: 

„Es gibt oo^* kubische Baumkurven und oo^* kubische Ebenen- 

„gewinde." 

Eine beliebige dieser Raumkurven bestimmt einen Nullraum, von 

welchem sie eine kubische Nullkurve ist. Nun existieren aber nicht 

cx;^*, sondern nur oc* NuUräume (Seite 115); wir schließen daraus: 

„Jeder Nullraum hat oc' kubische Nullkurven." 
Wir wollen die Lage dieser Nullkurven näher erörtern. 

Eine kubische Raumkurve ist Nullkurve eines gegebenen Null- 
raumes, wenn sie sich zweien Ebenen a, ß in deren Nullpunkten Ä^ B 
anschmiegt und einen nicht durch A oder B gehenden Nullstrahl c 
berührt. Denn sie ist kubische Nullkurve eines durch sie bestimmten 
Nullraumes, dieser aber ist mit dem gegebenen identisch, weil in beiden 
Nullräumen der Strahl c sich selbst und die beiden Geraden J.-B, aß 
einander zugeordnet sind (Seite 114). Wir wollen zunächst solche 
kubische Raimikurven bestimmen, die in den Punkten J, B die 
Schmiegungsebenen a, ß haben. 

Eine kubische Raumkurve ist eindeutig bestimmt, wenn von ihr 
zwei Punkte -4, B nebst ihren Tangenten a, b und Schmiegungsebenen 
a, ß und noch ein dritter Punkt C gegeben sind. Sie wird nämlich 
aus Ä durch den Strahlenkegel A^ zweiter Ordmmg projiziert, der die 
Ebenen a und Ab m. den Strahlen a und AB berührt und durch AC 
geht, ebenso aber aus B durch einen analog bestimmten Kegel B^\ 
sie büdet mit AB die Schnittlinie dieser beiden Kegel. "Wenn der 
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Punkt C den Strahl A C beschreibt, so ändert sich die kubische Raum- 
kurve, nicht aber der sie projizierende Strahlenkegel AK Auf A^ 
liegen also oo * kubische Eaumkurven, die in den Punkten A, B sich 
den Ebenen a, ß anschmiegen und die Strahlen a, b berühren; durch 
einen beliebigen Punkt C von A^ geht eine von ihnen. Eine 
dieser Raumkurven geht durch die oo^ Homologien, welche A zum 
Zentrum und ß zur Homologieebene haben, in die oo^ anderen über; 
homologe Tangenten der Raumkurven schneiden sich folglich allemal 
in einem Punkte P von ß und liegen mit A in einer Berührungsebene 
X des Kegels A^. Von den oc * kubischen Raumkurven berührt eine die 
Gerade c, welche den Nullpunkt von X in dem gegebenen Nullraum 
mit dem Punkte P verbindet. Sie ist eine kubische Nullkurve des 
Nullraumes, wenn a, ß die Nullebenen der Punkte A^ B sind; denn 
ihre Tangente c ist ein Nullstrahl und ihre Punkte u4, B sind die Null- 
punkte ihrer Schmiegungsebenen a, ß. Daraus folgt: 

,,Auf einem Strahlenkegel A^ zweiter Ordnung, der die Nullebene 
„a seines Mittelpunktes in einem Strahle a berührt, liegen oo^ ku- 
„bische Nullkurven des Nullraumes; durch einen beliebigen Punkt 
„J5 von A^ geht eine von ihnen." 

Zur Konstruktion einer Tangente c dieser kubischen Nullkurve 
benutzen wir einen der Strahlenkegel B^ zweiter Ordnung, welche die 
Ebenen ß und Ba bezw. in b und BA berühren. Dieser schneidet 
den Kegel A^ m AB und einer der oc^ kubischen Raumkurven, die 
OL und ß zu Schmiegungsebenen in A und B haben. Zwei Berüh- 
rungsebenen von A^ und 5*, deren Berührungsstrahlen mit AB in einer 
Ebene liegen, schneiden sich in einer Tangente t dieser Raumkurve. 
Der Schnittpunkt P von t und ß liegt mit dem Nullpunkte der Ebene 
^^ = X in einem Nullstrahle c, welcher den Kegel A^ und zugleich 
die zu bestimmende Nullkurve in einem Punkte C berührt. Die kubische 
Nullkurve auf A^ berührt die drei Nullstrahlen a, fe, c in den Punkten 
A^ B, C und ist hierdurch eindeutig bestimmt 

„Zwei windschiefe Nullstrahlen a, b werden in zwei auf ihnen 

„gegebenen Punkten 4, B von oc ^ kubischen Nullkurven des NuU- 

„raumes berührt" 

Denn nach dem Vorhergehenden enthalt jeder Strahlenkegel A^ zwei- 
ter Ordnung, der in a die Nullebene von A und in AB die Ebene 
Ab berührt, eine dieser Nullkurven. Der Punkt A ist Mittelpunkt 
von oo* die Nullebene von A berührenden Kegeln zweiter Ordnung, 
und diese enthalten je oo^ kubische Nullkurven. Es gehen also oc^ 
kubische Nullkurven durch den beliebigen Punkt A\ der Nullraum 
aber enthält deren oc^, wie sich auch hieraus ergibt, wenn A eine 
Ebene beschreibt. 
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Jede der oo' kubischen Nullkurven kann durch oc* KoUineationen 
und oo' Korrelationen in eine beliebige andere übergeführt werden 
(Seite 173); der Nullraum aber und der lineare Komplex seiner Null- 
strahlen gehen durch diese KoUineationen und Korrelationen in sich 
selbst über. Überhaupt gibt es oo^® KoUineationen und oo^® Korrela- 
tionen, die den Nullraum und seinen linearen Strahlenkomplex in sich 
selbst, seine oo' kubischen Nullkurven aber ineinander transformieren. 
Wir wollen diese oc*® projektiven Verwandtschaften unabhängig von 
den Nullkurven nachweisen. 

Sind zwei Räume S, S^ koUinear oder korrelativ aufeinander 
bezogen, so entspricht jedem in 2 enthaltenen linearen Strahlenkom- 
plexe ein linearer Komplex in S^. Denn von den oo* Strahlen des 
Raumes S^, die den oo* Komplexstrahlen von 2 entsprechen, Uegt 
in jeder Ebene und geht durch jeden Punkt ein Büschel erster Ord- 
nung. Ein Nullraum geht hiemach durch jede räumliche KolUneation 
oder Korrelation in einen NuUraum über. 

Ein linearer Strahlenkomplex ist unter anderem bestinmit durch 
ein einfaches windschiefes Fünfeck, dessen fünf Kanten Komplexstrahlen 
sind (Seite 113). Um zwei lineare Komplexe und die zugehörigen NuU- 
räume koUinear oder korrelativ aufeinander zu beziehen, brauchen wir 
also nur irgend zwei einfache, von Strahlen der Komplexe gebUdete 
Fünfecke als koUineare oder korrelative GebUde einander entsprechen 
zu lassen. Ist eines dieser Fünfecke gegeben, so kann das andere, wie 
wir sogleich beweisen werden, oc*® verschiedene Lagen annehmen. 
Ein ünearer Strahlenkomplex kann also durch oo^® KoUineationen 
und oo^^ Korrelationen in einen anderen oder auch in sich selbst trans- 
formiert werden, und dasselbe gut von dem zugehörigen Nullraum. 

Daß in der Tat ein linearer Komplex die Kanten von oo*^ ein- 
fachen windschiefen Fünfecken enthält, beweisen wir wie folgt Yon 
einem solchen Fünfeck ÄBCDE kann ein Eckpunkt Ä beliebig im 
Räume, jeder der drei folgenden Eckpunkte B, (7, D beliebig in der 
Nullebene der vorhergehenden und der letzte Eckpunkt E beliebig 
auf der Geraden angenommen werden, in welcher die NuUebenen von 
D und A sich schneiden. Das Fünfeck kann also wirkUch 3 + 2 
+ 2 + 2 + l-fach oder zehnfach unendlich viele Lagen annehmen. 

Durch die oo^® KolUneationen und Korrelationen, die einen line- 
aren Strahlenkomplex in einen anderen transformieren, geht eine ku- 
bische NuUkurve kl des einen Komplexes über in die kubischen NuU- 
kurven fc* des anderen. Jede dieser Nullkurven k^ aber ergibt sich 
auf diese Weise oo^-mal, weil /;* auf oo* Arten projektiv auf A} be- 
zogen werden kann. Auch hieraus folgt, daß ein linearer Komplex 
oo' kubische NuUkurven hat. 

unter den oc^® KoUineationen, die einen linearen Komplex und 
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den zugehörigen Nullraum in sich überführen, heben wir hervor die 
oc* Homologien, die einen beliebigen Punkt A zum Zentrum und 
dessen Nullebene a zur Homologieebene haben. Ein beliebiger Kom- 
plexstrahl schneidet seine homologen Strahlen in einem Punkte der 
Ebene a und liegt mit ümen und dem Zentrum Ä in der Nullebene 
des Punktes; seine homologen Strahlen sind also gleichfalls in dem 
Komplex enthalten. Durch die oc^ Homologien geht eine beliebige 
kubische Nullkurve k^ in cx^ * andere über. Diese liegen mit k^ per- 
spektiv zu einem Strahlenkegel dritter Ordnung; ihre homologen Punkte 
liegen mit Ä auf je einem Strahle des Kegels. Ihre homologen Tan- 
genten schneiden die Ebene a in je einem Punkte und liegen mit Ä 
in je einer Berührungsebene des Kegels und zwar in der NuUebene 
jenes Schnittpunktes. Ihre homologen Schmiegimgsebenen schneiden 
die Ebene a in je einer Geraden, die einem Strahle des Kegels in dem 
Nullraume zugeordnet ist. Die oc * Nullkurven haben i. a. drei Punkte 
von OL und deren Schmiegungsebenen entsprechend gemein. Durch 
drei beliebige Punkte gehen hiemach oc* kubische Nullkurven; sie 
liegen perspektiv zu einem Kegel dritter Ordnung, dessen Mittel- 
punkt Ä die Ebene der drei Punkte zur Nullebene hat, und ihre 
Schmiegungsebenen schneiden diese Ebene in den Strahlen eines 
Büschels dritter Ordnung (Montesano*). 

Wenn die kubische Nullkurve A:* durch Ä geht, so liegen die oo * 
Nullkurven mit ihr perspektiv zu einem Strahlenkegel A* zweiter Ord- 
nung, und ihre homologen Tangenten und Schmiegungsebenen schneiden 
die Nullebene a von J. in je einem Punkte bezw. je einer Tangente 
eines Kegelschnittes (Seite 178); im Punkte A haben sie dieselbe 
Tangente und dieselbe Schmiegungsebene a wie k^. 

Ein linearer Komplex und der zugehörige Nullraum gehen in sich 
selbst über durch die oo* gescharten Kollineationen, in denen die 
Punkte und Ebenen zweier windschiefer Komplexstrahlen a, b sich 
selbst entsprechen. Denn in diesen oo* Kollineationen entspricht jede 
mit a und b inzidente Gerade und jede durch a und b gehende ßegel- 
fläche zweiten Grades sich selbst, und ein beliebiger Komplexstrahl c 
wird durch sie in die Strahlen der ßegelschar abc transformiert, die 
in dem Komplex enthalten ist Die oo^ kubischen Nullkurven des 
Komplexes, welche die Komplexstrahlen a, b in zwei gegebenen Punkten 
A^ B berühren (Seite 201), werden durch die oo^ gescharten Kolli- 
neationen in einander transformiert Ihre homologen Punkte liegen 
und ihre homologen Schmiegungsebenen schneiden sich in je einer 
mit a und b inzidenten Geraden; sie selbst liegen folglich mit a und 
b auf einer Regelfläche zweiten Grades, und ihre Schmiegungsebenen 



•) Montesano, Su alcuni sistemi di cubiche gobbe (R. Accad. di Napoli, 1886). 
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umhüllen eine ßegelfläche zweiten Grades, die mit jener die Strahlen 
«, b und zwei durch A bezw. B gehende, mit a und h inzidente Kom- 
plexstrahlen gemein hat Die ^c ^ Nullkurven haben in A und B die- 
selben Schmiegungsebenen ; ihre homologen Tangenten liegen auf je 
einer durch a und b gehenden Fläche zweiten Grades. 

In jedem geschart involutorischen Kaum, dessen Doppelstrahlen 
in dem Nullraum sich selbst zugeordnet sind, sind die oo ' kubischen 
Nullkurven paarweise einander zugeordnet Sie sind paarweise rezi- 
prok polare Kurven bezüglich jeder in dem linearen Komplexe ent- 
haltenen ßegelfläche zweiten Grades (Seite 117). 

Zwei kubische Eaumkurven stehen zu einander in einer bemerkens- 
werten invarianten Beziehung, wenn von den beiden linearen Strahlen- 
komplexen, deren Nullkurven sie sind, jeder durch den anderen sich 
selbst zugeordnet ist Sie bestimmen nämlich in diesem Falle einen 
geschart involutorischen Baum (Seite 145), und zwar hat jede Ebene 
bezüglich der beiden Raumkurven oder Komplexe zwei Nullpunkte, 
die in dem involutorischen Räume einander zugeordnet sind. Wenn 
der involutorische Raum hyperbolisch ist, so sind seine Involutions- 
achsen durch beide Komplexe einander zugeordnet, und sie trennen 
die beiden Nullpunkte jeder Ebene harmonisch. Zu einer kubischen 
Raurakurve k^ stehen cc^^ andere in dieser invarianten Beziehung; 
denn der lineare Strahlenkomplex r, von welchem k^ eine Nullkurve 
ist, ist für oo* andere lineare Komplexe nullinvariant (Seite 147), 
und jeder von ihnen hat oc' kubische Nullkurven. Aber nicht allein 
zu &', sondern zu allen kubischen Nullkurven des Komplexes T stehen 
jene cc^^ kubischen Raumkurven in der invarianten Beziehung. Zu 
zwei, drei, vier oder fünf beliebigen kubischen Raumkurven stehen 
i. a. oo^®, oo*, oo® bezw. oo^ andere in jener invarianten Beziehung. 
Die letzteren oo' Raumkurven sind die kubischen Nullkurven eines 
linearen Komplexes. 
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Der Bündel kubischer Raumkurven. Invariante Be- 
ziehungen kubischer Raumkurven zu polaren Räumen 
und kubischen Ebenengewinden. 

Einem räumlichen Fünfeck können zweifach unendlich viele ku- 
bische Raumkurven umbeschrieben werden (vgl. Seite 200). Wir be- 
zeichnen deren Gesamtheit als einen „Bündel kubischer Raumkurven^ 
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und die Eckpunkte S, T, ?7, T^, W des Fünfecks als die „Knotenpunkte" 
des Kurvenbündels. Aus den fünf Knotenpunkten werden die Baum- 
kurven durch Strahlenkegel zweiter Ordnung projiziert, die je vier 
Kanten des Fünfecks enthalten und fünf „Kegelbüschel" bilden. Die 
Kegel von zwei beliebigen dieser Büschel schneiden sich zu zweien in 
den oo* kubischen Raumkurven des Bündels. 

Durch jeden in keiner Fünfeckebene liegenden Punkt geht eine 
und nur eine Raumkurve des Bündels, und jede zu den Fünfeckkanten 
windschiefe Gerade ist Bisekante einer einzigen der Kurven (Seite 167). 
Die Kegelschnitte, die durch irgend drei der fünf Knotenpunkte gehen 
und die Verbindungskante der beiden übrigen schneiden, bilden mit 
dieser Kante oc^ zerfallende Kurven des Bündels (vgl. Seite 167). 
Jeder Punkt einer Fünfeckkante liegt auf oo^ so zerfallenden Kurven 
des Bündels, jeder andere Punkt einer Fünfeckebene liegt auf einer 
solchen. 

„Zwei kubische Raumkurven A^, fcf des Bündels können allemal 
„durch eine Regel- oder Kegelfläche zweiter Ordnung verbunden 
„werden." 
Nämlich die Bisekante s von A:*, die durch einen beliebigen Punkt 
P von kl geht, ist nach dem Vorhergehenden nur dann zugleich 
Bisekante von Af , wenn sie durch einen Knotenpunkt geht; in diesem 
Falle aber werden fc* und Af aus dem Knotenpunkte durch identische 
Strahlenkegel zweiter Ordnung projiziert Im allgemeinen liegt kl mit 
Ä auf einer Regelfläche zweiter Ordnung (Seite 166). Auf der Regel- 
fläche gibt es nur eine von kl verschiedene kubische Raumkurve, die 
die fünf Knotenpunkte enthält (Seite 168); diese aber hat mit k^ die 
fünf Punkte und die Bisekante s gemein und ist deshalb mit k^ iden- 
tisch. Beiläufig folgt: 

„Die Fläche ist i. a. eine Regelfläche zweiter Ordnung, und jede 
„ihrer Regelscharen besteht aus Bisekanten von einer der Raum- 
„kurven A:*, Af und aus ünisekanten der anderen. Sie enthält von 
„jeder der beiden Raumkurven alle Bisekanten, die durch je einen 
„Punkt der anderen Kurve gehen. Falls sie ein Strahlenkegel zweiter 
„Ordnung ist, so projiziert sie beide Raumkurven aus einem der 
„fünf Knotenpunkte." 
Mit Hilfe dieses Satzes läßt sich der folgende beweisen: 

„Die oo* einem Fünfeck umschriebenen kubischen Raumkurven 
„werden von jeder durch keinen Eckpunkt gehenden Ebene •»] in 
„Polardreiecken eines polaren Feldes geschnitten." 
Nämlich eine beliebige Gerade a von •»] ist Bisekante von einer der 
Raumkurven k^\ sie kann dem Punkte A von A-^ zugeordnet werden, 
der aus a durch die Ebene y] projiziert wird. Ein beliebiger 
Punkt B von y] liegt auf einer Raumkurve k] des Bündels; er kann 
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der Bisekante b von k\ zugeordnet werden, die aus B durch die 
Ebene t\ projiziert wird. Die durch k^ und k\ gehende Hache zweiter 
Ordnung schneidet, wenn B auf der Geraden a liegt, die Ebene y\ in 
A^ B und der Bisekante a von A-*, außerdem in der Bisekante b von 
k\^ weil diese mit a einen Punkt gemein hat; und da A ein Punkt 
der Schnittlinie ist und außerhalb a liegt, so geht b durch Ä. Die 
Gerade b dreht sich folglich um -4, wenn B die Gerade a beschreibt 
Damit ist bewiesen, daß A und a, sowie B und b in einem polaren 
Felde einander zugeordnet sind, und daß jeder der drei Punkte, welche 
die Ebene iq mit einer Raumkurve des Bündels gemein hat, von der 
Verbindungsgeraden der beiden übrigen der Pol ist, wie der Satz be- 
hauptet 

Wenn die Gerade a von iq eine uneigentliche Bisekante der Raum- 
kurve k^ ist, so enthält sie zwei konjugiert imaginäre Punkte von k\ 
und nur der dritte Schnittpunkt A von k^ mit der Ebene tq ist reelL 
Er ist der Pol von a in dem polaren Felde, die Raumkurve k^ aber 
hat mit iq ein imaginäres Polardreieck des polaren Feldes gemein. 

„Die zehn Paar Gegenelemente des Fünfecks, d. h. die zehn 
„Kanten und die ihnen gegenüberliegenden Ebenen des Fünfecks, 
„schneiden die Ebene t\ in zehn Paar einander zugeordneten Ele- 
„menten (Polen und Polaren) des polaren Feldes." 
Denn wenn der Punkt B von iq auf einer Fünfeckebene 8TU liegt, 
so zerfällt die durch B gehende Raumkurve des Bündels in einen 
Kegelschnitt dieser Ebene und die gegenüberliegende Fünfeckkante 
VW. Von dem Polardreieck, welches diese Kurve mitiq gemein hat, 
liegen also zwei Eckpunkte in STU und einer auf FTT, woraus der 
Satz folgt. Dieser und der vorhergehende Satz erinnern an den Lehr- 
satz von Desargues über die einem Viereck umschriebenen Kegel- 
schnitte (I. Abt, Seite 157). Das polare Feld in i) ist durch die zehn 
Paar Gegenelemente des Fünfecks eindeutig bestimmt (vgl. Seite 107). 

Rückt ein Punkt -4 in iq der Inzidenzkurve des polaren Feldes 
unendlich nahe, so nähert er sich zugleich seiner Polare a und damit 
einem anderen Eckpunkte des zugehörigen Polardreiecks unbegrenzt 
Daraus folgt: 

„Die Ebene yj wird in den Punkten eines Kegelschnittes, der 
„Inzidenzkurve des polaren Feldes iq, von je einer kubischen Siaum- 
„kurve des Bündels berührt" 
Die Inzidenzkurve des Feldes kann übrigens imaginär sein. 

Das polare Feld iq ist in dem polaren Raum enthalten, von welchem 
irgend vier Eckpunkte Ä, T, L\ V des Fünfecks ein Polartetraeder 
bilden, während der fünfte W Pol der Ebene iq ist Hat ij mit einer 
Raumkurve des Bündels die drei Punkte -X, T, Z gemein, so sind ST UV 
und WXTZ zwei Polartetraeder dieses polaren Raumes. Also: 
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„Zwei Tetraeder, deren acht Eckpunkte auf einer kubischen Baum- 

„kurve liegen, sind Polartetraeder eines durch sie bestimmten polaren 

„Baumes; ihre acht Ebenen liegen in einem kubischen Ebenen- 

„gewinde, das der Baumkurve in dem polaren Baume zugeordnet 

„ist" (v. Staudt*). 

Da jede Ebene des Gewindes die übrigen in den Strahlen eines 

Büschels zweiter Ordnung schneidet, so folgt hieraus, wie schon 

früher (Seite 171): 

„Eine kubische Baumkurve und ein ihr eingeschriebenes Tetraeder 
„werden von einer beliebigen Ebene in einem Dreieck und einem 
„Vierseit geschnitten, die einem Kegelschnitte umbeschrieben sind" 
(Chasles). 
Eine kubische Baumkurve hat zu einem polaren Baum und seiner 
Inzidenzfläche eine invariante Beziehung, wenn sie einem seiner Polar- 
tetraeder umbeschrieben ist Ihr können nämlich oo^ seiner Polar- 
tetraeder eingeschrieben werden; ein beliebiger Punkt W der Kurve 
und seine Polarebene Tq liegen i. a. in einem dieser Polartetraeder 
einander gegenüber, wie sich aus dem vorletzten Satze ergibt Die 
Ebenen der oo^ Polartetraeder bilden ein kubisches Ebenengewinde, 
das der Baumkurve in dem polaren Baume zugeordnet ist Zu dem 
polaren Baume stehen oc® kubische Baumkurven in dieser invarianten 
Beziehung; denn jedem seiner oo^ Polartetraeder können oc* kubische 
Baumkurven umbeschrieben werden (vgl. Seite 200), diesen aber sind 
je oo^ andere Polartetraeder eingeschrieben. Jede kubische Baum- 
kurve k^ hat zu oo^ polaren Bäumen die invariante Beziehung; denn 
zwei ihr eingeschriebene Tetraeder, die je einen gegebenen Punkt 
der Kurve zum Eckpunkt haben, bestimmen einen der polaren Bäume 
als dessen Polartetraeder, und solcher Tetraederpaare gibt es oo* ver- 
schiedene. 

Der kubischen Baumkurve k* ist in jedem der oo^ polaren Bäume 

ein kubisches Ebenengewinde x* zugeordnet, zu welchem fc* in der 

invarianten Hurwitzschen Beziehung**) steht, nämlich in der folgenden: 

„Der kubischen Baumkurve k^ sind oo^ Tetraeder eingeschrieben, 

„deren Ebenen in dem kubischen Ebenengewinde x® liegen, und 

„deren Kanten folglich sowohl Bisekanten von k^ als auch Biplanaren 

„von x' sind. Diese Tetraeder sind Polartetraeder eines polaren 

„Baumes, worin jedem Punkte von k^ eine Ebene von x* zugeordnet 

,4st Zu jeder kubischen Baumkurve ä:* stehen oo® kubische Ebenen- 

„gewinde x* in dieser invarianten Beziehung; sie alle sind zu ^•* 

„polar und folglich zu einander projektiv." 



*) V. Staudt, Beiträf^ zur Geometrie der Lage, Nr. 588. 
**) Hurwitz in den Math. Annalen 20. 
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Ebenso steht ein kubisches Ebenengewinde x* zu oo® kubischen Baum- 
kurven k^ in der Hurwitzschen Beziehung, und es ist zu jeder von 
ihnen polar. Zwei Tetraeder, deren acht Flächen in x* liegen, sind 
allemal einer dieser Baumkurven k^ eingeschrieben (Seite 207). 

Seien nun A, A^, A^ drei Tetraeder, deren zwölf Ebenen in x* 
liegen, und seien A', A:f die beiden kubischen Baumkurven, welche die 
Eckpunkte von Ag mit denen von A bezw. A, verbinden. Dann haben 
diese beiden zu x^ polaren und folglich projektiven Baumkurveu die 
vier Eckpunkte von Ag entsprechend gemein; denn den vier Ebenen 
von Ag entsprechen auf jeder dieser Kurven &*, kf die ihnen gegen- 
überliegenden Eckpunkte. Die beiden Baumkurven &*, kl liegen folg- 
lich auf einer Begel- oder Kegelfläche zweiter Ordnung, die eine 
Schar gemeinsamer Bisekanten der Baumkurven enthält (Seite 173). 
Daraus folgt: 

„Drei Tetraedern, deren zwölf Ebenen einem kubischen Ebenen- 
„gewinde x* angehören, kann eine geradlinige Fläche F^ zweiter 
„Ordnung umbeschrieben werden." 

Diese Fläche F^ enthält zunächst die Baumkurven k^ und AJ, 
dann aber noch oo* andere kubische Baumkurven ä:|, die zu x* in 
der Hurwitzschen Beziehung stehen. Denn den Baumkurven A' 
und kl können je oc ^ Tetraeder eingeschrieben werden, deren Ebenen 
in X* enthalten sind; zwei beliebigen dieser Tetraeder aber ist eine 
jener Baumkurven Af umbeschrieben, und die Fläche zweiter Ordnung, 
welche A:J mit &* verbindet, fällt mit F^ zusammen, weil sie mit F^ 
außer k^ vier Bisekanten von A:^ gemein hat. Der Fläche F^ können 
deshalb oc* Tetraeder eingeschrieben werden, deren Ebenen in x^ 
enthalten sind; die Punkte von F^ sind i, a. Eckpunkte von je einem 
der Tetraeder. Ebenso gelten die dualen Sätze: 

„Drei einer kubischen Baumkurve k^ eingeschriebene Tetraeder 
„sind einer Begelfläche $* zweiter Klasse umbeschrieben. Dieser 
„Fläche können oc* Tetraeder umbeschrieben werden, deren Eckpunkte 
„auf A:^ liegen; die Berührungsebenen von $* sind die Ebenen, die 
„Bisekanten von A' sind die Kanten von je einem dieser Tetraeder.'* 
Die Flächet* kann in eine Kurve zweiter Klasse, die vorige Fläche 
i^* kann in einen Kegel zweiter Ordnung ausarten. 

„Zu einer kubischen Baumkurve A*^ stehen oc^ Flächen zweiter 
„Klasse in der invarianten Beziehung, daß ihnen je oc* Tetraeder 
„umbeschrieben werden können, die der Kurve eingeschrieben sind.'^ 
Denn drei der Baumkurve eingeschriebene Tetraeder, die je eine ge- 
gebene Bisekante von A*^ zur Kante haben, bestimmen eine dieser 
Flächen; solcher Tetraedertripel aber gibt es oc<^ verschiedene. — Zu 
einem kubischen Ebenengewinde stehen oc * Flächen zweiter Ordnung 
in der dualen invarianten Beziehung. 
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Siebenundzwanzigster Vortrag. 

Die geometrischen Verwandtschaften zweiten 

Grades. 

Wenn ein ebenes Feld tq auf ein anderes irjj in zweifacher Art 
korrelativ und folglich auf sich selbst kollinear bezogen wird, so ent- 
sprechen jedem Punkte Pj von -»jj zwei homologe Gerade p^ p' 
von 7] und damit auch deren Schnittpunkt P; umgekehrt entsprechen 
dem Punkte P von •»] zwei Gerade in 7]^ und deren Schnittpunkt Pj. 
Wenn der Punkt P^ sich in einer Geraden bewegt, so beschreibt der 
entsprechende Punkt P im allgemeinen nicht eine Gerade, sondern 
eine Kurve zweiter Ordnung; die beiden homologen Strahlen jp, j;' 
nämlich beschreiben zwei projektive Strahlenbüschel, und diese erzeugen, 
wenn sie nicht perspektiv liegen, die von P beschriebene Kurve zweiter 
Ordnung. Indem wir annehmen, daß die kollineare Beziehung des 
Feldes iq auf sich selbst, die sich aus der zweifachen Korrelation er- 
gibt, nicht perspektiv ist, erhalten wir den Satz: 

„Durch die zweifache Korrelation von i\ und yjj wird zwischen 
„diesen ebenen Feldern eine quadratische Beziehung oder geo- 
„metrische Verwandtschaft zweiten Grades hergestellt, so daß einem 
„beliebigen Punkte des einen Feldes im allgemeinen ein Punkt, 
„einer beliebigen Punktreihe erster Ordnung aber ein zu ihr pro- 
„jektiver Kegelschnitt in dem anderen Felde entspricht. Einer be- 
„Uebigen Punktreihe erster Ordnung des letzteren Feldes entspricht 
„ebenso ein zu ihr projektiver Kegelschnitt des ersteren." 

Zugleich wird zwischen den Feldern yj, ti^ eine andere quadratische 
Verwandtschaft hergestellt, durch die jedem Strahle von iq im all- 
gemeinen ein Strahl von 7]^ entspricht, einem beliebigen Strahlenbüschel 
erster Ordnung aber ein zu ihm projektiver Büschel zweiter Ordnung. 
Ersetzt man eines der beiden ebenen Felder durch ein zu ihm korre- 
latives, so erhält man noch eine dritte quadratische Verwandtschaft 
ebener Felder, indem jedem Punkte des einen ein Strahl des anderen 
Feldes entspricht, jeder Punktreihe erster Ordnung des einen aber 
ein Strahlenbüschel zweiter Ordnung des anderen. Wir wollen nur 
die zuerst hergestellte quadratische Verwandtschaft näher untersuchen, 
auf die analogen Verwandtschaften von zentrischen Bündeln aber hier 
nicht eingehen. 

Da 7] in doppelter Weise korrelativ auf tj^ bezogen ist, so daß 
jedem Punkte oder Strahle von 7]^ zwei Strahlen bezw. Punkte von 7] 
entsprechen, so erhalten wir in 7) zwei kollineare ebene Felder. Pro- 
jizieren wir diese aus irgend zwei Punkten, deren Verbindungsgerade 

Beye, Oeometrie der Lage. II. 4. Aufl. ]^4 
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weder durch einen sich selbst entsprechenden Punkt geht, noch einen 
sich selbst entsprechenden Strahl schneidet, so erhalten wir zwei kolli- 
neare, zu 7)j korrelative zentrische Bündel, und diese erzeugen die zu 
Tjj projektive Kongruenz der Bisekanten einer kubischen Baumkurve k\ 
Die einem Punkte Pj von tjj entsprechende Bisekante geht durch den 
Punkt P von •»], der dem Punkte P, durch die quadratische Beziehung 
zugewiesen wird. Dadurch ist die quadratische Verwandtschaft der 
Punktfelder t), t\^ in nahen Zusammenhang gebracht mit der schon 
früher (Seite 191) benutzten projektiven Beziehung der Bisekanten- 
kongruenz zu dem ebenen Felde ti^. — Übrigens werden die kolli- 
nearen Bündel, durch welche die Kongruenz aus den übrigen Punkten 
von k^ projiziert wird, alle von der Ebene tq in kollinearen, zu ij, 
korrelativen Feldern geschnitten, und es folgt beiläufig: 

„Aus zwei Korrelationen der beiden Felder •»] und 7]^ ergeben 
„sich unendlich viele andere, von denen beliebige zwei allemal zu 
„der nämlichen quadratischen Punktverwandtschaft führen wie jene." 

Jedem Punkte von 7)i entspricht eine Bisekante von k^ und deren 
Schnittpunkt mit tq. Jeder Geraden a^ von tq, entspricht in der Bi- 
sekantenkongruenz eine Fläche zweiter Ordnung, welche durch die Raum- 
kurve k^ geht; in i) aber entspricht ihr ein Kegelschnitt dieser Fläche, 
welcher alle gemeinschaftlichen Punkte von t) und k^ enthält Dreht sich 
die Gerade a^ in 7]^ um einen auf ihr liegenden Punkt, so beschreibt 
die entsprechende Fläche zweiter Ordnung in der Bisekantenkongruenz 
einen Flächen büschel und folglich der entsprechende Kegelschnitt in i; 
einen Kegelschnittbüschel mit zwei oder vier reellen Grundpunkten 
(Seite 190). Für solche Kegelschnittbüschel können wir aus der qua- 
dratischen Verwandtschaft bemerkenswerte Eigenschaften ableiten. 

Sei Ä^ der Mittelpunkt eines in t)^ liegenden Strahlenbüschels 
und A der entsprechende Punkt von •»], durch den alle Kurven des 
zugehörigen Kegelschnittbüschels gehen, sei femer g eine beliebige 
Punktreihe erster Ordnung von •»], und yj der ihr entsprechende, zu g 
projektive Kegelschnitt in -ii^. Wenn die Gerade g nicht durch Ä geht, 
so geht yJ nicht durch Aj^\ in diesem Falle werden also die Punkte 
des Kegelschnittes yf durch den Strahlenbüschel A^ und folglich die 
Punkte der Geraden g durch den Kegelschnittbüschel A involutorisch 
gepaart. Dabei ist jedoch zu bemerken, daß yf in zwei Gerade g^^ 
u^j von denen die eine g^ zu g projektiv ist, zerfällt, wenn g die Raum- 
kurve k^ in einem Punkte ü schneidet; denn die mit g inzidenten 
Bisekanten von A;^ bilden in diesem Falle einen zu k^ Perspektiven 
Strahlenkegel U(k^\ dem die Gerade u^^ und eine zu g Perspektive 
Eegelschar zweiter Ordnimg, der die Punktreihe g^ in r^^ entspricht 
Wenn die Gerade g durch den Punkt A geht, so hat sie mit den 
Kegelschnitten des Büschels noch je einen von A verschiedenen Punkt 
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gemein; zugleich geht dann f^ durch ^^. Da nun alle in iri^ liegenden 
Geraden g^ und alle durch A^ gehenden Kegelschnitte yj durch den 
Strahlenbüschel A^^ projektiv aufeinander bezogen werden, so folgt: 
,,Durch den Kegelschnittbüschel werden alle Punktreihen erster Ord- 
„nung von tq, die je einen gemeinschaftlichen Punkt der Kegelschnitte 
„enthalten, projektiv aufeiaander bezogen, so daß auf jedem Kegelschnitt 
„des Büschels eine Gruppe homologer Punkte der Punktreihen liegt ^^ 
„Jede Gerade von % die durch keinen gemeinschaftlichen Punkt 
„der Kegelschnitte geht, hat mit den sie schneidenden Kegelschnitten 
„des Büschels je ein Punktepaar einer Punktinvolution gemein." 
Aus dem zweiten dieser Sätze folgt, daß der Büschel durch zwei 
seiner Kegelschnitte eindeutig bestimmt ist um nämlich einen be- 
liebigen dritten, durch einen gegebenen Punkt P gehenden Kegelschnitt 
des Büschels zu konstruieren, legen wir durch P Strahlen, welche die 
gegebenen beiden Kegelschnitte a* und ß* in je zwei Punkten schneiden. 
Da a* und ß* bei der vorliegenden Art von Büscheln mindestens einen 
gemeinschafüichen Punkt haben, so sind unendlich viele solche Strahlen 
möglich. Die beiden Punktepaare, in denen ein solcher Strahl s von 
a* und ß* geschnitten wird, bestimmen in 5 eine Involution; in dieser 
ist dem Punkte P ein Punkt P' zugeordnet, der auf dem durch P 
gehenden Kegelschnitte des Büschels liegt Sind von dem Büschel 
drei Kegelschnitte gegeben, so kann ein beliebiger vierter auch mittels 
des ersten der obigen Sätze konstruiert werden. 

In der Ebene 1] liegen auch einzelne Bisekanten und Punkte der 
Raumkurve A:^, nämlich höchstens drei Punkte und drei Bisekanten und 
mindestens ein Punkt und eine Bisekante. Die Punkte einer in ir] lie- 
genden Bisekante ic entsprechen alle einem und demselben Punkte U^ 
des ebenen Feldes •»],; einem gemeinschaftlichen Punkte U von i) und 
k^ aber entsprechen in ki^ alle Punkte einer Geraden w,, welcher in der 
Bisekantenkongruenz der Strahlenkegel U{k^) zweiter Ordnung entspricht 
Die Punkte U und U^ bilden also eine Ausnahme von der Regel, nach 
welcher jedem Punkte des einen Feldes ein einziger Punkt des anderen 
entspricht. Wir wollen sie „Hauptpunkte" der ebenen Felder nennen, 
und die ihnen entsprechenden Geraden sollen „Hauptgerade" heißen. 
In der Ebene k) liegen ebenso viele reelle Punkte wie reelle Bisekanten 
der kubischen Raumkurve (Seite 160). 

„Das ebene Feld tj enthält also ebenso viele reelle Hauptgerade wie 
„reelle Hauptpunkte und zwar mindestens eine und höchstens drei. 
„Genau so viele wie 1] hat das Feld iq^, weil jedem Hauptpunkte des 
„einen Feldes eine Hauptgerade des anderen entspricht Die Ver- 
„bindungsgerade von zwei Hauptpunkten eines Feldes ist eine Haupt- 
„gerade und der Schnittpunkt von zwei Hauptgeraden ist ein Haupt- 
„punkt des Feldes." 

14* 
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Der letzte Teil des Satzes folgt daraus, daß jede Verbindungsgerade 
von zwei Punkten der Raumkurve A:^ eine Bisekante der Kurve ist, 
und jeder Schnittpunkt von zwei Bisekanten auf der Kurve liegt 

Jeder geraden Punktreihe von ri^ entspricht in der Bisekanten- 
kongruenz der Baumkurve k^ eine durch k* gehende Fläche zweiter 
Ordnung; die Punkte einer beliebigen Bisekante aber sind paarweise 
konjugiert bezüglich aller durch t* gehenden Flächen zweiter Ordnung. 
Da die Kegelschnitte des Feldes •»], die den Geraden von iq, entsprechen, 
auf diesen Flächen liegen, so ergibt sich: 

„Die Kegelschnitte des einen Feldes t], die den Geraden des 

„anderen 1)1 entsprechen, gehen durch alle Hauptpunkte von ij; die 

„Punkte jeder Hauptgeraden von k) sind paarweise konjugiert hin- 

„sichtlich dieser Kegelschnitte." 

Das gilt auch für die Kegelschnitte von iq,, die den Geraden von ij 

entsprechen. 

Einem beliebigen Kegelschnitt 9J von •»], entspricht in tq eine 
Kurve 9* vierter Ordnung, welche jeden Hauptpunkt von t] zum Doppel- 
punkt hat (Seite 196, 197). Geht ^f durch einen Hauptpunkt von Tf]i, 
so zerfällt 9* in eine Hauptgerade von yj und eine Kurve dritter Ord- 
nung mit einem Doppelpunkt Geht 9J durch zwei Hauptpunkte von 
7]j, so zerfällt 9* in zwei Hauptgerade von yj und eine zu 9^ pro- 
jektive Kurve zweiter Ordnung 9*, die zwei Hauptpunkte von r^ 
enthält 

Sei U ein Hauptpunkt und g eine beliebige durch ihn gehende 
Gerade von •»]; dann zerfällt der Kegelschnitt von tjj, welcher der 
Geraden g entspricht, in die dem Punkte U entsprechende Haupt- 
gerade Wj und eine zu g projektive Gerade g^. Denn die Bisekanten 
der Eaumkurve ä:', die die Gerade g in von Ü verschiedenen Punkten 
schneiden, bilden eine Regelschar, und dieser entspricht in tIj die 
Punktreihe g^^. Die Gerade ^^ muß durch einen Hauptpunkt L\ der 
Ebene ti^ gehen; denn weil g ein Leitstrahl der Regelschar ist, so 
liegt §in Strahl u der Schar in der durch g gehende^ Ebene t], und 
der ihm entsprechende Hauptpunkt U^ ist deshalb auf g^ enthalten. 
Den durch U gehenden Geraden g von iq entsprechen demnach die 
durch C/j gehenden Geraden g^ von ti^. Wir wollen die Punkte 
Uj TJ^ zwei „einander zugeordnete" Hauptpunkte der Felder nennen. 
Die Büschel U^ U^ sind projektiv; denn einer beliebigen Geraden a 
von Y] entspricht in i\^ ein zu a projektiver, durch U^ gehender Kegel- 
schnitt aj, und die Büschel U und U^ liegen bezw. perspektiv zu a 
und aj. Also: 

„Die Hauptpunkte der Felder i], t), sind paarweise einander zu- 
„geordnet, so daß jeder Geraden ^r in t], die durch einen Haupt- 
„punkt U geht, eine zu g projektive Gerade g^ in t[^ entspricht 
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„welche den zugeordneten Hauptpunkt U^ enthält Die Büschel 

„CT", C/i sind projektiv in Ansehung ihrer einander entsprechenden 

„Geraden." 
Weil ein Kegelschnitt von tj, der durch zwei Hauptpunkte 27, V geht, 
aus U und V durch projektive Strahlenbüschel projiziert wird, und 
weil diesen in 1)1 zwei projektive Büschel tTj, V^ entsprechen, so 
ergibt sich wiederum: 

„Jedem Kegelschnitte des einen ebenen Feldes, der durch zwei 

„Hauptpunkte geht, entspricht in dem anderen Felde ein zu ihm 

„projektiver Kegelschnitt, der die zugeordneten beiden Hauptpunkte 

„enthält." 

Wir können die ebenen Felder in solche Lage bringen, daß 
die projektiven Büschel [7, 11^^ perspektiv werden und Schnitte eines 
und desselben Ebenenbüschels sind. Sei x die durch U und U^ 
gehende Achse dieses Ebenenbüschels, dann liegen je zwei homologe 
Punkte der Felder mit x in einer Ebene. Projizieren wir die Felder 
•jq, Tfii beziehungsweise aus zwei auf x liegenden Punkten S, Ä^, so 
erhalten wir zwei quadratisch verwandte Strahlenbündel. Homologe 
Strahlen dieser Bündel liegen mit x in je einer Ebene und schneiden 
sich. Der Ort ihrer Schnittpunkte aber ist eine Fläche F^ zweiter 
Ordnung; denn infolge der zweifachen Korrelation der Felder i), 7)1, 
die zu ihrer quadratischen Verwandtschaft geführt hat (Seite 209), 
sind auch die Bündel S, S^ auf zweifache Art korrelativ aufeinander 
bezogen, und sie erzeugen die Fläche zweiter Ordnung. Ist u die 
Hauptgerade von yj, die dem Hauptpunkte U^ von 1)1 entspricht, so 
ist 8u die Berührungsebene der Fläche F^ im Punkte S\ denn jeder 
in Su liegende Strahl von S entspricht dem gemeinsamen Haupt- 
strahle S^S der Bündel und berührt in 8 die Fläche. Überhaupt er- 
halten wir zwei quadratisch verwandte, zu einer Fläche zweiter Ordnung 
Perspektive Strahlenbündel, wenn wir aus zwei beliebigen Punkten S, 
S^ der Fläche jeden ihrer Punkte projizieren. Die Schnitte dieser 
Bündel mit zwei beliebigen Ebenen sind quadratisch verwandte Punkt- 
felder, sie heißen „stereographische Projektionen" der Fläche. 

Beispiele von geometrischen Verwandtschaften zweiten Grades sind 

uns schon in der ersten Abteilung dieses Buches mehrfach (Seite 107, 

178, 216, 236, 238) begegnet; von ihnen sei hier nur die Verwandtschaft 

der Inversion erwähnt Wir fügen noch folgende Beispiele hinzu: 

„Eine lineare Strahlenkongruenz wird von zwei beliebigen Ebenen 

„in quadratisch verwandten Punktfeldem geschnitten und aus zwei 

„beliebigen Punkten durch quadratisch verwandte Ebenenbündel 

„projiziert." 

„Ein Ebenenbündel zweiter Ordnung wird von je zwei seiner 

„Ebenen in quadratisch verwandten Strahlenfeldem geschnitten." 
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„Ordnet man in einem polaren Felde jedem Strahle den ihm 
„konjugierten Normalstrahl zu, so erhält man zwei quadratisch ver- 
„wandte Strahlenfelder in involutorischer Lage." 

Alle diese quadratischen Verwandtschaften lassen sich durch zwei- 
fache Korrelation von Grundgebilden zweiter Stufe herstellen, z. B. die 
Inversion in der Ebene tt) auf folgende Art: Inverse Punkte Q^ Q^ 
liegen in y\ allemal mit dem Zentrum C der Inversion in einer Geraden, 

und das Produkt ihrer Abstände von C 
ist konstant; zu den Punkten einer be- 
liebigen Geraden g von ti aber sind die 
Punkte eines durch C gehenden Kreises 
Yi invers. Weist man nun jedem Punkte 
Q einen Strahl q^ der Ebene zu, der 
den inversen Punkt Q^ enthält und mit 
CQi einen nach Größe und Drehungs- 
sinn gegebenen Winkel a bildet, so ent- 
sprechen den Punkten der Geraden g die 
Strahlen eines Büschels erster Ordnung, 
dessen Mittelpunkt 6^^ auf dem Kreise y^ 
Fig. 28. liegt (Mg. 28). Der Punkt Q und der 

mit Qi inzidente Strahl q^ entsprechen 
also einander in einer Korrelation. Da der konstante Winkel a beliebig 
ist, so kann die Ebene nicht nur auf zwei, sondern auf unendlich viele 
Arten korrelativ so auf sich selbst bezogen werden, daß jedem ihrer 
Punkte Strahlen entsprechen, die sich in dem inversen Punkte schneiden. 
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Der Achsenkomplex des polaren Raumes. 
Koaxiale polare Räume. 

Zu den Hauptachsen und Symmetrieebenen eines polaren Baumes 
gelangten wir im achten Vortrage mittels konjugierter Strahlen und 
Ebenen, die sich rechtwinklig schnitten. Es gibt aber im polaren 
Räume auch reziprok polare Strahlen, die zu einander normal sind, 
und ihre Untersuchung führt uns geradesweges zu dem „Achsenkom- 
plex" des polaren Raumes, d. h. zu dem Komplex der oo' Strahlen, 
die ihre Polaren rechtwinklig kreuzen oder schneiden. Dieser Kom- 
plex ist zu sich selbst polar, denn seine Strahlen sind paarweise 
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reziproke Polaren bezüglich des polaren Baumes. Von zwei reziproken 
Polaren e, e^ gehört i. a. keine dem Achsenkomplex an und nur 
dann jede, wenn sie zu der anderen normal ist. Im letzteren Falle 
geht durch e^' eine zu e rechtwinklige Ebene, deren Pol auf e liegt. 

Jede Gerade c, die zu der Polarebene e eines auf ihr liegenden 
Punktes E normal ist, gehört zu dem Achsenkomplexe des polaren 
Raumes; denn ihre Polare e^ liegt in e und ist folglich zu e normal. 
Ich nenne die Oerade e eine „Achse^^ des polaren Baumes und seiner 
Inzidenzfläche, falls eine solche vorhanden ist, E ihren „Pol", e ihre 
„konjugierte Normalebene" und den Punkt e& ihren „Fußpunkt"; von 
der Ebene e ist e der „konjugierte Normalstrahl". Der polare Baum 
hat dreifach unendlich viele Achsen, denn jeder beliebige Punkt ist 
Pol, jede Ebene ist konjugierte Normalebene von einer seiner Achsen. 

Der Achsenkomplex ist mittels der Pole und konjugierten Normal- 
ebenen seiner Achsen sowohl auf den Punktraum als auch auf den 
Ebenenraum bezogen oder auf ihm „abgebildet'^ Mehr als einen Pol 
haben nur die Hauptachsen des polaren Baumes und ihre unendlich 
fernen Polaren; jede dieser Geraden hat nämlich unendlich viele Pole 
und unendlich viele konjugierte Normalebenen. Wenn von einer Achse 
der Fußpunkt mit dem Pole zusammenfallt, so schneidet die Achse in 
diesem Punkte die Inzidenzfläche des polaren Baumes rechtwinklig, 
ist also eine „Normale" der Fläche. Überhaupt gehören alle Normalen 
einer Fläche zweiten Grades zu dem Achsenkomplexe der Fläche; ihre 
Fußpunkte sind zugleich ihre Pole. 

Wenn zwei Normalen einer Fläche zweiten Grades in einer Ebene e 
liegen, so ist die Yerbindungsgerade e^ ihrer beiden Fußpunkte eine 
Achse der Fläche und umgekehrt.*) Denn die Berührungsebenen 
dieser Punkte schneiden sich in einer zu e und e^ normalen Ge- 
raden e, und diese ist die Polare von e^] im umgekehrten Falle aber 
geht durch e^ eine zur Polare von e^ normale Ebene, welche alle zu 
e^ konjugierten Ebenen und insbesondere die Berührungsebenen der 
beiden auf e^ liegenden Punkte der Fläche rechtwinklig schneidet, also 
die Normalen dieser Punkte enthält 

Im polaren Baume gibt es zu einer Ebene s i a. nur einen kon- 
jugierten Normalstrahl e; er geht durch den Pol von e und ist zu e 
normal, er ist eine Achse des polaren Baumes, und in ihm schneiden 
sich i. a. alle zu e konjugierten Normalebenen. Jedoch einer Sym- 
metrieebene des polaren Baumes sind alle ihre Normalen konjugiert, 
und die unendlich ferne Ebene hat jeden Durchmesser des polaren 
Baumes zum konjugierten Normalstrahl. Zu dem Achsenkomplexe 
gehören demnach alle Durchmesser und deren unendlich fernen Po- 

*) Dieses scheint zuerst Herr E. Waelsch bemerkt zu haben (Sitzungsberichte 
der Wiener Akad. d. Wissensch. XCV, Märzheft 1S87). 



216 Achtundzwanzigster Vortrag. 

laxen, alle Normalen der Symmetrieebenen und alle in den Symmetrie- 
ebenen liegenden Geraden. Die Hauptachsen des polaren Raumes und 
ihre Polaren sind ausgezeichnete Strahlen des Achsenkomplexes; jeder 
ihrer Punkte kann als ihr Pol und auch als ihr Pußpunkt angesehen 
werden. 

Der Achsenkomplex enthält die Achsen jedes polaren Feldes des 
polaren Raumes und die Achsen jedes Kegelschnittes der Inzidenz- 
fläche, falls eine solche vorhanden ist; denn die Polare e^ einer solchen 
Achse e geht durch den Pol von e bezüglich des Feldes oder Kegel- 
schnittes (Seite 45) und ist folglich zu e normal. Legen wir durch 
eine Achse e eine Ebene parallel zu deren Polare ß^, so enthält die 
Ebene ein polares Feld des polaren Raumes; von diesem Felde aber 
ist e eine Achse, weil der Pol von e bezüglich des Feldes unendlich 
fem liegt in der zu e normalen Geraden e^. Wird eine Achse e von 
ihrer Polare e^ geschnitten, so hat der polare Raum eine reelle Inzidenz- 
f lache, und diese berührt e und e^ im Punkte ee^; der Kegelschnitt der 
Fläche, als deren Achsen e und ß, betrachtet werden können, reduziert 
sich in diesem Falle auf zwei reelle oder imaginäre Gerade, nämlich 
auf die Doppelstrahlen einer Involution reziprok polarer Tangenten der 
Fläche, und e, e^ sind die Achsen dieser Involution. 

Auch die drei Hauptachsen jedes Tangentenkegels der Inzidenz- 
fläche und jedes polaren Bündels des polaren Raumes gehören zu dem 
Achsenkomplex; denn weil sie sich rechtwinklig schneiden und kon- 
jugiert sind, so liegt die Polare einer jeden von ihnen in der Ebene 
der beiden anderen und kreuzt jene Hauptachse rechtwinklig. Die 
Fußpimkte der drei Hauptachsen fallen in dem Mittelpunkte des Kegels 
oder polaren Bündels zusammen. 

„Der Achsenkomplex des polaren Raumes und seiner Inzidenz- 
„fläche besteht demnach aus den Geraden, die ihre Polaren recht- 
„winklig kreuzen oder schneiden; er besteht zugleich aus den kon- 
„jugierten Normalstrahlen aller Ebenen des polaren Raumes, aus 
„den Achsen seiner polaren Felder und aus den Hauptachsen seiner 
„polaren Bündel. Seine Strahlen sind paarweise reziproke Polaren 
„bezüglich des polaren Raumes." 

„Der Achsenkomplex einer Fläche zweiten Grades enthält ins- 
„besondere alle Normalen der Fläche, alle ihre Durchmesser, alle 
„unendlich fernen Geraden, alle zu einer Symmetrieebene der Fläche 
„normalen oder in ihr liegenden Geraden, die Achsen aller Kegel- 
„schnitte und die Hauptachsen aller Tangentenkegel der Fläche, die 
„Verbindimgsgeraden der Fußpunkte von je zwei sich schneidenden 
„Normalen der Fläche und die Polaren dieser Geraden." 

Der unendlich ferne Pol einer Symmetrieebene y des polaren 
Raumes ist der Pol der oo* zu y normalen Achsen; der Mittelpunkt 
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des polaren Eaumes oder im Falle des Paraboloides dessen Berührungs- 
punkt mit der unendlich fernen Ebene ist der Pol aller Durchmesser. 
Wenn der Pol einer Achse beliebig in einer Symmetrieebene y oder 
in der unendlich fernen Ebene angenommen wird, so liegt auch die 
Achse in y bezw. unendlich fem; denn ihre konjugierte Normalebene 
ist zu Y normal bezw. eine Durchmesserebene. 

,,Ein beliebiger Punkt P ist i. a. der Pol einer einzigen Achse 
„(Seite 215) und der Fußpunkt dreier sich rechtwinklig sclmeiden- 
„den Achsen." 
Diese drei Achsen sind die Hauptachsen des polaren Bündels P, wenn 
der Punkt nicht auf der Inzidenzfläche des polaren Raumes liegt 
(Seite 216). Liegt aber P aut der Fläche, so ist er der Fußpunkt 
seiner Flächennormale, und die übrigen beiden Achsen, die P zum 
Fußpunkte haben, sind die Achsen der Involution reziprok polarer 
Tangenten des Punktes. Ist diese Involution orthogonal, oder ist in 
dem anderen Falle der polare Bündel P rotatorisch, so gibt es außer 
der Flächennormale bezw. der Rotationsachse n einen Büschel erster 
Ordnung von Achsen, die P zum Fußpunkt haben; diese Achsen 
schneiden n rechtwinklig in P. 

Die Ebenen, deren konjugierte Normalstrahlen in einer beliebigen 
Ebene e liegen, sind zu e normal und konjugiert; sie gehen also durch 
den konjugierten Normalstrahl e der Ebene s, und ihre Pole liegen 
auf der Polare e^ von e. Nun bilden aber ihre Pole und die unendlich 
fernen Punkte ihrer Normalen in e zwei zum Ebenenbüschel e pro- 
jektive Punktreihen e^, ^^; diese erzeugen i. a. einen parabolischen 
Strahlenbüschel zweiter Ordnung, der aus den in e liegenden Achsen 
des polaren Raumes besteht. Die Polaren dieser Achsen gehen durch 
den Pol E der Ebene s, sind ebenfalls Achsen und bilden i. a. einen 
Strahlenkegel zweiter Ordnung. Daraus und aus dem Vorhergehen- 
den folgt: 

„Die Achsen des polaren Raumes oder einer beliebigen Fläche 
„F* zweiten Grades bilden einen quadratischen Strahlenkomplex 
„(oder Komplex zweiten Grades), dessen Strahlenkegel und Strahlen- 
„büschel nämlich zweiter Ordnung sind.^' 

„Die in einer Ebene e liegenden Achsen umhüllen i. a. eine 
„Parabel, welche die Symmetrieebenen des polaren Raumes berührt 
„Ihre Pole liegen in e auf einer Achse Cj, und ihre konjugierten 
„Normalebenen gehen durch die zu e^ polare Achse ß, die der kon- 
„jugierte Normalstrahl der Ebene e ist Höchstens zwei von ihnen 
„sind zu der Inzidenzfläche F^ normal, und zwar in den Schnitt- 
„punkten von F^ mit e." 
Die Pole von je zwei sich schneidenden Achsen liegen demnach auf 
einer Achse, nämlich auf der Polare des konjugierten Normalstrahles 
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ihrer Verbindungsebene. Die von den Symmetrieebenen und den 
Polen begrenzten Abschnitte der in einer Ebene liegenden Achsen 
stehen zu einander in konstanten Verhältnissen (I. Abt Seite 94). 
Aus dem Vorhergehenden folgt noch: 

,J)ie durch einen Punkt E gehenden Achsen liegen i. a. auf 
„einem gleichseitigen Eegel zweiter Ordnung; dieser enthält einen 
„Durchmesser des polaren Raumes und die von P auf seine Sym- 
„metrieebenen gefällten Normalen. Die Pole der in E sich schneiden- 
„den Achsen liegen zu je zweien auf einer Achse; ihr Ort ist dem- 
„nach eine kubische Raumkurve, die aus jedem ihrer Punkte durch 
„einen gleichseitigen Achsenkegel zweiter Ordnung projiziert wird 
„und zwar eine gleichseitige RaumhyperbeL Diese kubische Pol- 
„kurve enthält unter anderen den Punkt E^ die Pole der Sym- 
„metrieebenen und der unendlich fernen Ebene und die Punkte der 
„Inzidenzfläche F^^ deren Normalen durch E gehen."*) 

Die kubische Polkurve und die Kongruenz ihrer Bisekanten werden 
erzeugt durch den Ebenenbündel E und den zu ihm kollinearen 
Bündel der Durchmesserebenen, wenn jeder Ebene e des Bündels E 
die Durchmesserebene e^ entspricht, deren Pol auf dem konjugierten 
Normalstrahl der Ebene e liegt Die Gerade g6i = ei ist eine Bise- 
kante der Raumkurve, zugleich aber eine Achse des polaren Raumes, 
weil sie zu ihrer Polare e normal ist Alle eigentlichen und uneigent- 
lichen Bisekanten der kubischen Polkurve sind in dem Achsenkom- 
plex enthalten. 

Die Symmetrieebenen des polaren Raumes und die unendlich 
ferne Ebene bezeichnen wir als die „Hauptebenen", ihre Pole als die 
„Hauptpunkte" des quadratischen Achsenkomplexes; sie bilden, wenn 
der polare Raum drei Symmetrieebenen hat, das „Haupttetraeder^^ des 
Komplexes. Für sie gilt: 

„Der Achsenkomplex enthält alle Strahlen seiner Hauptpunkte und 
„Hauptebenen (Seite 215). Alle seine Strahlenkegel zweiter und 
„Polkurven dritter Ordnung sind dem Haupttetraeder umbeschrieben; 
„alle von seinen Strahlenbüscheln umhüllten Parabeln sind dem 
„Haupttetraeder eingeschrieben." 

Der parabolische Strahlenbüschel, den die in einer Ebene e liegen- 
den Achsen bilden, zerfällt in zwei Strahlenbüschel erster Ordnimg, 
wenn die ihn erzeugenden Punktreihen e^ und u perspektiv sind (vgl 
Seite 217). In diesem besonderen Falle aber ist die Polarebene des 
unendlich fernen Punktes von e^ normal zu der Geraden e^ und folg- 

*) Die Normalen einer Fläche zweiter Ordnung bilden, wie man hieraas schließen 
iann, eine Kongruenz zweiter Klasse sechster Ordnung, d. h. in einer beliebigen 
Ebene liegen höchstens zwei, durch einen beliebigen Punkt gehen höchstens sechs 
Normalen der Fläche. 
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lieh eine za e normale Sjmmetrieebene des polaren Baumes. Daraus 
ergibt sich: 

„Wenn die Ebene s zu einer Symmetrieebene y normal ist, so 
„bilden die in ihr gelegenen Achsen einen Büschel paralleler, zu 
„Y normaler Strahlen und einen Büschel, dessen Mittelpunkt in y 
„liegt Der Ort der Pole dieser Achsen ist eine zu y normale Ge- 
„rade 6^. — Durch einen Punkt E einer Symmetrieebene gehen 
„zwei Büschel von Achsen; der eine liegt in y, der andere in einer 
,^ Y normalen Ebene. Die Pole der Achsen dieses zweiten Büschels 
„liegen in einer zu y normalen Geraden." 

Dieser besondere Fall wird zur Begel, wenn der polare Baum 
rotatorisch, oder wenn seine Inzidenzfläche eine Rotationsfläche ist 
Denn der rotatorische polare Baum hat alle Ebenen, die durch seine 
Botationsachse a gehen, zu Symmetrieebenen; jede Ebene e ist dem- 
nach zu einer Symmetneebene normal, und jeder Punkt E liegt in 
einer Symmetrieebene. Ist E der Pol von g, so ist e zu der Sym- 
metrieebene aE konjugiert und normal; das von E auf t gefällte Lot 
liegt also in der Ebene aE und schneidet die Botationsachse a, die 
Polare dieses Lotes aber ist zu ajE7 und damit zu der Botationsachse 
normal. Kurz: 

„Der Achsenkomplex des rotatorischen polaren Baumes oder 
„einer Botationsfläche zweiten Grades zerfällt in die zwei speziellen 
„linearen Komplexe der Strahlen, welche die Botationsachse ä schnei- 
„den oder aber sie rechtwinklig kreuzen." 
Auch dieser Achsenkomplex besteht aus den Hauptachsen der polaren 
Bündel und aus den Achsen der polaren Felder des rotatorischen 
polaren Baumes. Ein beliebiger Kegelschnitt der Botationsfläche 
zweiten Grades hat eine mit der Botationsachse a inzidente und eine 
zu a normale Achse. Ein beliebiger Tangentenkegel der Botations- 
fläche hat eine durch a gehende Symmetrieebene und folglich zwei 
mit a inzidente Hauptachsen und eine dritte zu a normale. Der 
Achsenkomplex eines „sphärisch" polaren Baumes, dessen Inzidenz- 
fläche eine Kugel ist, enthält alle Strahlen; denn jeder Strahl ist zu 
seiner Polare bezüglich der Kugel normal. Wir schließen die Botations- 
flächen zweiten Grades und die rotatorischen polaren Bäume von 
unserer Untersuchung nunmehr aus.*) 

Eine Symmetrieebene y schneidet die oo* Achsenkegel, deren 
Mittelpunkte auf einer zu y normalen Geraden n liegen, in einer 
und derselben Kurve (Seite 219), und zwar in einer gleichseitigen 
Hyperbel Zu jeder anderen Symmetrieebene ist eine Asymptote 



*) Im Anhange Nr. 57—60 werden nöch einige bemerkenswerte Eigenschaften 
der Rotationsflächen zweiten Grades bewiesen. 
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dieser Hyperbel parallel und die andere normal; der Punkt n^ und 
der Pol der unendlich fernen Ebene liegen auf der Hyperbel. 

Noch ein besonderer Fall tritt ein, wenn e eine Durchmesser- 
Ebene ist, ihr Pol und ihr konjugierter Normalstrahl also unendlich 
fern liegen. Ihre konjugierten Normalebenen sind in diesem Falle 
parallel und haben Pole, die in e auf einem Durchmesser liegen; folg- 
lich sind die konjugierten Normalstrahlen dieser Ebenen gleichfalls 
parallel und iu e gelegen. Wir schließen daraus: 

„Die in einer Durchmesserebene liegenden Achsen bilden einen 
,,Büschel paralleler Strahlen und einen Durchmesserbüschel. Alle 
„Achsen von gegebener Richtung liegen, da ihre konjugierten Normal- 
„ebenen parallel sind, in einer Durchmesserebene; ihre Pole liegen 
„auf einem Durchmesser." 
Überhaupt bilden die Hauptpunkte des Achsenkomplexes den Ort 
seiner „singulären" Ebenen, und seine Hauptebenen den Ort seiner 
„singulären" Punkte, d. h. der Ebenen bezw. Punkte, deren Achsen- 
büschel bezw. Achsenkegel iu je zwei Strahlenbüschel erster Ordnung 
zerfallen (vgl. Seite 218). 

Die oo ^ Achsenkegel, deren Mittelpunkte auf einem Durchmesser d 
liegen, werden hiemach von jeder durch d gehenden Ebene in 
parallelen Strahlen geschnitten; sie haben ihren unendlich fernen 
Kegelschnitt gemein und berühren sich längs d; die Pole der oo* mit 
d incidenten Achsen liegen auf einem gleichseitigen Kegel oder Zylinder 
zweiter Ordnung, dessen Strahlen aus Durchmessern bestehen. Die in 
parallelen Ebenen von Achsen umhüllten Parabeln sind Schnitte eines 
Kegels oder Zylinders zweiter Ordnung, dessen Strahlen ebenfalls aus 
Durchmessern des polaren Raumes bestehen; die Pole dieser Achsen 
liegen in einer Berührungsebene des Kegels oder Zylinders (vgl 
Seite 217). 

Dreht sich eine Ebene um ihre Spur in der Symmetrieebene Yj 
so beschreibt die in ihr gelegene Achsenparabel i. a. einen zu y nor- 
malen parabolischen Zylinder; denn jede Tangente der Parabel beschreibt 
um ihre Spur in y einen Achsenbüschel, dessen Ebene zu y normal 
ist (Seite 219). Also: 

„Die oo * Achsen, die eine Symmetrieebene y in den Punkten einer 
,.6eraden g schneiden, berühren i. a. einen zu y normalen parabo- 
,Jischen Zylinder; ihre Pole liegen in einer Berührungsebene des 
„Zylinders" (Seite 217, 219). 

„Wenn aber die Gerade g zu einer zweiten Symmetrieebene yi 
„normal ist, so schneiden diese mit g inzidenten Achsen zugleich 
„eine in y^ liegende und zu y normale Gerade g^'^ sie bilden also 
„eine lineare Kongruenz, ihre Pole aber liegen in einer zu der Haupt- 
„achse yyj normalen Ebene" (Seite 219). 
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Denn in diesem Falle ist der Schnittpunkt der Symmetrieebene y^ mit 
einer der Achsen Mittelpunkt eines Achsenbüschels, dessen Ebene 
zu Yi normal ist und folglich durch g geht; Analoges gilt von 
dem Schnittpunkt der Symmetrieebene y mit einer der Achsen. Alle 
mit g und ^^ inzidenten Strahlen sind demnach in dem Achsenkomplex 
enthalten. 

Fället man aus den Schnittpunkten einer Achse e mit zwei Sym- 
metrieebenen Y, Yi Normalen auf die Hauptachse yTh so erhält man 
zwei in dieser Weise zusammengehörige Gerade g, g^. Diese beschreiben 
in Y inid Yi zwei projektive Parallelstrahlenbüschel, wenn die Achse e 
in einer Durchmesserebene einen Büschel paralleler Achsen beschreibt; 
und zwar haben die Abstände der Geraden g^ g^ vom Mittelpunkte 
des polaren Raumes ein konstantes Verhältnis, im Falle des Parabo- 
loides aber haben g und gr, von einander unveränderlichen Abstand. 
Wir schließen daraus: 

„Die Abschnitte, welche die drei Symmetrieebenen eines polaren 
„Raums mit Mittelpunkt oder eines Ellipsoides oder Hyperboloides auf 
„jeder seiner oc* Achsen begrenzen, stehen zu einander in kon- 
„stantem Verhältnis. Wird jede Achse eines Paraboloides recht- 
„winklig auf seine beiden Symmetrieebenen projiziert, so begrenzen 
„die Projektionen auf der Hauptachse einen Abschnitt von kon- 
„stanter Länge." 

Überhaupt ändert der Achsenkomplex eines Paraboloides sich 
nicht, wenn er in der Richtung der Hauptachse verschoben wird. 
Transformiert man andererseits den Achsenkomplex eines Ellipsoides 
oder Hyperboloides vom Mittelpunkte aus in einen ähnlichen und 
ähnlich liegenden Komplex, so ist dieser mit ihm identisch, indem 
jede Achse und ihr Pol in eine andere Achse und deren Pol über- 
gehen. Ähnliche, konzentrisch und ähnlich liegende Ellipsoide oder 
Hyperboloide haben demnach denselben Achsenkomplex und weisen 
jeder Achse einen und denselben Pol zu; das gleiche gilt von kon- 
gruenten Paraboloiden, die durch eine zur Hauptachse parallele Schie- 
bung zur Deckung gebracht werden können. 

„Der Achsenkomplex eines polaren Raumes ist eindeutig bestimmt, 
„wenn seine Symmetrieebenen gegeben sind nebst einer Achse 6, 
„die weder unendlich fem liegt, noch eine Hauptachse schneidet, 
„noch zu einer Symmetrieebene normal ist." 

Bringt man nämlich die Achse e zum Schnitt mit zwei Symmetrie- 
ebenen Y? Ti ^^d fället man aus den Schnittpunkten die Lote jr, g^ 
auf die Hauptachse yTi? so gehören alle mit g und g^ inzidenten 
Geraden zu dem Achsenkomplexe. Von diesen Geraden liegt in jeder 
Durchmesserebene 8 eine, und zu dieser sind alle übrigen in h liegenden 
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Achsen parallel, die keine Durchmesser sind. Da nun jede Achse in 
irgend einer Durchmesserebene liegt, so kann man auf diese Art zu 
ihr gelangen und so den ganzen Achsenkomplex konstruieren. 

Wir können nunmehr den folgenden wichtigen Satz beweisen: 
„Ein gegebener Achsenkomplex ist in zweifach unendlich vielen 
„polaren Räumen enthalten; oder es gibt zu einem polaren Saume 
„oc^ koaxiale, d. h. solche polare Bäume, die denselben Achsen- 
„komplex haben, wie der gegebene." 
Der Achsenkomplex sei wie vorhin gegeben durch die Symmetrie- 
ebenen und eine Achse e. Weisen wir dann einem Punkte E von e 
eine zu e normale Ebene e als Folarebene zu, so ist dadurch und 
durch die Symmetrieebenen ein polarer Baum bestimmt, welcher e 
zur Achse hat und folglich den gegebenen Achsenkomplex enthält 
Denn wenn der Komplex drei Symmetrieebenen hat, so bilden diese 
mit der unendlich fernen Ebene ein Polartetraeder, und dieses bestimmt 
mit E und dessen Polarebene e den polaren Baum (Seite 105). Sind 
aber nur zwei Symmetrieebenen y, Yj vorhanden, so ist die Inzidenz- 
fläche des polaren Baumes ein Paraboloid und kann folgendermaßen 
konstruiert werden: Das Paraboloid hälftet die zur Hauptachse yTi 
parallele, von E und e begrenzte Strecke und wird in deren Mittel- 
punkte P von einer zu e parallelen Ebene % berührt Es wird femer 
von den beiden durch P gehenden, zu y und y^ pardlelen Ebenen 
in Parabeln geschnitten, welche in P die Ebene % berühren, und 
deren Achsen bezw. in y^ und y liegen; diese Parabeln aber sind 
eindeutig bestimmt und leicht konstruierbar. Endlich geht das Para- 
boloid auch durch den Gegenpunkt P^ von P bezüglich der Haupt- 
achse yyj. Durch den Punkt P^ und die beiden Parabeln aber kann 
auf bekannte Art eine einzige Fläche zweiter Ordnung gelegt werden 
(Seite 40); diese genügt allen Bedingungen und ist ein Paraboloid, 
weil sie gleich den beiden Parabeln in dem unendlich fernen Punkte 
der Hauptachse von der unendlich fernen Ebene berührt wird. 

Da auf der Achse e sowohl der Pol E als auch der Fußpunkt 
66 willkürlich angenommen werden kann, so gehört der Achsen- 
komplex zu oo* polaren Bäumen und oo* Flächen zweiten Grades. 
Wenn der Fußpunkt mit E zusammenfällt, so schneidet die zugehörige 
Fläche zweiten Grades die Achse e rechtwinklig im Punkte E. Von den 
oc* koaxialen Flächen zweiten Grades gehen durch einen beliebigen 
Pimkt P einfach unendlich viele; denn- jede durch P gehende Achse 
wird in P von einer der Flächen rechtwinklig geschnitten. Die Be- 
rühnmgsebenen dieser Flächen im Punkte P bilden i. a. einen Ebenen- 
büschel zweiter Ordnung, der oo ^ orthogonale Dreiflache enthält, weil 
die durch P gehenden Achsen i. a. einen gleichseitigen Strahlen- 
kegel bilden. 
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„Die Pole einer Ebene e bezüglich der oo* koaxialen polaren 

^^äume liegen in einer zu e normalen Durehmesserebene s^. Die 

„Ebene e berührt oc^ Inzidenzflächen der polaren Bäume; in jedem 

„Punkte der Geradeü ee^ berührt sie eine von ihnen. Von den 

„in e enthaltenen polaren Feldern der oc' koaxialen polaren Bäume 

„und von ihren Inzidenzkegelschnitten liegen die Mittelpunkte auf se^; 

,4hre Achsen umhüllen i. a. eine Parabel (Seite 217), deren Leit- 

„gerade ee^ ist.^' 

Xämlich die Normalen, die auf die Ebene e aus je einem ihrer Pole 

gefället werden können, sind parallele Achsen der polaren Bäume 

und liegen in einer Durchmesserebene s, (Seite 220). Weil die 

Ebene s^ zu e und zu der unendlich fernen Ebene konjugiert ist 

bezüglich der oo* polaren Bäume, so enthält sie die Mittelpunkte der 

oo* in e enthaltenen polaren Felder dieser Bäume. Alles übrige folgt 

aus bekannten Sätzen. 



Anmerkung zur Geschichte dieses Achsenkomplexes. 

In der Vorrede zu der ersten Auflage dieses Buches (Hannover 
1868) glaubte ich „vor allem die Lehre von den Strahlenkomplexen, 
welche durch kollineare Bäume erzeugt werden," als mein geistiges 
Eigentum ansprechen zu dürfen. Insbesondere hob ich hervor, daß 
die Achsen der Kegelschnitte, die auf einer Fläche zweiter Ordnung 
liegen, einen so erzeugten quadratischen Komplex bilden, und daß 
die Verteilung dieser Achsen im Baume in diesem Buche zuerst unter- 
sucht werde. Seitdem ist den französischen Mathematikern Ghasles 
und Binet die Priorität bezüglich des Achsenkomplexes der Fläche 
zweiter Ordnung zugeschrieben worden. Tatsächlich aber ist Ampöre 
(1821) der erste Entdecker dieses Komplexes. 

Die Angabe des Herrn Darboux (im Bulletin des sciences mathö- 
matiques et astronomiques, L S6rie T. 11. p. 41), daß Ghasles in der 

Note XXXT seines „Aper9u historique des M6ihodes en G6o- 

m6trie" (Bruxelles 1837, p. 384—399; Seite 413 der deutschen Über- 
Setzung) diesen Achsenkomplex zuerst studiert habe, beruht meines 
Erachtens auf einem Irrtum. Ghasles begründet a. a. 0. die Theorie 
der konfokalen Flächen zweiten Grades und ihrer Fokalkurven ein- 
gehend, ohne jedoch ihren Achsenkomplex zum Gegenstand seiner 
Untersuchung zu machen oder ihn auch nur zu definieren. Der 
fruchtbare Gedanke Plückers, die gerade Linie als Baumelement 
aufzufassen, wurde erst 28 Jahre später entwickelt und lag Ghasles 
1837 wohl noch recht fem. Allerdings stellt Ghasles a. a. 0. gelegent- 
lich den Satz auf, daß die durch einen Punkt gehenden oder aber in 
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einer Ebene liegenden Normalen der konfokalen Flächen einen Kegel 
zweiter Ordnung bilden bezw. einen Kegelschnitt umhüllen; über den 
Komplex der Normalen aber sagt er in der 16 Quartseiten umfassenden 
inhaltreichen Note nichts, er bemerkt nicht einmal, daß jener Kegel- 
schnitt eine Parabel ist und die Symmetrieebenen berührt. 

Auch die Angabe von Clebsch („Zum Gedächtnis von Julius 
Plücker," Göttingen 1872, Seite 27), daß Binet bereits 1811 eine 
kollineare Umformung des tetraedralen Komplexes, nämlich den Kom- 
plex der Normalen konfokaler Flächen zweiten Grades, untersucht habe, 
muß ich als eine irrtümliche bezeichnen. Binet beweist (s. das Jour- 
nal de rficole polytechnique, Cah. 16, 1813) lediglich, daß die Haupt- 
trägheitsachsen eines Körpers für einen beliebigen Punkt zusammen- 
fallen mit den Normalen von drei durch den Punkt gehenden kon- 
fokalen Flächen zweiter Ordnung, die einer bestimmten Plächenschar 
angehören; über den Komplex der Normalen aber sagt Binet nicht 
ein Wort, er kennt nicht einmal die obigen, später von Chasles auf- 
gestellten Sätze. 

Mit gleichem Rechte wie Binet und Chasles könnte Jakob 
Steiner als Entdecker des tetraedralen Strahlenkomplexes bezeichnet 
werden; denn er stellt 1832 in seiner „Systematischen Entwicklung"- 
(Anhang Nr. 15) eine Aufgabe, deren Lösung dieser Komplex ist 
Aber auch ihm war der Begriff eines Strahlenkomplexes und die 
Verteilung seiner Strahlen im Räume noch ganz unklar; nimmt er 
doch a. a. 0. als selbstverständlich an, daß die betreffenden oo* Strahlen 
eine krumme Fläche berühren! 

Erst durch das reichhaltige Werk E. Kötters „Die Entwicklung der 
synthetischen Geometrie von Monge bis v. Staudt" (Leipzig 1901) 
wurde ich auf die wichtige Abhandlung Amperes über permanente 
Rotationsachsen eines Körpers (M6m. de l'Acad. Roy. des Science de 
rinst. de France, Ann^es 1821 et 1822, T. V, Paris 1826) aufmerksam. 
Ampere beweist darin, daß die Hauptträgheitsachsen eines Körpers, 
die durch einen beliebigen Punkt gehen, auf einem gleichseitigen 
Kegel zweiter Ordnung liegen. Der Kegel geht durch den Schwer- 
punkt des Körpers und durch die drei Geraden, die zu den Haupt- 
trägheitsebenen des Schwerpunktes normal sind; er zerfällt, wenn sein 
Mittelpunkt in einer dieser drei Ebenen liegt, in sie und eine zu 
ihr senkrechte Ebene. Die wesentlichsten Eigenschaften des Achsen- 
komplexes hat Ampöre hiermit entdeckt und begründet 
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Die Fokalfelder (Fokalkurven) des polaren Raumes. 
Konfokale polare Räume und ihre Fokalachsen. 

Zum besseren Yerständnis des Folgenden erinnern wir an bekannte 
fokale Eigenschaften polarer Felder (vgl. Seite 92 und I. Abt Seite 166). 

In einem polaren Felde gibt es zu jedem Strahle einen konju- 
gierten normalen Strahl; nur die unendlich ferne Gerade und die 
Achsen des Feldes machen eine Ausnahme, indem sie zu allen ihnen 
konjugierten Strahlen normal sind. Jede Achse des polaren Feldes 
schneidet seine Paare konjugierter normaler Strahlen in den Punkte- 
paaren einer „fokalen" Involution; diese hat, wenn sie hyperbolisch 
ist, die „Brennpunkte" des polaren Feldes und seines reellen oder 
imaginären Inzidenzkegelschnitts zu Doppelpunkten. Das polare Feld 
hat zwei reelle Brennpunkte; sie sind durch je zwei konjugierte 
normale Strahlen, die durch keinen von ihnen gehen, harmonisch 
getrennt und die Mittelpunkte orthogonaler Involutionen konjugierter 
Strahlen. 

Zu dem polaren Felde gibt es unendlich viele „konfokale", näm- 
lich solche polare Felder, die mit ihm die Achsen und ihre fokalen 
Punktinvolutionen gemein haben. Zwei sich rechtwinklig schneidende 
Gerade der Ebene sind konjugiert bezüglich aller oo^ konfokalen 
Felder, wenn sie in Bezug auf eines von ihnen konjugiert sind 
(vgl. Abt I, Seite 177). Die Pole einer Geraden g bezüglich der 
konfokalen polaren Felder und ihrer Inzidenzkegelschnitte liegen 
demnach alle in einer zu g normalen Geraden g^. Die Gerade g 
berührt in ihrem Schnittpunkt mit g^ einen der konfokalen Kegel- 
schnitte. 

Wir gelangen nun in analoger Weise zu den fokalen Eigenschaften 
des polaren Baumes. In ihm gibt es zu jeder Ebene einen konju- 
gierten Normalstrahl; nur die unendlich ferne Ebene und die Sym- 
metrieebenen des polaren Baumes bilden eine Ausnahme, weil jede 
dieser Ebenen zu allen ihr konjugierten Strahlen normal ist Wir 
wollen übrigens die rotatorischen polaren Bäume, die mehr als drei, 
nämlich oo * Symmetrieebenen haben, von unserer Untersuchung aus- 
schließen. 

Sei wie früher e eine beliebige Ebene, E ihr Pol und e ihr 
konjugierter Normalstrahl, der sie rechtwinklig schneidet und durch E 
geht (Fig. 29). Bringen wir dann t und e in der Geraden p und dem 
Punkte P zum Schnitt mit einer Synmietrieebene y des polaren Baumes, 

Beye, Geometrie der Lage. n. 4. Aufl. 15 
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SO gehen durch P die konjugierten Normalstrahlen aller durch p 
gelegten Ebenen. Denn wenn wir einerseits die Pole dieser Ebenen 
aus P projizieren, andererseits aus P Normalen auf die Ebenen fallen, 
so erhalten wir zwei zu dem Ebenenbüschel projektive Strahlenbüschel, 
die den Strahl e und zwei zu y bezw. p normale Strahlen entsprechend 
gemein haben und folglich identisch sind. Der Strahlenbüschel P in 
der zu p normalen Ebene besteht also aus lauter Achsen des polaren 
Raumes (Seite 215). Er erzeugt mit dem Ebenenbüschel p einen 
Kreis, den Ort der Fußpunkte dieser Achsen, und es ergibt sich bei- 
läufig: 

„Die Fußpunkte solcher Achsen des polaren Baumes, die eine 
„Symmetrieebene y in einem Punkte P schneiden, liegen auf einem 
„durch P gehenden Kreise. Dieser schneidet die Symmetrieebene y 
„und ihre zu P gehörige Gerade p rechtwinklig, und sein Mittel- 
„punkt liegt in y." 



Fig. 29. 

Wie zu p der Punkt P, so gehört zu jeder Geraden q der Sym- 
metrieebene ein Punkt Q von y in der Weise, daß die konjugierten 
Normalstrahlen der durch q gelegten Ebenen alle durch Q gehen. 
Nun ist aber leicht einzusehen, daß Q die Gerade p beschreibt, wenn 
q durch den Punkt P geht und sich um ihn dreht, und daß folglich 
die Geraden p^ </,... den Punkten P^ Q^ , . , in einem polaren Felde 
als Polaren zugeordnet sind. Denn von jeder durch e gehenden Ebene 
eq liegen der Pol und der konjugierte Normalstrahl in der Ebene e 
(Fig. 29); ihr konjugierter Normalsti-ahl schneidet also die Symmetrie- 
ebene y in einem Punkte Q der Geraden ey oder p. Also: 
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^ine Symmetrieebene y des polaren Baumes schneidet jede Ebene 
„e und deren konjugierten Normalstrahl e in einer Geraden und 
„einem Punkte, die in einem polaren Felde als Polare und Pol ein- 
„ander zugeordnet sind. Jede in 7 liegende Hauptachse des polaren 
„Baumes ist eine Achse des polaren Feldes. Die drei Hauptachsen 
„jedes in dem polaren Baum enthaltenen polaren Bündels werden 
„von T in den Eckpunkten eines Polardreiecks des Feldes geschnitten" 
(vgl. Seite 216). 
Wir nennen dieses polare Feld ein „Fokalfeld" sowohl des polaren 
Baumes als auch seiner Inzidenzflache (JoUes). Die reelle oder 
imaginäre Inzidenzkurve des Fokalfeldes heißt eine „Fokalkurve" oder 
ein „Fokalkegelschnitt", und ihre Punkte heißen „Fokalpunkte" des 
polaren Baumes und seiner reellen oder imaginären Inzidenzflache.*) 
Auch die unendlich ferne Ebene hat mit jeder Ebene e und mit 
deren konjugiertem Normalstrahle e zwei einander zugeordnete Ele- 
mente eines polaren Feldes gemein. Dieses wird aus jedem eigent- 
lichen Punkte durch einen orthogonalen Bündel projiziert, und seine 
Inzidenzkurve ist der unendlich ferne imaginäre Kugelkreis (Seite 197). 
Wir nennen auch dieses polare Feld ein Fokalfeld des polaren Baumes; 
es ist allen polaren Bäumen gemeinsam. 

Hat der polare Baum ein Paraboloid zur Inzidenzflache, so ist in 
dem Fokalfelde y die unendlich ferne Gerade dem unendlich fernen 
Punkte der Hauptachse zugeordnet, und die Fokalkurve in y ist eine 
Parabel. 

„Ein elliptisches oder hyperbolisches Paraboloid hat demnach 
„in seinen beiden Symmetrieebenen zwei Parabeln zu Fokalkurven." 
Wenn dagegen der polare Baum einen Mittelpunkt und damit 
drei Symmetrieebenen hat, so hat er in ihnen drei Fokalfelder. Die 
drei Symmetrieebenen imd die unendlich ferne Ebene aber zerlegen 
den Baum in acht von ihnen begrenzte Baumteile, die alle bis auf 
einen, iZ, von der beliebig angenommenen Ebene e geschnitten werden; 
und gerade dieser Baumteil R wird von dem zu s konjugierten und 
normalen Strahle e geschnitten, weil die unendlich fernen Elemente 
von e und e durch die Symmetrieebenen von einander getrennt sind 
(Seite 195). Die Gerade e hat mit der Begrenzung des Baumteiles R 
außer ihrem unendlich fernen Punkte nur einen eigentlichen Punkt 



*) Chasles hat zuerst (in der noch heute wichtigen Note XXXI seines 
„Aper9u historique sur Torigine et le developpement des Methodes eu Goometrie^S 
Bnix. 1887, p. 384—399; 2. Aufl., Paris 1875; 8. Aufl. 1889) die obige Herleitung 
der Fokalfelder und Fokalkurven ohne Beweis angegeben und die wichtigsten fokalen 
Eigenschaften der Flächen zweiten Grades unter Hinweisung auf analoge Eigen- 
schaften der Kegelschnitte daraus gefolgert. Entdeckt wurden die Fokalkurven der 
Flächen zweiten Grades 1813 von Dupin (Developpements de Geometrie p. 280). 

15* 
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gemein, und in der Symmetrieebene, die diesen Punkt enthält, ist die 
Fokalkurve imaginär, während die übrigen beiden Symmetrieebenen 
je eine reelle Fokalkurve enthalten (Seite 95). Also: 

„Der polare Raum mit Mittelpunkt hat in seinen drei Symmetrie- 
„ebenen drei Fokalfelder, darunter zwei mit reellen Fokalkurven und 
„eines mit imaginärer Fokalkurve." 

Zu jeder Ebene e kann der konjugierte Normalstrahl e konstruiert 
werden, wenn ein Fokalfeld y des polaren Raumes gegeben ist; man 
bestimme in y den Pol der Geraden y« ^^'^ fälle aus ihm die Normale 
e auf die Ebene s. Der Pol der Geraden ye ist zugleich Pol der 
Ebene e bezüglich des Fokalfeldes, wenn dieses als ein einfach aus- 
gearteter polarer Raum zweiter Art aufgefaßt wird (vgl. Seite 109). 
„Wenn von einem polaren Raum die Symmetrieebenen und eine 
„beliebige Ebene e nebst ihrem konjugierten Normalstrahl e gegeben 
„sind, so sind seine Fokalfelder bestimmt, und zu jeder Ebene kann 
„der konjugierte Normalstrahl konstruiert werden." 
Sind nämlich drei Symmetrieebenen vorhanden, so schneidet jede die 
beiden übrigen und die unendlich ferne Ebene in den Seiten eines 
Polardreiecks ihres Fokalfeldes, e und e aber in einem Punkte P und 
seiner Polare p bezüglich des Fokalfeldes; dadurch ist das Fokalfeld 
eindeutig bestimmt (Seite 93). Sind nur zwei Symmetrieebenen vor- 
handen, so ist deren Schnittgerade a die Achse ihrer beiden Fokal- 
felder, und diese haben zu Inzidenzkurven zwei Fokalparabeln. In 
jedem der Fokalfelder ist außerdem wie vorhin ein Punkt P und seine 
Polare p bekannt. Die zugehörige Fokalparabel aber hälftet die zu 
ihrer Achse a parallele, von P und p begrenzte Strecke und wird in 
deren Mittelpunkt M von einer zu p parallelen Geraden m berührt: 
sie ist durch if, m und die Achse a eindeutig bestimmt Der Satz 
ist damit bewiesen. 

Der polare Raum ist durch seine Symmetrieebenen, die Ebene e 
und ihren konjugierten Normalstrahl e nicht ausreichend bestimmt; 
um ihn eindeutig zu bestimmen, können wir auf e den Pol E von s 
noch willkürlich annehmen (Seite 105). Wird der Pol E auf e ver- 
schoben, so ändert sich der polare Raum stetig; seine Fokalfelder aber 
bleiben ungeändert, jeder Ebene bleibt ein und derselbe konjugierte 
Normalstrahl zugewiesen, und auch sein Achsenkomplex ändert sich 
nicht, denn dieser besteht ja aus den konjugierten Normalstrahlen 
aller Ebenen. Die Inzidenzfläche des polaren Raumes wird im Falle 
dreier Symmetrieebenen imaginär, wenn der Pol E von e in denjenigen 
von ihnen und der unendlich fernen Ebene begrenzten Raumteil 7? 
eintritt, den die Ebene e nicht schneidet (Seite 227); denn die In- 
volutionen konjugiei-ter Punkte des polaren Raumes auf den Haupt- 
achsen werden dann alle drei elliptisch (vgl. Seite 105). 
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Polare Räume, die ein eigentliches Fokalfeld mit einander gemein 

haben, heißen „konfokal" oder „homofokal", und auch ihre Inzidenz- 

flächen werden konfokal genannt. Für sie gelten hiemach die Sätze: 

„Zu einem beliebigen polaren Raum gibt es einfach unendlich 

„viele konfokale; diese haben mit ihm seine Fokalfelder und seinen 

„Achsenkomplex gemein und weisen jeder Ebene einen und den- 

„selben konjugierten Normalstrahl zu. Zu ihnen gehören die Fokal- 

„felder als ausgeartete polare Räume (Seite 228). Die Pole einer 

„Ebene s bezüglich der konfokalen polaren Räume und ihrer In- 

„zidenzflächen liegen alle auf dem konjugierten Normalstrahl e der 

„Ebene (Chasles); dieser ist eine gemeinsame Achse der oo* polaren 

„Räume. Die Ebene wird von einer der konfokalen Inzidenrflächen 

„zweiten Grades berührt, und zwar von einer reellen in dem Fuß- 

„punkte 66 der Achse e." 

„Die konfokalen polaren Räume weisen also jeder Achse e einen 
„und denselben Fußpunkt zu; die Achse ist in ihrem Fußpunkte zu 
„einer der konfokalen Inzidenzflächen normal. Der Achsenkomplex 
„der kon fokalen polaren Räume besteht aus den Normalen ihrer oc^ 
„reellen konfokalen Inzidenzflächen zweiten Grades." 
Die Hauptachsen der konfokalen Räume sind in jedem ihrer Punkte 
zu einer der konfokalen Flächen zweiten Grades normal. 

Wir werden später (in der HI. Abteilung) „Scharen von Flächen 
zweiter Klasse" kennen lernen; sie sind dadurch charakterisiert, daß 
die Pole beliebiger Ebenen bezüglich der oo^ Flächen einer Schar 
allemal auf je einer Geraden liegen. Die Gesamtheit der oo ^ Inzidenz- 
flächen konfokaler polarer Räume bezeichnen wir demgemäß vorgreifend 
als eine „Schar konfokaler Flächen zweiter Klasse." Für sie gelten 
die Sätze: 

„Die Schar konfokaler Flächen zweiter Klasse ist durch eine be- 
„liebige ihrer oo* Flächen bestimmt. Jede Ebene berührt eine 
„Fläche der Schar. Die konfokalen Flächen haben denselben Achsen- 
„komplex und dieselben Fokalkurven; sie weisen jeder Achse einen 
„und denselben Fußpunkt zu. Ihre Fokalkurven sind als singulare 
„Flächen zweiter Klasse in der Schar enthalten"*) (Seite 228). 
Wenn die Ebene e den Ebenenraum 2 durchläuft, so beschreiben 
ihre Pole jE?, E^ in Bezug auf zwei der konfokalen polaren Räume 
zwei zu 2 korrelative, also zu einander kollineare Punkträume; zugleich 
beschreibt der zu e konjugierte Normalstrahl EE^ oder e den Achsen- 
komplex der polaren Räume. Also: 

,J)er Achsenkomplex eines polaren Raumes kann durch zwei 
„kollineare Räume erzeugt werden, seine Strahlen verbinden je zwei 

*) Vgl. Dupin, Developpements de Geometrie, Paris 1818. 
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„homologe Funkte der kollinearen Bäume, und diese haben die 
,,Hauptpunkte des Achsenkomplexes entsprechend gemein/^ 
Umhüllt die Ebene e die Inzidenzfläche F^ von einem der zwei kon- 
fokalen polaren Räume, so beschreiben ihre Pole E^ E^ zwei kollineare 
Flächen F\ F\ zweiten Grades, und es ergibt sich: 

„Die Kongruenz der Normalen einer Mäche F^ zweiten Grades 
„wird durch kollineare Flächen zweiten Grades erzeugt, nämlich 
„durch F^ und ihre Polarfläche bezüglich einer mit F^ konfokalen 
„Fläche." 
Eine für die konfokalen polaren Bäume charakteristische Eigen- 
schaft ist in dem Satze enthalten: 

„Zwei Ebenen sind konjugiert bezüglich aller konfokalen polaren 
„Bäume und zu einander normal, wenn sie in Bezug auf zwei der 
„Bäume konjugiert sind; zwei sich rechtwinklig schneidende Ebenen 
„sind konjugiert bezüglich der oo^ konfokalen polaren Bäume so- 
„wohl als auch ihrer konfokalen Inzidenzflächen, wenn sie in Bezug 
„auf einen von ihnen konjugiert sind." 
Jede der beiden Ebenen geht nämlich durch den konjugierten Normal- 
strahl der anderen, also durch den Ort der Pole der anderen Ebene, 
wie der Satz behauptet « ' 

Eine Gerade f heißt „Fokalachse" sowohl eines polaren Baumes als 
auch seiner Inzidenzfläche, wenn je zwei Ebenen, die sich in f recht- 
winklig schneiden, bezüglich des polaren Baumes konjugiert sind« Zu 
den Fokalachsen eines polaren Baumes gehören die Fokalachsen aller 
seiner polaren Bündel; zu denen einer Fläche zweiten Grades gehören 
alle auf ihr liegenden Geraden und die Fokalachsen aller ihrer Tan- 
gentenkegel und polaren Bündel. Aus jeder Fokalachse einer Begelfläche 
zweiten Grades werden die projektiven Punktreihen erster Ordnung, 
die eine Begelschar der Fläche erzeugen, durch kongruente gleich- 
läufige Ebenenbüschel projiziert. Da nämlich die Geraden der Fläche 
aus einem Punkte der Fokalachse durch die Berührungsebenen eines 
Tangentenkegels projiziert werden, so folgt der Satz aus einem anar 
logen über die Fokalachsen des Strahlenkegels zweiter Ordnung (I. Abt 
Seite 220). 

Für die Fokalachsen konfokaler polarer Bäume folgt aus dem vor- 
hergehenden Satze: 

„Jede Fokalachse f von einem der konfokalen polaren Bäume oder 
„von einer ihrer konfokalen Inzidenzflächen ist gemeinsame Fokal- 
„achse auch aller übrigen und insbesondere aller Tangentenkegel, 
„die den konfokalen Flächen aus den Punkten von f umschrieben 
„werden können. Konzentrische, in je einem der konfokalen Räume 
„enthaltene polare Bündel sind demnach konfokal, d. h. sie haben 
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,4hr6 beiden Fokalachsen mit einander gemein. Ebenso sind die 
„Tangentenkegel konfokal, die konfokalen Flächen zweiten Grades 
„aus einem beliebigen Punkte P umbeschrieben werden können" 
(Chasles). 
Übrigens kann nicht jeder der konfokalen Flächen ein reeller Tangenten- 
kegel aus einem beliebigen Punkte umbeschrieben werden. 

Die Ebene ic der beiden durch P gehenden Fokalachsen /", /i 
ist bezüglich der konfokalen polaren Käume den beiden Ebenen kon- 
jugiert, die sie bezw. in f und /i rechtwinklig schneiden; ihr kon- 
jugierter Normalstrahl ist die Schnittgerade dieser Ebenen und geht 
durch den Punkt P. Die Ebene % = /"/i berührt also in P die In- 
zidenzfläche von einem der konfokalen polaren Räume (Seite 229). 
Der Pol jeder anderen durch f gelegten Ebene e bezüglich dieser 
Fläche zweiten Grades liegt in lu, weil e durch P geht, zugleich aber 
in der zu e konjugierten und normalen Ebene des Büschels f und 
folglich in der Fokalachse f. Die Fläche berührt also alle durch f 
gehenden Ebenen in Punkten von f und geht folglich durch /", ebenso 
aber durch f^. 

Daraus und aus einer früheren Bemerkung ergibt sich: 
„Jede Fokalachse einer Schar konfokaler Flächen zweiten Grades 
„liegt auf einer der Flächen (Jacobi*). Durch einen beliebigen 
„Punkt geht allemal eine Regelfläche der Schar. Die oo ^ mit einer 
„Fokalachse f inzidenten Fokalachsen liegen auf einer der konfokalen 
„Flächen und bilden eine ihre Regelscharen." 
Durch jede Gerade g^ die keine Fokalachse ist, gehen zwei zu 
einander normale und bezüglich einer der Flächen konjugierte Ebenen. 
Sie sind bezüglich aller konfokalen Flächen konjugiert (Seite 230); 
daraus aber folgt: 

„Jede Gerade g, die auf keiner der konfokalen Flächen liegt, 
„wird von zwei der Flächen berührt. Die durch g gehenden Be- 
„rührungsebenen dieser Flächen schneiden sich rechtwinklig und 
„hälften die Flächenwinkel, die aus der Geraden g den anderen kon- 
„fokalen Flächen umbeschrieben werden können." 
Die Paare der Berührungsebenen, die durch g an je eine der kon- 
fokalen Flächen gehen, bilden also eine symmetrische Involution. 

Dreht sich eine Ebene um g, so beschreiben ihre Pole in Bezug 
auf zwei der konfokalen Flächen zwei zu dem Büschel g projektive 
Punktreihen ^Ti, g^\ sie liegen aber auf dem konjugierten Normalstrahle 
der Ebene. Hieraus folgt: 

„Die konjugierten Normalstrahlen der Ebenen einer Geraden g 
„bilden i. a. eine paraboloidische Regelschar, welche die Polaren 



*) Jakobi in Grelles Journal, Bd. 12, Seite 187 (1884). 
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?i9n Ö'j? • • • ^on g bezüglich der konfokalen Flächen und polaren / 
„Räame zu Leitsixahlen und eine zu g normale Richtebene hat 
„Wenn jedoch g eine Achse der polaren Räume ist, so bilden jene 
„Strahlen und die Polaren von g einen und denselben parabolischen 
„Strahlenbüschel zweiter Ordnung." 
Die Regelschar bezw. der Büschel dieser Strahlen ist zu dem Ebenen- 
büschel g projektiv und erzeugt mit ihm eine kubische Raumkurve 
bezw. eine rationale ebene Kurve dritter Ordnung. Also: 

„Die Ebenen der Geraden g berühren paarweise je eine der kon- 

„fokalen Flächen, und zwar liegen die Berührungspunkte i. a. auf 

„einer kubischen Raumkurve und nur dann auf einer rationalen 

„ebenen Kurve dritter Ordnung, wenn g eine Achse der Flächen ist 

„Die Kurve schneidet g zweimal." 

Liegt die Achse g in einer Symmetrieebene y der konfokalen Flächen, 

so bilden die konjugierten Normalstrahlen ihrer übrigen Ebenen einen 

Büschel erster Ordnung, und die Berührungspunkte dieser Ebenen 

liegen auf einem zu y normalen Kreise (Seite 226). Die Ebenen 

einer Fokalachse f berühren alle eine bestimmte der konfokalen Flächen, 

nämlich die durch f gehende (Seite 231); ihre Berührungspunkte 

liegen auf /". 

Die Pole zweier Ebenen s, e^ bezüglich der konfokalen polaren 
Räume und ihrer konfokalen Inzidenzflächen liegen auf den konjugierten 
Normalstrahlen e, e^ der Ebenen und paarweise auf den Polaren g^^ 
9i^ 93^ ' ' ' der Geraden se^. Diese Polaren aber bilden i. a. eine 
paraboloidische Regelschar und schneiden deren Leitstrahlen e, e, in 
homologen Punkten ähnlicher Punktreihen. 

„Die Pole beliebiger Ebenen bezüglich der konfokalen polaren 
„Räume bilden folglich ähnliche Punktreihen auf den konjugierten 
„Normalstrahlen der Ebenen. Mit jedem Fokalfelde der polaren 
„Räume haben diese Punktreihen homologe Pimkte gemein;" 
denn zu den konfokalen Räumen gehören die Fokalfelder als ausge- 
artete polare Räume (Seite 228), und die Pole der Ebenen bezüglich 
eines Fokalfeldes liegen in ihm. 
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Dreißigster Vortrag. 

Koaf okale Flächen zweiten Grades, ihre Krummungs- 
kurven, Fokalkurven, Fokalachsen, Kreisschnitte und 

Normalen. 

Konfokale polare Räume und ihre konfokalen Inzidenzflächen 
zweiten Grades haben, wie im vorhergehenden Vortrag bewiesen ist, 
nicht nur dieselben Fokalfelder, sondern auch denselben Achsenkom- 
plex und dieselben Fokalachsen. Sie weisen jeder Ebene einen und 
denselben konjugierten Normalstrahl zu, jeder ihrer Achsen aber einen 
und denselben Fußpunkt Jede Ebene berührt eine der konfokalen 
Flächen, und jede Achse ist in ihrem Fußpunkte zu einer der Flächen 
normal. Eine beliebige Fläche $* zweiten Grades bestimmt eine sie 
enthaltende Schar konfokaler Flächen; die Fokalkegelschnitte von $* 
und der unendlich ferne imaginäre Kugelkreis sind als singulare Flächen 
zweiter Klasse in der Schar enthalten. 

Ein beliebiger Punkt P ist Fußpunkt von drei sich rechtwinklig 
schneidenden Achsen (Seite 217), und jede dieser Achsen ist in P zu 
einer der konfokalen Flächen normal. Daraus folgt: 

„Durch einen beliebigen Punkt P gehen drei der konfokalen 
„Flächen zweiten Grades; sie schneiden sich rechtwinklig in P 
„(Dupin*). Dire Normalen in P sind die drei Hauptachsen der 
„konzentrischen polaren Bündel P, die in je einem der konfokalen 
„polaren Räume enthalten sind (Seite 217), und der konfokalen 
„Tangentenkegel, die aus P je einer der konfokalen Inzidenzflächen 
„umbeschrieben sind. VTenn zwei der konfokalen Flächen reelle 
„Punkte miteinander gemein haben, so schneiden sie sich in ihnen 
„rechtwinklig." 

Eine beliebige der konfokalen Flächen, $*, wird von unendlich 
vielen anderen (rechtwinklig) geschnitten. Die Schnittkurven sind von 
der vierten Ordnung**); ihre Tangenten sind Achsen der konfokalen 
Flächen, weü sie in ihren Berührungspunkten zu je einer der Flächen 
normal sind. Durch einen beliebigen Punkt P der Fläche $* gehen 
zwei dieser Raumkurven; sie schneiden sich rechtwinklig in P, Die 
Tangenten dieser beiden Kurven und die Normale von $* im Punkte P 



*) Dupin, Developpements de Geometrie, Paris 1818. 

♦♦) Zwei Flächen zweiten Grades und ihre Sohnittkurve haben mit einer Ebene 
i. a. zwei Kegelschnitte und deren Schnittpunkte gemein. Die Anzahl dieser Punkte 
aber ist höchstens vier, die Schnittkurve ist denmach von der vierten Ordnung oder 
„biquadratisch*^ 
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liegen auf dem gleichseitigen Kegel zweiter Ordnung, der alle durch 
P gehenden Achsen der konfokalen Flächen enthält Die Normale n 
schneidet eine beliebige andere Normale n von $■ nur dann, wenn 
ihr Fußpunkt P mit dem Fußpunkte von n' auf einer Achse, also 
auf einem Strahle des gleichseitigen Kegels liegt (Seite 215). Wir 
schließen daraus: 

„Eine Normale ri der Fläche *• zweiten Grades schneidet nur 
„zwei ihr unendlich nahe Normalen, und zwar liegen deren Fuß- 
„punkte mit dem Fußpunkte P von n auf je einer der Raumkurven 
„vierter Ordnung, in denen die Fläche die beiden zu ihr konfokalen, 
„durch P gehenden Flächen schneidet" 

Die Schnittpunkte der Normale n mit diesen beiden Nachbar- 
normalen heißen die „Krümmungsmittelpunkte" der Fläche 9* für den 
Punkt P, Die beiden Ebenen, welche n mit den beiden Nachbar- 
normalen verbinden, heißen die „Hauptnormalebenen" der Fläche im 
Punkte P; sie berühren in P je eine zu $* konfokale Fläche zweiten 
Grades. Eine Kurve auf einer Fläche ^ heißt eine „Krümmungs- 
kurve" von ^, wenn je zwei in konsekutiven Punkten der Kurve auf 
^ errichtete Normalen sich schneiden, oder mit anderen Worten, 
wenn die Normalen von ^, deren Fußpunkte auf der Kurve liegen, 
eine abwickelbare Fläche bilden. -Demnach ergibt sich: 

„Die Krümmungskurven der Fläche $■ zweiten Grades sind die 
„biquadratischen Raumkurven, in denen die Fläche von je einer zu 
„ihr konfokalen Fläche rechtwinklig geschnitten wird (Dupin und 
„Bin et). In einem beliebigen Punkte P der Fläche schneiden sich 
„zwei ihrer Krümmungskurven rechtwinklig. Die beiden Hauptnor- 
„malebenen der Fläche in P berühren je eine dieser Kurven in P und 
„schneiden sich rechtwinklig. Die Tangenten der Krümmungskurven 
„sind in dem Achsenkomplex der Fläche enthalten." 

Reziprok polare Tangenten der Fläche $* schneiden sich in ihrem 
Berührungspunkte P und trennen, wenn $• eine Regelfläche ist, die 
beiden durch P gehenden Strahlen der Fläche harmonisch. Wenn sie 
Achsen von $■ sind, so schneiden sie sich rechtwinklig in P und 
hälften die von den beiden Strahlen gebildeten Nebenwinkel; zugleich 
berühren sie in P je eine Krümmungskurve der Fläche. 

„Jede Krümmungskurve einer Regelfläche zweiten Grades bildet 
„also gleiche Winkel mit je zwei solchen Strahlen der Fläche, die 
„sich auf der Kurve schneiden." 

Nach einem früheren Satze (Seite 231) sind die Strahlenkegel 
konfokal, die aus einem beliebigen Punkte konfokalen Flächen zweiten 
Grades umbeschrieben werden können. Zu den konfokalen Flächen aber 
gehören die beiden reellen Fokalkurven, und diese liegen auf den ihnen 
umbeschriebenen Strahlenkegeln. Wir schließen daraus: 
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„Die beiden reellen Fokalkurven der Fläche $■ zweiten Grades 

„werden aus einem beliebigen Punkte durch konfokale Strahlen- 

„kegel zweiter Ordnung projiziert Zwei Tangenten der Fokalkurven 

„bestimmen folglich mit der Terbindungsgeraden ihrer Berührangs- 

„punkte zwei zu einander normale Ebenen." 

Die orthogonalen Projektionen der Fokalkurven auf einer beliebigen 

Ebene sind konfokale Kegelschnitte, weil die beiden projizierenden 

Zylinder konfokal sind. 

Der Strahlenkegel zweiter Ordnung, der aus einem beliebigen 
Punkte P der Fläche $* eine ihrer reellen Fokalkurven projiziert, 
hat die Normale der Fläche in P zur Hauptachse (Seite 233), also 
ihre Berührungsebene % im Punkte P zur Symmetrieebene. Durch 
Spiegelung an tz geht er in sich selbst, und gehen seine Strahlen 
paarweise ineinander über. Nehmen wir an, $* sei eine spiegelnde 
Fläche, dann werden Lichtstrahlen, die von den Punkten der Fokal- 
kurve nach einem beliebigen Punkte P der Fläche gehen, so von ihr 
zurückgeworfen, daß sie nach der BeQexion auf demselben die Fokal- 
kurve projizierenden Strahlenkegel liegen, wie vorher. Also: 

„Alle Strahlen, die von einer Fokalkurve der Fläche $• zweiten 

„Grades ausgehend die Fläche treffen und von ihr reflektiert werden, 

„schneiden nach der Reflexion dieselbe Fokalkurve" (Plücker*). 

Der Satz erinnert an bekannte fokale Eigenschaften der Kegelschnitte. 

Jede Tangente f einer Fokalkurve hat ihren Berührungspunkt F 

zum Pol bezüglich der Kurve; die Ebenen des Büschels f schneiden 

deshalb in F ihre konjugierten Normalstrahlen (Seite 228), und diese 

haben alle den Pokalpunkt F zum Fußpunkt Jeder Strahlenkegel, 

der einer der konfokalen Flächen aus dem Punkte F umbeschrieben ist, 

hat folglich unendlich viele zu f normale Hauptachsen und ist ein 

Rotationskegel mit der Rotations- und Fokalachse /". Also: 

„Die Tangentenkegel, die konfokalen Flächen zweiten Grades aus 
„einem Fokalpunkte F umbeschrieben werden können, sind koaxiale 
„Rotationskegel, und ihre Rotationsachse berührt in F die zugehörige 
„Fokalkurve (Steiner, Bobillier). Die Tangenten der Fokalkurven 
„sind Fokalachsen der konfokalen Flächen." 
Von jedem Rotationskegel, der einer der konfokalen Flächen um- 
beschrieben ist, berührt die Rotationsachse f eine Fokalkurve im Mittel- 
punkte F des Kegels. Denn jede durch f gehende Ebene ist zu ihrer 
in F errichteten Normale konjugiert, die durch f gehende Durchmesser-' 
ebene ist folglich eine Symmetrieebene y der konfokalen Flächen, und 
F ist der Pol von f bezüglich der in y liegenden Fokalkurve. — Da 



*) Plüoker, System der analytischen Geometrie des Raumes, Düsseldorf 1846, 
Seite 384 und Grelles Jouiaal 85, Seite 100. 
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die beiden Fokalkurven zu der Schar der konfokalen Flächen gehören, 
so folgt aus dem letzten Satz insbesondere: 

„Jede der beiden reellen Fokalkurven wird aus den Punkten der 
„andern und nur aus diesen Punkten durch Rotationskegel projiziert: 
„die Rotationsachsen der Kegel berühren diese andere Fokalkurve" 
(Dupin). 

Weil durch eine Ellipse zv^rei, durch eine Hyperbel keine Rotations- 
zylinder gelegt werden können, so ergibt sich weiter: 

„Von den reellen Fokalkurven eines Ellipsoides oder Hyperboloides 
„ist die eine eine Ellipse, die andere eine Hyperbel. Die beiden 
„Fokalkurven eines Paraboloides sind Parabeln" (Seite 227). 

Die Ebene der Fokalhyperbel geht, wie leicht einzusehen, durch 
die Hauptachse der Fokalellipse, und die Hauptachsen dieser beiden 
reellen Fokalkurven fallen zusammen. Die Asymptoten der Fokal- 
hyperbel sind die Fokalachsen aller Asymptotenkegel der konfokalen 
Flächen. Als erste, zweite, dritte Symmetrieebene eines polaren Raumes 
und seiner Inzidenzfläche bezeichne ich der Reihe nach die Ebenen 
seiner Fokalellipse, seiner Fokalhyperbel und seiner imaginären Fokal- 
kurve; die zu ihnen normalen Hauptachsen mögen bezw. die erste, 
zweite, dritte Hauptachse heißen. Die erste Hauptachse ist hiernach 
die Nebenachse der Fokalhyperbel, die zweite ist die Nebenachse der 
Fokalellipse und die dritte ist die Hauptachse der beiden reellen 
Fokalkurven. 

In jedem Punkte F einer Fokalkurve sind zu ihr oo ^ Achsen der 
konfokalen Flächen normal; sie bilden eine orthogonale Involution kon- 
jugierter Strahlen, weil jede zu ihrer durch die Tangente f gehenden 
Normalebene konjugiert ist. Alle in ihrer Ebene liegenden Kegel- 
schnitte der konfokalen Flächen haben folglich F zum Brennpunkt*) 
(Chasles). Nun sind aber die zweite und die dritte Symmetrieebene 
zu der Fokalellipse, die erste zu der Fokalhyperbel in je zwei Scheitel- 
punkten normal. Also: 

„Die in einer Symmetrieebene y liegenden Kegelschnitte der kon- 
„fokalen Flächen sind konfokal, ihre Brennpunkte sind Scheitelpunkte 
„einer zu y normalen Fokalkurve." 

Der Satz gilt auch für konfokale Paraboloide; sie werden von 
jeder Symmetrieebene in konfokalen Parabeln geschnitten, die den 
Scheitelpunkt von einer der beiden Fokalparabeln zum Brennpunkt 
haben. Da die Tangentenzylinder, welche konfokalen Flächen aus 
dem Pole einer Symmetrieebene y umbeschrieben werden können, kon- 



*) Wenn eine der konfokalen Flächen keinen reellen Kegelschnitt mit der 
Ebene gemein hat, so bestimmt sie in ihr ein polares Feld, das F zum Brenn- 
punkt hat. 
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fokal sind (Seite 231), so ergibt sich der Satz auch, wenn man diese 
Zylinder mit y schneidet Zugleich aber folgt, daß die in y gelegene 
Fokalkurve einer der konfokalen Kegelschnitte ist. Wir schließen 
daraus: 

„Von den beiden reellen Fokalkurven hat jede die Brennpunkte 
„der andern zu Scheitelpunkten." 
Jede der Fokalkurven schließt demnach zwei Scheitelpunkte der andern 
ein oder doch einen, wenn sie Parabeln sind. Mit der einen Fokal- 
kurve sind die Ebene, zwei Scheitelpunkte und die Brennpunkte der 
andern gegeben. 

„Die beiden Fokalparabeln eines Paraboloides sind kongruent;" 
denn ihre Brennpunkte haben von ihren Scheitelpunkten gleichen Ab- 
stand. Unter konfokalen Paraboloiden gibt es ein gleichseitiges hyper- 
bolisches. Dieses schneidet die beiden Symmetrieebenen in kongruenten 
Parabeln, und sein Scheitelpunkt hälftet die Strecke zwischen den 
Brennpunkten der beiden Fokalparabeln. 

„Die beiden reellen Fokalkurven konfokaler Flächen werden aus 
„einem beliebigen Punkte durch konfokale Strahlenkegel zweiter 
„Ordnung projiziert (Seite 235), die sich in vier reellen Strahlen 
„(rechtwinklig) schneiden." 
Nämlich von dem einen Kegel, der die Fokalellipse projiziert, schneiden 
zwei Strahlen die Nebenachse der Fokalhyperbel und liegen außer- 
halb des andern Kegels; zwei seiner Strahlen gehen durch die 
Brennpunkte der Fokalhyperbel und liegen innerhalb des andern, die 
Hyperbel projizierenden Kegels. Da somit die Strahlen des einen 
Kegels teils innerhalb teils außerhalb des andern liegen, so haben die 
beiden Kegel reelle Strahlen gemein, und zwar vier, die paarweise 
symmetrisch liegen bezüglich der Symmetrieebenen und Hauptachsen 
der Kegel. Sind die Pokalkurven Parabeln, so schneiden sich die 
beiden sie projizierenden Kegel u. a. in einem Strahle rechtwinklig, 
der zu der Achse der Parabeln parallel ist. 

Eine der drei konfokalen Flächen, die durch einen Punkt P gehen, 
enthält die beiden in P sich schneidenden Fokalachsen /", /i, ist also 
eine Regelfläche; die anderen beiden enthalten keine reellen Geraden 
(Seite 230). Nun sind aber /", /i die Fokalachsen der Strahlenkegel, 
die aus P die Fokalkurven projizieren, sie werden also von diesen 
Kegeln und den beiden Fokalkurven umschlossen. Daraus folgt: 

„Die Bertihrungsebenen /"/^ konfokaler Regelflächen zweiten Grades 
„schneiden jede der beiden reellen Fokalkurven. Die Schnittkurven 
„der Regelflächen mit der Ebene einer reellen Fokalkurve liegen 
„alle innerhalb der Fokalkurve und sind deshalb mit ihr nicht bloß 
„konfokal sondern auch gleichartig." 
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Durch jeden von einer Fokalkurve eingeschlossenen Punkt P geht 
eine dieser Schnittkurven, weil sich in P zwei nicht in der Ebene 
liegende Eokalachsen schneiden. 

Einschalige konfokale Hyperboloide schneiden also die Ebene 
ihrer Fokalellipse in ElUpsen und schon deshalb die übrigen beiden 
Symmetrieebenen in Hyperbeln. Solche mit ihnen konfokale Flächen 
zweiten Grades, die die Ebene der Fokalellipse in konfokalen Hyper- 
beln schneiden, können nur zweischalige Hyperboloide sein; sie haben 
mit der Ebene der Fokalhyperbel konfokale Hyperbeln gemein, die 
die Fokalhyperbel einschließen. Alle übrigen reellen konfokalen Flächen 
schneiden die Ebene der Fokalhyperbel in zu ihr konfokalen Ellipsen 
und sind Ellipsoide; sie umschließen die Fokalellipse und haben mit 
jeder der drei Symmetrieebenen Ellipsen gemein. 

Eine Schar zentrischer konfokaler Flächen zweiten Grades ent- 
hält demnach unendlich viele Ellipsoide sowohl wie einschalige und 
zweischalige Hyperboloide. Ihre dritte Hauptachse, die ja die Haupt- 
achse der beiden reellQn Fokalkurven ist (Seite 236), schneidet jede 
reelle Fläche der Schar in zwei Scheitelpunkten; die zu ihr normale 
dritte Symmetrieebene hat deshalb mit den zweischaligen Hyperboloiden 
der Schar keine reellen Punkte gemein. Die zweite Hauptachse, d. L 
die Nebenachse der Fokalellipse, schneidet nur die Ellipsoide und die 
einschaligen Hyperboloide der Schar; die erste Hauptachse, näm- 
lich die Nebenachse der Fokalhyperbel, schneidet nur die Ellipsoide, 
nicht aber die Hyperboloide der Schar. Von einem Ellipsoide ist die 
kleinste Durchmessersehne auf seiner ersten, die größte auf seiner 
dritten Hauptachse gelegen; denn die Brennpunkte der Ellipsen, in 
denen es von semer dritten und seiner zweiten Symmetrieebene 
geschnitten wird, liegen auf der zweiten bezw. der dritten Hauptachse. 
Jede Ebene berührt eine der konfokalen Flächen (Seite 229). Aus 
dem Vorhergehenden aber ergibt sich: 

„Eine Ebene berührt von der Schar konfokaler Flächen eine ihrer 
„Regelflächen oder eine ihrer übrigen Flächen, je nachdem sie beide 
„oder nicht beide reellen Fokalkurven schneidet Falls die Flächen 
„einen Mittelpunkt haben, berührt die Ebene ein einschaliges oder 
„ein zweischaliges Hyperboloid oder ein Ellipsoid der Schar, je 
„nachdem sie beide Fokalkurven oder nur die Fokalellipse oder nur 
„die Fokalhyperbel schneidet'* 

Wenn sich die Ebene um eine Achse dreht, bleibt die von ihr 
berührte Fläche von derselben Art, bis sie in eine Fokalkurve über- 
geht Wir schließen daraus: 

„Die Fokalkurveu trennen die verschiedenartigen Flächen der Schar 
„von einander; oder mit anderen Worten, sie bUden in der Schar 
„den Übergang von je einer Flächenart zu einer anderen." 
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Yon den konfokalea Strahlenkegeln, die konfokalen Flächen zweiten 
Grades und ihren Fokalkurven aus einem Punkte P umbeschrieben werden 
können, seien /", /i die Fokalachsen, a, ö, c die drei Hauptachsen. Eine 
der Hauptachsen, a, ist zu der Ebene /"/i normal; die beiden übrigen, 
6, c, hälften die von f und /i gebildeten Nebenwinkel. Von den beiden 
die Fokalellipse und die Fokalhyperbel projizierenden konfokalen Kegeln, 
die sich rechtwinklig schneiden, umschließt der erstere den einen dieser 
Nebenwinkel und dessen Mittellinie 6, der letztere den anderen Neben- 
winkel und somit c. Die Ebene bc schneidet folglich beide Fokal- 
kurven, die Ebene ca schneidet nur die Fokalhyperbel, ab nur die 
Fokalellipse. Da nun die Ebenen fec, ca, ab je eine der konfokalen 
Flächen im Punkte P berühren (Seite 233), so ergibt sich: 

„Von den drei konfokalen Flächen, die durch den beliebigen 
„Punkt P gehen, ist die zu a normale ein einschaliges Hyperboloid, 
„die zu b normale ein Ellipsoid und die zu c normale ein zwei- 
„schaliges Hyperboloid." 

Analoges gilt für konfokale Paraboloide. Von ihnen gehen durch 
einen beliebigen Punkt ein hyperbolisches und zwei elliptische Para- 
boloide. Jedes der elliptischen Paraboloide schließt eine der beiden 
Fokalparabeln ein, diese aber umschließen das hyperbolische Paraboloid. 

Das einschalige Hyperboloid hat mit seinen Fokalkurven keine 
reellen Punkte gemein; das Ellipsoid aber vrird von seiner Fokal- 
hyperbel, das zweischalige Hyperboloid von seiner Fokalellipse in vier 
Punkten rechtwinklig geschnitten (Seite 236), die paarweise auf zwei 
Durchmessern liegen. Wir nennen diese Punkte die „Kreispunkte" der 
Fläche. Ein elliptisches Paraboloid umschließt die eine seiner Fokal- 
p^rabeln und schneidet die andere in zwei Kreispunkten rechtwinklig, 
indem sie sie in ihrem unendlich fernen Punkt berührt Den Ort 
der Kreispunkte konfokaler Flächen . zweiten Grades bilden demnach 
die Fokalkurven der Flächen. Für diese Punkte gilt der Satz: 

„Je zwei zu einander polare Tangenten in einem Kreispunkte K 
„des EUipsoides, zweischaligen Hyperboloides oder elliptischen Para- 
„boloides schneiden sich rechtwinklig." 
Denn jede dieser Tangenten ist in K zu einer Fokalkurve der Fläche 
normal und folglich der in K zu ihr normalen Ebene konjugiert 
(Seite 236); in dieser Ebene liegt die zu ihr polare Tangente, wie 
der Satz behauptet 

„Die zu einander polaren Tangenten der Fläche im Kreispunkte K 
„bilden, kurz gesagt, eine orthogonale (oder zirkuläre) Involution." 

Zwei zu einander polare Tangenten im Kreispunkte K liegen alle- 
mal in zwei konjugierten Durchmesserebenen der Fläche zweiten Grades 
und des zugehörigen polaren Raumes. Diese Ebenen aber schneiden 
jede mit ihnen konjugierte, also zu den Tangenten parallele Ebene in 
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zwei zu einander normalen konjugierten Durchmessern eines in dem 
polaren Raum enthaltenen polaren Feldes. Das polare Feld hat dem- 
nach unendlich viele Achsen und ist zirkulär polar; seine Inzidenz- 
kurve ist ein reeller oder imaginärer Kreis. Wenn seine Ebene durch 
den Mittelpunkt des polaren Eaumes geht, so ist sie eine zyklische 
Ebene des polaren Durchmesserbündels. Ein polarer Raum mit Mittel- 
punkt M hat auch dann, wenn seine Inzidenzfläche imaginär oder 
ein einschaliges Hyperboloid ist, in seinem polaren Bündel M zwei 
zyklische Durchmesserebenen; diese aber und alle zu ihnen parallelen 
Ebenen enthalten von ihm je ein zirkulär polares Feld. Kurz: 

„Ein polarer Raum enthält i. a. einfach unendlich viele zirkulär 
„polare Felder. Diese liegen in zwei Büscheln paralleler Ebenen, 
„und zwei ihrer Ebenen sind, wenn der polare Raum einen Mittel- 
„punkt hat, die zyklischen Ebenen seines polaren Durchmesser- 
„bündels." 
Die beiden Ebenenbüschel fallen zusammen, wenn der polare Raum 
rotatorisch ist. 

Eine Ausnahme macht der polare Raum, dessen Inzidenzfläche 
ein hyperbolisches Paraboloid ist, denn dieses enthält keine Ellipsen, 
also auch keine Kreise. Für die übrigen Flächen zweiten Grades 
ergibt sich: 

„Eine Fläche zweiten Grades hat mit jeder sie schneidenden Ebene, 
„die zu der Berührungsebene eines ihrer Kreispunkte parallel ist 
„einen Kreis gemein. Jedes EUipsoid, Hyperboloid oder elliptische 
„Paraboloid enthält oo* reelle Kreise; diese liegen in zwei Büscheln 
„paralleler Ebenen" (d'Alembert, Monge). 
Die beiden Büschel fallen zusammen, wenn die Fläche eine Rota- 
tionsfläche ist. Die Ebenen der Kreise eines ein- oder zweischaligen 
Hyperboloids schneiden auch dessen Asymptotenkegel in Kreisen, weil 
sie zu je einer zyklischen Ebene des Kegels parallel sind. Alle 
Flächen zweiten Grades, ausgenommen die parabolischen und hyper- 
bolischen Zylinder und die hyperbolischen Paraboloide, können durch 
veränderliche Kreise beschrieben werden.*) 

Nach früheren Sätzen (Seite 229) haben konfokale Flächen zweiten 
Grades denselben Achsenkomplex; jede ihrer Achsen hat bezüglich 
der Flächen einen und denselben Fußpunkt und ist in ilim zu einer 
der konfokalen Flächen normal. Daraus folgern wir: 

„Die in einer Ebene enthaltenen Normalen der konfokalen Flächen 
„umhüllen i. a. eine Parabel; ihre Fußpunkte liegen auf einer 
„Kurve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt, ihre ßerührungs- 

*) Hierauf gründet sich Herrn A. Brills Darstellung der Flächen zweiten 
Grades durch Kartonmodelle (Verlag von B. G. Teubner in Leipzig). 
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„ebenen in diesen Punkten bilden einen Ebenenbüschel erster Ord- 
„nung (vgl. Seite 217, 232). Die Achsen der Kegelschnitte, die 
„die Ebene mit den konfokalen Flächen gemein hat, umhüllen die- 
„selbe Parabel; die Mittelpunkte dieser Kegelschnitte liegen auf der 
„Leitgeraden der Parabel" (Seite 223). 

Der Satz erleidet Ausnahmen, wenn die Ebene zu einer Symmetrie- 
ebene normal oder eine Durchmesserebene ist: 

„Steht die Ebene auf einer Symmetrieebene y senkrecht, so bilden 

„die in ihr enthaltenen Normalen der konfokalen Flächen einen 

„Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt P in y liegt; ihre Fußpunkte 

„liegen auf einem Kreise, der in P zu y normal ist" (Seite 220). 

„Die in einer Durchmesserebene enthaltenen Normalen der kon- 

„fokalen Flächen bilden einen Parallelstrahlenbüschel; ihre Fußpunkte 

„liegen i. a. auf einer gleichseitigen Hyperbel, deren Mittelpunkt 

„mit dem der konfokalen Flächen zusammenfällt; sie liegen auf einer 

„Geraden, wenn die Flächen Paraboloide sind." 

Denn bekanntlich enthält die Durchmesserebene 5 einen Büschel 

paralleler Achsen; die konjugierten Normalebenen dieser Achsen aber 

schneiden 5 in einem zweiten Büschel paralleler Strahlen, der zu 

jenem projektiv ist und mit ihm i. a. eine gleichseitige Hyperbel, 

den Ort der Fußpunlfte erzeugt Im -Falle konfokaler Paraboloide 

haben die beiden Büschel ihren unendlich fernen Strahl entsprechend 

gemein und erzeugen als Ort der Fußpunkte eine Gerade, welche die 

beiden Fokalparabeln schneidet. 

Die letzten beiden Sätze geben auch Aufschluß über die Fuß- 
punkte der Normalen, die parallel zu einer Geraden oder aus einem 
Punkte einer Symmetrieebene an die konfokalen Flächen gezogen 
werden können. Für einen beliebigen Punkt aber gilt der Satz: 

„Die Normalen, die aus einem Punkte P an die konfokalen Flächen 
„gehen, liegen i. a. auf einem gleichseitigen Kegel zweiter Ordnung; 
„ihre Fußpunkte liegen auf einer rationalen Kaumkurve [fünfter 
„Ordnung], die in P drei zu einander normale Tangenten hat"*) 
Auch alle übrigen, für die Fußpunkte des Achsenkomplexes gel- 
tenden Sätze lassen sich auf die Fußpunkte der Normalen konfokaler 
Flächen zweiten Grades anwenden. Beispielsweise nenne ich den 
folgenden Satz, der sich aus der Verbindung von zwei vorhergehenden 
Sätzen ergibt: 



♦) Diese Raumkurve ist die Fußponktkurve eines kubischen parabolischen 
Gewindes von Ebenen, die je eine der konfokalen Flächen in einem der Fußpunkte 
berühren; denn die Pole dieser Ebenen bezüglich einer beliebigen der konfokalen 
Flächen liegen auf einer gleichseitigen Raumhyperbel, der kubischen Polkurve des 
Kegels (Seite 218). 

Reye, Oeometrie der Lage. II. 4. Aufl. IQ 
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„Alle Normalen der konfokalen Flächen, die eine Symmetrieebene y 
„in den Punkten eines Darcbmessers d schneiden, aber keine Durch- 
„messer sind, laufen zu einer auf y senkrechten Ebene e parallel. 
„Ihre Fußpunkte liegen mit d auf einer Fläche [dritter Ordnung], 
„die Y zur Symmetrieebene hat und jede nicht in y gelegene Fokal- 
„kurve enthält Jede zu z parallele Ebene schneidet die Fläche in 
„einem Kreise und einer unendlich fernen Geraden; jede durch d 
„gelegte Ebene schneidet sie in d und einer gleichseitigen Hyperbel, 
„die mit den konfokalen Flächen konzentrisch ist und eine zu e 
„parallele Asymptote hat Die Hyperbel zerfällt in eine eigentliche 
„und eine unendlich ferne Gerade, wenn die konfokalen Flächen 
„Paraboloide sind; die Fußpunktfläche aber besteht in diesem Falle 
„aus der unendlich fernen Ebene und dem Rotationskegel, der aus dem 
„Schnittpunkte von d mit der einen Fokalparabel die andere projiziert" 
Andere merkwürdige Eigenschaften der konfokalen Flächen zweiten 
Grades enthält ein Abschnitt des Anhanges. 
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nomothetische koaxiale Flächen zweiten Grades. 

Konfokale Flächen zweiten Grades sind koaxial und weisen jeder 
ihrer Achsen einen und denselben Fußpunkt zu. Es gibt aber auch 
solche koaxiale Flächen zweiten Grades, die jeder ihrer Achsen einen 
und denselben Pol zuweisen. Mit ihnen wollen wir uns nunmehr 
beschäftigen. Zunächst beweisen wir folgenden Satz: 

„Sind von einer Fläche zweiten Grades die Symmetrieebenen und 
„der Durchmesser d gegeben, der einer beliebig angenommenen, zu 
„keiner Hauptachse parallelen oder normalen Ebene e konjugiert ist, 
„so sind dadurch der Achsenkomplex der Fläche, zu jeder Ebene 
„der konjugierte Durchmesser und von jedem Kegelschnitt der Fläche 
„der Mittelpunkt und die Achsen bestünmt" 

Der Pol der Ebene e liegt auf dem ihr konjugierten Durchmesser rf, 
und weil die aus ihm auf die Ebene gefällte Normale eine Achse der 
Fläche ist, so ist jede zu e normale und mit d inzidente Gerade eine 
Achse (Seite 220). Der Achsenkomplex ist durch die Symmetrie- 
Ebenen und eine dieser Achsen eindeutig bestinmit (Seite 221). Weisen 
wir jeder Ebene eines Strahlenbündels S den ihr konjugierten Durch- 
messer zu, so ist der Bündel korrelativ auf den Durchmesserbündel 
bezogen. Nun ist aber jeder zu einer Symmetrieebene parallelen 
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Ebene des Bündels 8 der zu ihr normale Dta*chmesser konjugiert 
(welcher im Falle des Paraboloides in der anderen Symmetrieebene 
unendlich fem liegt), jeder zu einer Hauptachse normalen Ebene ist 
die Hauptachse konjugiert, und der zu e parallelen Ebene von S der 
Durchmesser d. Wir kennen also von vier Ebenen des Bündels 8 
die ihnen konjugierten Durchmesser; die Korrelation der beiden Bündel 
ist hierdurch bestimmt, und zu jeder Ebene des Bündels 8 kann der 
der konjugierte Durchmesser konstruiert werden. Die Mittelpunkte der 
Kegelschnitte aber, welche die Fläche zweiten Grades mit parallelen 
Ebenen gemein hat, liegen auf einem bestimmten, den Ebenen konju- 
gierten Durchmesser; die Achsen eines beliebigen der Kegelschnitte sind 
mit diesem Durchmesser Inzident und als Strahlen des Achsenkomplexes 
bestimmt 

Die Fläche zweiten Grades ist nicht selbst gegeben; von ihr 
gegeben sind nur die Symmetrieebenen und der Durchmesser rf, der 
der beliebigen Ebene e konjugiert ist Damit aber ist ihr Achsen- 
komplex und zu jeder Ebene s' der konjugierte Durchmesser d' 
bestimmt Da jeder Punkt P des Durchmessers d' eine zu e' parallele 
Polarebene hat, so ist die von P auf e' gefällte Normale p eine Achse 
der Fläche, und P ist der Pol dieser Achse. Überhaupt: 

„Jede Achse p schneidet den Durchmesser, welcher den zu ihr 
„normalen Ebenen s' konjugiert ist, in ihrem Pole P." 

Eine Fläche zweiten Grades, deren Achsen den Komplex bilden, und 
welche jeder Achse p diesen ihren Pol P zuweist, ist eindeutig bestimmt, 
wenn dem Punkte P die durch ihn gehende, zu s' parallele Ebene % 
als Polarebene zugewiesen wird (Seite 222). Sie berührt die Ebene tz 
in dem Punkte P, den die Ebene mit ihrem konjugierten Durch- 
messer d' gemein hat und schneidet die Achse p^ deren Pol der 
Punkt P ist, rechtwinklig in P. Sie ändert sich mit der Lage von % 
und P. Wir schließen daraus: 

„Es gibt oo * Flächen zweiten Grades, die mit einer gegebenen koaxial 
„sind und jeder ihrer Achsen denselben Pol zuweisen, wie die gegebene 
„Fläche; sie mögen homothetische koaxiale Flächen heißen. Eine 
„beliebige Ebene tc berührt eine von ihnen, ein beliebiger Punkt P liegt 
„auf einer von ihnen, und eine beliebige ihrer Achsen ist zu einer 
„von ihnen normal. Die Polarebenen des beliebigen Punktes P 
„bezüglich der oo * Flächen sind parallel und schneiden die Achse, 
„die P zum Pol hat, rechtwinklig. Die Pole einer beliebigen Ebene 
„liegen auf einem Durchmesser der homothetischen Flächen."*) 

♦) Sind die homothetischen koaxialen Flächen Ellipsoide, so gibt es noch oc* 
mit ihnen koaxiale polare Räume, die jeder Achse denselben Pol zuweisen wie sie, 
deren Inzidenzflächen aber imaginär sind. Wir beschränken uns jedoch hier auf 
reelle Flächen zweiten Grades. 

16* 
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Weil zu jeder Ebene der ihr konjugierte Durchmesser, also auch 
zu jeder Geraden die ihr konjugierte Durchmesserebene bestimmt ist, 
so ergibt sich ferner: 

„Die Mittelpunkte und Achsen der Kegelschnitte, in denen homo- 
„thetische koaxiale Flächen zweiten Grades von einer Ebene 
„geschnitten werden, fallen zusammen. Parallele Ebenen werden 
„in den Punkten des ihnen konjugierten Durchmessers von je einer 
„der Flächen berührt. Die Mittelpunkte paralleler Sehnen der Flächen 
„liegen alle in einer Durchmesserebene. Wenn die Flächen einen 
„Mittelpunkt haben, so sind ihre polaren Durchmesserbündel iden- 
„tisch. Lst eine von ihnen ein Hyperboloid, so sind auch die übrigen 
„Hyperboloide, und sie berühren sich längs ihres unendlich fernen 
„Kegelschnitts." 

Durch zwei beliebige Punkte P, Pj eines Durchmessers gehen 
zwei der homothetischen koaxialen Flächen, sie schneiden zwei 
durch P, Pj gelegte Parallelen bezw. in zwei anderen Punkten ö, Q^, 
Nun liegen aber nicht nur die beiden Endpunkte P, P^ sondern auch 
die Mittelpunkte der parallelen Sehnen PQ^ PiQi a^ einem Durch- 
messer, und folglich müssen auch die übrigen beiden Endpunkte 0, öi 
auf einem Durchmesser liegen. Haben die Flächen einen Mittelpunkt Jf, 
so sind die Dreiecke PMQ und P^MQ^ ähnlich, also 

MP:MP^ = MQ:MQi, 
woraus folgt: 

„Homotheüsche koaxiale EUipsoide oder ein- oder zweischalige 
„Hyperboloide schneiden alle sie treffenden Durchmesser in homo- 
„logen Punkten ähnlicher Punktreihen; sie sind ähnliche, konzentrisch 
„und ähnlich liegende Flächen zweiten Grades." 
Sind dagegen die Flächen Paraboloide, so laufen die Durchmesser PP^ 
Q öl parallel, und das Viereck PP^ Q^ Q ist ein Parallelogramm. Die 
Seiten PP^ und QQ^ sind folglich gleich und parallel, und es er- 
gibt sich: 

„Homothetische koaxiale Paraboloide sind kongruent; ein beliebiges 
„von ihnen kann durch Verschiebung in der Richtung der Üurch- 
„messer mit jedem der übrigen zur Deckung gebracht werden." 
Konzentrische Hyperboloide, deren Asymptotenkegel zusammen- 
fallen, sind koaxial und homothetisch. Denn durch den Asymptoten- 
kegel ist zu jeder Ebene 6 der konjugierte Durchmesser d bestimmt, 
die mit d inzidenten Normalen der Ebene sind Achsen der Hyper- 
boloide und ihre Pole liegen auf d. Die homothetischen koaxialen 
Hyperboloide sind teils einschalig, teils zweischalig; sie bilden zwei 
Systeme ähnlicher, konzentrisch und ähnlich liegender Flächen zweiten 
Grades. Die zweischaügen Hyperboloide liegen innerhalb, die ein- 
schaligen außerhalb des Asymptotenkegels. 
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Da jede Achse der homothetischen koaxialen Flächen in ihrem 

Pole zu einer der Flächen normal ist (Seite 243), so gelten die Sätze: 

„Der Achsenkomplex homothetischer koaxialer Flächen zweiten 

„Grades besteht aus der Normalen dieser oo * Flächen. Die Nor- 

„malen, die in einer Ebene e an die Flächen gezogen werden 

„können, umhüllen i. a. eine Parabel; ihre Fußpunkte sind zugleich 

„ihre Pole und liegen auf einer Tangente der Parabel" (Seite 217). 

Der Satz erleidet Ausnahmen, wenn e eine Durchmesserebene oder 

zu einer Symmetrieebene y normal ist Nämlich im letzteren Fall 

gehen die in e liegenden Normalen alle durch einen Punkt von y, und 

ihre Fußpunkte liegen in einer zu y normalen Geraden (Seite 219); 

im ersteren Falle sind sie parallel, und ihre Fußpunkte oder Pole 

liegen in einem Durchmesser. 

„Die oo * durch einen Punkt P gehenden Normalen der homothe- 
„tischen koaxialen Flächen zweiten Grades bilden i. a. einen gleich- 
„seitigen Strahlenkegel zweiter Ordnung, und der Ort ihrer Fuß- 
„punkte ist eine gleichseitige Eaumhyperbel, die den Punkt P mit 
,,den Polen der Symmetrieebenen und dem Pole der unendlich 
„fernen Ebene verbindet" (Seite 218). 
Der Strahlenkegel und die ßaumhyperbel zerfallen, wenn P in einer 
Symmetrieebene der Flächen oder unendlich fem liegt 

„Die cx)* mit einer Geraden g inzidenten Normalen der homo- 

„thetischen koaxialen Flächen bilden i. a. eine Kongruenz zweiter 

„Ordnung zweiter Klasse; ihre Fußpunkte liegen mit g auf einem 

„Strahlenkegel oder einer Regelfläche zweiter Ordnung, je nachdem 

„die Gerade g eine Achse der Flächen ist oder nicht" 

Denn der Ort der Fußpunkte hat mit einem Achsenkegel, dessen 

Mittelpunkt auf g liegt, i. a. eine kubische ßaumhyperbel k^ gemein, 

mit jeder durch g gelegten Ebene aber die Gerade g und eine Bi- 

sekante von k^ (Seite 218). Die mit g inzidenten Bisekanten von k^ 

aber liegen auf einer Regelfläche zweiter Ordnung, und nur dann, 

wenn g selbst eine Bisekante ist, auf einem Strahlenkegel zweiter 

Ordnung. Wenn g in einer Symmetrieebene y liegt, so berühren die 

mit g inzidenten Normalen der homothetischen Flächen teüs einen 

zu y normalen parabolischen Zylinder, teils liegen sie in y; der Ort 

ihrer Fußpunkte aber zerfällt in y und eine zu y normale Ebene 

(Seite 220). 



Anhang:. 

Aufgaben und Lehrsätze. 
Kollineation und Korrelation. 

1. Von zwei koUinearen oder korrelativen ebenen Feldern sind 
zwei einander entsprechende Vierecke gegeben. Zu einem beliebigen 
Punkte des einen Feldes den entsprechenden Funkt bezw. Strahl des 
anderen zu konstruieren, und ebenso zu einem beliebigen Strahle des 
einen Feldes den entsprechenden Strahl bezw. Punkt des anderen 
(Seite 6 bis 8). Für kollineare oder korrelative Räume ist die ana- 
loge Aufgabe aufzustellen und zu lösen (Seite 23). 

2. Von zwei kollinearen Feldern, die perspektiv in einer Ebene 
liegen (Seite 17), sind gegeben das Zentrum und die Achse der Homo- 
logie, außerdem zwei homologe Punkte oder Strahlen. Zu einer belie- 
bigen Kurve des einen Feldes soll die entsprechende Kurve des anderen 
gezeichnet werden, femer zu der unendlich fernen Geraden des zweiten 
Feldes die entsprechende Fluchtgerade des ersten. — Für kollineare 
Räume die analoge Aufgabe zu lösen (Seite 26). 

3. Zwei ebene Vierecke ABCD^ A^B^C^B^ durch drei successive 
zentrale Projektionen ineinander überzuführen (Enriques). 

4. Wenn zwei kollineare ebene Felder die Punkte einer Punkt- 
reihe u entsprechend gemein haben, und das eine um die Oerade u 
gedreht wird, so beschreibt der Punkt, in welchem die Verbüidungs- 
strahlen ihrer homologen Punkte sich schneiden, einen Kreis. Die 
Ebene des Kreises ist zu u normal; sein Mittelpunkt liegt in dem 
anderen Felde und entspricht einem unendlich fernen Punkte des sich 
drehenden Feldes. 

5. Zwei nicht affine kollineare Räume können nur dann in Per- 
spektive Lage gebracht werden, wenn in ihnen homologe Kugelfiächen 
vorkommen. In ihren unendlich fernen Ebenen lassen sich nämlich 
nur in diesem Falle kongruente homologe Punktreihen nachweisen. 
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6. Sind J, B und A\ B' die Endpunkte von zwei parallelen Sehnen, 
und ist M der Mittelpunkt einer Ellipse, so haben die elliptischen 
Sektoren MAA' und MB'B gleichen Inhalt (Möbius). Zum Beweise 
beziehe man die Ellipse affin auf einen Kreis. 

7. Die größten Dreiecke, die einer Ellipse eingeschrieben werden 
können, haben deren Mittelpunkt zum Schwerpunkt Ihre Seiten sind 
zu den Tangenten der gegenüberliegenden Eckpunkte parallel und um- 
hüllen eine Ellipse, die mit jener konzentrisch und ähnlich ist Beweis 
wie in Nr. 6. 

8. Wenn sich ein Kristall durch gleichmäßige Erwärmung aus- 
dehnt, so vergrößern sich seine Kanten und Geraden bei verschiedener 
Richtung ungleich pro Längeneinheit Aber parallele Gerade des 
Kristalles bleiben parallel, und seine neue Gestalt ist deshalb zu der 
früheren affin. Die Punkte des Kristalles, die vor der Erwärmung 
auf irgend einer Kugel lagen, liegen nach eingetretener Erwärmung 
i. a. auf einem dreiachsigen EUipsoide. Herr Blasius hat hieraus 
(in Wiedemanns Annalen der Physik 22, 1884) physikalisch wichtige 
Folgerungen gezogen. 

9. Wird ein Gegenstand mit einer durchsichtigen Flüssigkeit, 
etwa mit Wasser, überdeckt, so erscheint er wegen der Brechung 
des Lichtes anders als in freier Luft Weil aber jede gerade Linie 
auch unter der Flüssigkeit als gerade Linie erscheint, und parallele 
Gerade sich allemal als parallele darstellen, so erscheint der Gegen- 
stand so, als wäre er in einen ihm kollinearen, oder genauer gesagt 
affinen verwandelt Ebenso erscheinen einem Fische alle über dem 
Wasser befindlichen Gegenstände affin verwandelt, z. B. eine Kugel 
als Ellipsoid, ein Würfel als schiefes Parallelepiped. 

10. In zwei affinen Räumen gibt es i. a. doppelt unendlich viele 
Paare homologer gleicher Felder. Jeder Kugel des einen Raumes 
entspricht nämlich ein Ellipsoid des anderen, und den größten Kreisen 
der Kugel entsprechen Ellipsen in den Durchmesserebenen des EUip- 
soids. Unter diesen Ellipsen kann es unendlich viele mit den homo- 
logen Kreisen inhaltsgleiche geben; die Ebenen solcher homologer 
Kurven aber enthalten homologe gleiche Felder der beiden Räume, 
ebenso je zwei zu ihnen parallele homologe Ebenen. 

11. In affinen Raumstücken entsprechen die Schwerpunkte einander. 

12. Wenn sich zwei affine Räume in Perspektive Lage bringen 
lassen, so gibt es in ihnen unendlich viele Paare kongruenter homo- 
loger Felder. Die Träger dieser Felder bilden in jedem der affinen 
Räume zwei Büschel paralleler Ebenen, die sich aber in einem beson- 
deren Falle zu einem einzigen Büschel vereinigen. 

13. Zwei affine Räume S, Sj können nur dann in Perspektive 
Lage gebracht werden, wenn auf dem Ellipsoid von 2, das einer 



248 Anfgaben und Lehrsätze. 

beliebigen Kugel von S^ entspricht, die größten Kreise mit den größten 
Kreisen der Kugel kongruent sind (J oll es). 

14. Wenn zwei korrelative ebene Felder t), tj^ solche Lage haben, 
daß eine Punktreihe u von y| perspektiv ist zu dem ihr entsprechenden 
Strahlenbüschel von tji, so liegt dieselbe Punktreihe, wenn sie zu iji 
gerechnet wird, auch zu dem entsprechenden Strahlenbüschel von tq 
perspektiv (Seydewitz). Sind die Felder nicht kollokal, so geht jede 
Ebene, die einen Punkt des einen Feldes mit der entsprechenden Ge- 
raden des anderen verbindet, durch den Mittelpunkt von einem der 
beiden zu u Perspektiven Strahlenbüschel, und die beiden Felder er- 
zeugen somit einen Ebenenbündel zweiter Ordnung, der in zwei zen- 
trische Ebenenbündel zerfällt. 

15. "Wenn zwei korrelative Felder t], tji so in einer Ebene liegen, 
daß eine Punktreihe u von t] Perspektive Lage hat zu dem ent- 
sprechenden Strahlenbüschel TJ^ von 7]^, so liegt im allgemeinen noch 
eine zweite Punktreihe v von t] perspektiv zu dem ihr entsprechenden 
Strahlenbüschel Fj von 7]^ (Seydewitz). Rechnen wir dieselben 
Pimktreihen ?/, t; zu dem zweiten Felde tq!, so entsprechen ihnen 
im ersten Felde t\ bezw. die Strahlenbüschel F^, ?7i, und zwar ist u 
zu Fl und V zu TJ^ perspektiv. Der Punkt uv liegt auf der Ge- 
raden Z7i Fl und entspricht ihr in doppelter Weise. Diese besondere 
Lage der korrelativen Felder kann benutzt werden, um auf einfache 
Art zu einem beliebigen Gebilde des ersten Feldes, z. B. zu einer 
Kurve, das entsprechende Gebilde des anderen zu konstruieren. — In 
besonderen Fällen können die Geraden u^ v und zugleich die Punkte 
J7i, Fl sich vereinigen; alsdann entspricht jedem Punkte von u seine 
Verbindungsgerade mit TJ^ in doppelter Weise. 

16. In zwei kollinearen Räumen 2, Si ist jedem Doppelpunkte D^ 
der nämlich sich selbst entspricht, eine Doppelebene 8 zugeordnet und 
umgekehrt Denn homologe Punktreihen erster Ordnung von 2 und 
Si, die den Punkt 2> entsprechend gemein haben, liegen perspektiv 
und erzeugen einen Strahlenbüschel erster Ordnung. Die Verbindimgs- 
Ebene der Mittelpunkte von drei so erzeugten Strahlenbüscheln aber 
ist die dem Punkte I) zugeordnete Doppelebene 8; sie entspricht näm- 
lich sich selbst in S und Si, weil sie drei Paar homologe Punkte 
der kollinearen Räume verbindet, ihre Schnittpunkte mit drei Paar 
homologen Geraden. Homologe Ebenenbüschel von S und Sj, deren 
Achsen in 8 liegen, sind perspektiv und erzeugen einen Strahlen- 
büschel erster Ordnung, dessen Ebene durch D geht Die beiden 
Räume haben demnach ebenso viele reelle Ebenen wie reelle Punkte 
entsprechend gemein. — Zwei affine Räume haben allemal einen der 
unendlich fernen Ebene zugeordneten Doppelpunkt; dieser liegt i. a. 
nicht unendlich fem. 
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17. Sind zwei kollineare Räume S, Sj nicht affin, so entspricht 
der unendlich fernen Ebene des einen allemal eine eigentliche Ebene, 
die Fluchtebene, des anderen. Zwei homologe ebene Felder von S 
und 2j sind nur dann affin, wenn ihre Ebenen bezw. zu den Flucht- 
Ebenen von 2 und Sj parallel laufen; ebenso entspricht einer Punkt- 
reihe u von 2 nur dann eine ähnliche Punktreihe u^ von Sj, wenn 
u zu der Fluchtebene v.on S parallel läuft und also auch u^ zu der 
von 2i. Den Geraden, die auf der Fluchtebene von 2 senkrecht 
stehen, entspreche^ in 2^ die Strahlen eines Bündels, dessen Mittel- 
punkt auf der Fluchtebene von 2^ liegt Die Räume enthalten daher 
nur zwei homologe Gerade n^ w^, von denen jede auf der Fluchtebene 
ihres Raumes senkrecht steht Einem Rotationszylinder von 2, der 
die Gerade n zur Achse hat, entspricht in 2^ ein eigentlicher Strahlen- 
kegel zweiter Ordnung, welcher n^ zur Hauptachse hat; dieser schneidet 
den Zylinder, wenn die Geraden n und n^ auf einander gelegt werden. 
Jeder Punktreihe z?i von 2i, deren Träger einen Punkt der Schnitt- 
kurve enthält und die Achse n^ rechtwinklig schneidet, entspricht 
dann in 2 eine kongruente Punktreihe ?;; ebenso jeder Punktreihe, 
deren Träger zu r^ parallel läuft und von der Fluchtebene des Rau- 
mes 2i denselben Abstand hat wie i\, 

18. Sind A^ 5, P, ©, P^, Q^ sechs Elemente eines Elementar- 
gebildes, so folgt aus der Homographie ^PPÖ7\"-4PPiöi, daß auch 
BAQP-j;: ABP^Q^ (I. Abt Seite 153), und folglich ABQP^^PQ^ 
eine Involution ist; hieraus aber folgt die Homographie 

ABPP^-j: BAQ^Q und daraus ABPP^-^ ABQQ^, 
Sind A^ P, C, P, P, Q, Pj, Q^ acht Punkte des Raumes, von 
denen keine vier in einer Ebene liegen und besteht die KoUineation 9 : 

ABCDPQ X ABCDP^ Q^, 
so folgt aus ihr die KoUineation: 

ABCDPP,7(ABCDQQ,; 
d.h.: Wenn zwei koUineare Räume die Elemente des Tetraeders AB CD 
entsprechend gemein haben, und den beliebigen Punkten P, Q des einen 
die Punkte P^, Q^ des andern entsprechen, so können sie kollinear 
auch so auf einander bezogen werden, daß sie wiederum die Elemente 
des Tetraeders entsprechend gemein haben, und daß den Punkten 
P, Pj des einen bezw. die Punkte Ö, Q^ des andern entsprechen 
(v. Stau dt*). Bezeichnet nämlich u die Gerade CP, so ist u (ABPQ) 
"^ u (ABP^Qi) wegen der KoUineation 9; hieraus folgt aber 
u (ABPP^) -^uiABQ Öl). In der KolUneation ^ : 
ABCDP-K^BCDQ 



*) V. Staadt, Beiträge zur Geometrie der Lage (Nürnberg 1860), Seite 332. 
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entsprechen also die Ebenen w Pj = CBP^ und u Q^= CDQ^ ein- 
ander, ebenso aber die Ebenen ÄBP^ und ABQ^^ sowie BCP^ und 
BGQ^\ hieraus folgt, daß P^ und Q^ homologe Punkte der Kollinea- 
tion <]> sind. — Aus der Kollineation: 

ABCBtzy,-^ ABCBtz^y^, 
worin IC, TCj und x, Xj zwei Paar homologe Ebenen bezeichnen, folgt 
ebenso (nach v. Stand t): 

ABCBizTz^jr ABCBy.Y,^, 

19. Die Kollineation zweier Bäume 2, 2^ *ist La. eindeutig 
bestimmt durch drei Paare ««j, 66,, cq homologer windschiefer 
Strahlen und ein Paar homologer Ebenen ic, tc^ oder Punkte P, Pj. 
Ihre homologen Kegelscharen zweiter Ordnung abc und a^b^c^ werden 
nämlich i. a. von den homologen Ebenen tc, tCj in homologen und 
daher projektiven Kurven zweiter Ordnung geschnitten, und solche 
zwei Leitstrahlen der Scharen, die durch homologe Punkte dieser 
Kurven gehen, entsprechen einander in 2 und S^. Damit ist der Satz 
auf einen früheren (Seite 25) zurückgeführt 

20. Sind 2, 2, zwei korrelative Räume, und entsprechen den 
Punkten A^ J5, C, B einer Geraden von 2 bezw. die Ebenen a,, ß,, 
7i, 8, von 2i, dann ist der Ebenen wurf «jß^Yi^i projektiv zu dem 
Punktwurfe ABCB, und folglich (I. Abt, Seite 67): 

AB CB sin a^ß, sin y, ß, , 

ab' CB sin ttjöi * sin y^Si 

AB sin ttißi CB sin Yiß^ 

AB sin a^Si CB * sin y^h^ 

Die rechte Seite der letzteren Proportion bleibt ungeändert, wenn 
jB, C, B und ihre entsprechenden Ebenen festgehalten werden, und 
nur A und a^ ihre Lage ändern; es wird dann: 

AB sin ttißi -^ 

— ^- : ^^-^ = Konst 

AB sin a^Sj 

Sei nun % eine durch den veränderlichen Punkt A von BB ge- 
legte Ebene des Raumes 2, und P^ der entsprechende Punkt von 
«j in 2i. Dann verhalten sich die Abstände der festen Punkte jB, B 
von der beliebig veränderlichen Ebene tz wie AB: AB; und die 
Abstände der festen Ebenen ß^ und \ von dem Punkte P^ verhalten 
sich wie sinoLifi^isinoL^hi. Aus der letzten Gleichung folgt demnach 
der Satz: 

Das Verhältiiis der Abstände einer beliebigen Ebene k von zwei 
festen Punkten P, B des Raumes 2 ist proportional dem Verhält- 
nisse der Abstände des zu tc homologen Punktes P^ von den ent- 
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sprechenden beiden festen Ebenen ß^, J^ des zu 2 korrelativen 
Eaumes Sj (Chasles*). 

21. Ein geschart involutorischer Raum ist bestimmt durch zwei 
Punktepaare A, A^ und 5, B^ und einen beliebigen Doppelstrahl r. 
Er enthält die involutorische ßegelschar aa^ . bb^ . ccj, welche die 
Geraden r, AA^ und BB^^ zu Leitstrahlen hat und durch die Punkte- 
paare AA^ und BB^ zwei ihrer Strahlenpaare sendet; er ist auch 
durch diese Regelschar bestimmt (Seite 82). Ist CQ ein Punktepaar 
von r, welches auf einem beliebigen Strahlenpaar cc^^ der involutori- 
sehen Regelschar liegt, so wird die gescharte Involution dargestellt 
durch: 

^{AA^BB^CC^)-/\2,{A^AB^BC^Cr), 

Dreht sich der Doppelstrahl r um C, so ändert sich der involu- 
torische Raum, indem zugleich der zugeordnete Punkt C^ eine Fläche 
zweiter Ordnung beschreibt. Denn: 

aus JB{A^B^CC^)7^'A[B^{ABC^C) 

folgt AB{A^B,CC^)'K^^(BACC,y, 

diese projektiven Ebenenbüschel aber erzeugen eine Hache, zweiter 

Ordnung, welche die Punkte C und C^ mit den vier Geraden AB^ 

BA^, A^B^ und B^A verbindet. 

Drei beliebige Punktepaare AA^^ BB^^ CC^ bestimmen also nur 
dann einen sie enthaltenden geschart involutorischen Raum, wenn die 
vier Kanten des windschiefen Vierseits ABA^B^^ dessen Gegeneck- 
punkte zwei der drei Paare bilden, mit dem dritten Punktepaare auf 
einer Fläche zweiter Ordnung liegen. (Vgl das andere Kriterium auf 
Seite 83.) 

22. In einem elliptischen geschart involutorischen Räume gibt 
es zwei reelle „Fokalachsen", d. h. zwei Doppelstrahlen, deren Ebenen- 
involutionen rechtwinklig sind. Aus jeder dieser Fokalachsen werden 
die Punktepaare des Raumes durch Paare normaler Ebenen projiziert 
Die beiden Fokalachsen bilden mit der Fluchtebene [jl des involutori- 
schen Raumes gleiche Winkel; die Verbindungsstrecke ihrer Spurpunkte 
in |Ji ist zu ihnen normal und wird von dem zu [jl normalen Doppel- 
strahle d rechtwinklig gehalftet (Seite 79). Sie sind Fokalachsen 
jeder Fläche zweiter Ordnung, die eine Schar von Doppelstrahlen des 
involutorischen Raumes enthält (Seite 129). Sie fallen mit dem 
Doppelstrahle d zusammen, wenn der geschart involutorische Raum 
rotatorisch ist 

Wir gelangen zu diesen beiden. Fokalachsen durch folgende Er- 
wägungen: Wie jeder Doppelstrahl, so enthält auch der unendlich 



♦) Chasles, Aper9U historique (1837) p. 590. 



252 Angaben und Lehrsätze. 

ferne, in \k liegende Doppelstrahl s eine elliptische Punktinvolution [5], 
die mit den Ebenenpaaren des involutorischen Raumes je eines ihrer 
Punktepaare gemein hat Die gesuchten Fokalachsen sind demnach 
solche Doppelstrahlen, aus denen die Involution [s] durch rechtwinklige 
Ebeneninvolutionen projiziert wird. 

Nun wird die Punktinvolution [s] aus einem Punkte P der Flucht- 
ebene [JL durch eine elliptische Strahleninvolution projiziert, die i. a. nur 
ein Paar a, a^ normaler Strahlen hat. Aus gewissen zwei Geraden g^ g' 
aber wird diese Strahleninvolution durch rechtwinklige Ebeneninvolu- 
tionen projiziert (vgl. I. Abt, Seite 160), und zwar schneiden g und 
g' in. P den einen der Strahlen o, a^ rechtwinklig, den anderen unter 
gleichen Winkeln. Nur aus den zu g bezw. g' parallelen Geraden 
wird die Involution u durch rechtwinklige Ebeneninvolutionen proji- 
ziert Die gesuchten Fokalachsen /J f verbinden demnach die unend- 
lich fernen Punkte von g bezw. g' mit den zugeordneten Punkten 
der Fluchtebene (jl. Zugleich ergibt sich, daß f und f zu einer auf 
a oder «j und somit auf \l normalen Ebene a parallel sind und mit 
(JL gleiche Winkel bilden, und daß folglich ihre beiden zu a normalen 
Ebenen sich in den Mittelpunkten der drei in /J f und d liegenden 
Punktinvolutionen des geschart involutorischen Raumes schneiden. 
Damit sind fast alle obigen Sätze bewiesen. Die Fokalachsen /", f 
fallen nur dann mit d zusammen, wenn die Involution [s] aus 
jedem eigentlichen Punkte durch eine rechtwinklige Strahleninvolution 
projiziert wird. 

23. Zwei windschiefe Gerade /J f sind die Fokalachsen von 
zwei geschart involutorischen Räumen (vgl. Nr. 22). Die Fluchtebenen 
dieser Räume schneiden sich rechtwinklig in der Geraden des kürze- 
sten Abstandes von f und /^, und jede von ihnen bildet gleiche 
Winkel mit f und f. Die beiden involutorischen Räume haben die 
rechtwinkligen Ebeneninvolutionen /*, f und deren Schnitte mit bezw. 
f und /*, also zwei auf den Fokalachsen f, f liegende Punktinvolu- 
tionen mit einander gemein. Aus den unendlich fernen Geraden der 
beiden Fluchtebenen werden die Punktinvolutionen /*, f durch zwei 
Ebeneninvolutionen projiziert, die in je einem der involutorischen 
Räume enthalten sind. 
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24. Seien % tqj zwei kollineare, nicht affine ebene Felder und 
bezw. m, n^ ihre Fluchtgeraden. Die unendlich ferne Gerade m^^ des 
Feldes ri^ hat mit den Schenkeln der in tji gelegenen rechten Winkel 
die Punktepaare einer elliptischen Involution gemein, und dieser ent- 
spricht in 7] eine elliptische PunktLavolution auf der Fluchtgeraden m. 
Jedem rechten Winkel in r\^ entspricht in tq ein Winkel, dessen 
Schenkel mit m ein Punktepaar dieser Involution gemein haben. Ist 
auch der Winkel in t) ein rechter, so gehen die Schenkel des ent- 
sprechenden rechten Winkels in irj^ durch ein Punktepaar einer analog 
bestimmten Involution auf der Fluchtgeraden n^. 

25. Wir bezeichnen als „konjugierte Normalstrahlen" des Feldes 
1) oder TQj die Schenkel jedes rechten Winkels, dem in dem andern 
Felde ein rechter Winkel entspricht Durch die Involution auf m ist 
zu einem beliebigen Strahle von iq der konjugierte Normalstrahl ein- 
deutig bestimmt (Nr. 24). 

26. Die elliptische Punktinvolution auf der Fluchtgeraden m 
wird aus zwei Punkten F^ O des Feldes tq durch orthogonale Strah- 
leninvolutionen projiziert Diese Punkte liegen symmetrisch in Bezug 
auf m, und durch sie gehen die oo^ Kreise, welche die Gerade m 
in je einem Punktepaare der Involution rechtwinklig schneiden. Jeder 
der beiden Strahlenbüschel jP, O des Feldes y] aber ist mit dem ent- 
sprechenden Strahlenbüschel F^ bezw. O^ des Feldes tjj kongruent; 
denn jedem rechten Winkel im Büschel F oder O entspricht (Nr. 24) 
ein rechter Winkel in F^ bezw. ffj, in zwei inkongruenten projek- 
tiven Strahlenbüscheln aber gibt es nur ein Paar homologer rechter 
Winkel (I. Abt, Seite 229). Wir bezeichnen mit Smith die Punkte 
F^ G als die „Brennpunkte", ihren halben Abstand c als den „Para- 
meter" des Feldes iq und ebenso -F\, O^ als die Brennpunkte, ihren 
halben Abstand q als den Parameter von r^^. Der Parameter c ist 
der Abstand der Brennpunkte F^ O von der Fluchtgeraden m, 

27. Konjugierte Normalstrablen des Feldes t] sind allemal kon- 
jugiert bezüglich der oo ^ konfokalen Kegelschnitte in t], die die Punkte 
F^ G zu Brennpunkten haben. Denn m ist die Nebenachse dieser 
Kegelschnitte, und bezüglich eines beliebigen von ihnen sind zwei 



*) Vgl. Henry J. S. Smith, On the focal properties of homographic figures 
(Proceedings Lond. Math. Society, 1869, Vol. II und Collected Math. Papers I, 
p. 545); Reye, Über die fokalen Eigenschaften kollinearer Gebilde (Math. Annalen 
Bd. 46, Seite 423). 
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normale Strahlen in iq nur dann konjugiert, wenn ihre Schnittpunkte 
mit m aus jedem der Brennpunkte F^ G durch zwei normale Strahlen 
projiziert werden (I. Abt Seite 156), sie selbst also konjugierte Nor- 
malstrahlen des Feldes •»] sind. Jedem der konfokalen Kegelschnitte 
entspricht in 7]^ einer der konfokalen Kegelschnitte, die J\ und G^ 
zu Brennpunkten haben; denn der orthogonalen Strahleninvolution 
F oder ö in •»] entspricht eine orthogonale Involution jP\ bezw. G^ 
konjugierter Normalstrahlen des Feldes tqj. 

28. Die konfokalen Kegelschnitte in iq sind teils Ellipsen, teil& 
Hyperbehi; nur die Ellipsen schneiden die Nebenachse m in reellen 
Punkten, und deren homologe Punkte liegen in yJi unendlich fem. 
Jeder der konfokalen Ellipsen in yj oder y\^ entspricht demnach eine 
der konfokalen Hyperbeln in irjj bezw. t]. Die Tangente und die Nor- 
male eines Punktes der Ellipse sind konjugierte Normalstrahlen von 
t\ bezw. 7]j; sie entsprechen der Tangente und der Normale des 
homologen Punktes der Hyperbel. Auch die Evoluten der beiden 
homologen Kegelschnitte, d. ' h. die von ihren Normalen umhüllten 
Kurven, entsprechen folglich in den kollinearen Feldern einander 
(Smith). 

29. Wenn ein Punkt P in dem Felde r\ eine der konfokalen 
Ellipsen beschreibt, so drehen sich die Strahlen FP und GP in 
gleichem Sinne um die Brennpunkte F^ G\ zugleich beschreibt der 
entsprechende Punkt P^ in 7]^ eine Hyperbel, und die Strahlen -P\P, 
und öjPi drehen sich um deren Brennpunkte -F^, G^ in entgegen- 
gesetztem Sinne. Wenn also die koUinearen Felder % irjj auf einander 
gelegt werden, so haben allemal zwei ihrer homologen kongruenten 
Strahlenbüschel, etwa F und P,, gleichen, und die übrigen beiden 
G und ©1 entgegengesetzten Drehungssinn. Von den Büscheln jP, F^ 
können die homologen Strahlen auf zwei Arten zur Deckung gebracht 
werden; die kollinearen Felder yj, r^^ werden dann perspektiv und 
auch die homologen Punkte von zwei kongruenten einander ent- 
sprechenden Punktreihen erster Ordnung fallen zusammen. 

30. In involutorische Lage können die kollinearen Felder r^, ti^ 
nur dann gebracht werden, wenn ihre Parameter und damit die 
Strecken PÖ, F^G^ gleich sind (Smith). Werden sie so auf einander 
gelegt, daß F mit J\ und G mit G^ zusammenfällt, so wird einer 
der Brennpunkte P, G das Involutionszentrum, und der andere liegt 
auf der zu FG normalen Involutionsachse. Sind FG und F^G^ 
ungleich, so gibt es ein zu ri^ ähnliches Feld, das zu tq involu- 
torisch liegt. 

31. Die Brennpunkte jP, G der konfokalen Kegelschnitte in irj 
ti'ennen je zwei konjugierte Normalstrahlen dieses Feldes harmonisch 
(I. Abt., Seite 167). Wenn also in yj die Schenkel eines rechten 
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Winkels sich um zwei durch F und O harmonisch getrennte Punkte 
A, A' drehen (Fig. 30), so sind und bleiben sie konjugierte Nonnal- 
strahlen des Feldes •»]. Ihnen entsprechen aber zwei konjugierte Nor- 
malstrahlen des Feldes t\^^ die sich um zwei durch F^ und Gj har- 
monisch getrennte Punkte A^^ A^ drehen. Die Scheitelpunkte der 
beiden homologen rechten Winkel beschreiben folglich homologe Kreise 
über den Durchmessersehnen AA' und A^A^\ diese Kreise nennt 
Smith „FokaLkreise" der kollinearen Felder. 

32. Jedem Kreise des Feldes iq, der die Gerade jPö in zwei 
durch F und Q harmonisch getrennten Punkten rechtwinklig schneidet, 
entspricht demnach in t[^ ein Kreis, von welchem ein Durchmesser 
in jp\ und G^ harmonisch geteilt ist Diese homologen Fokalkreise 
bilden in t[ und 7]^ zwei Kreisbüschel, von denen sich je zwei ver- 




Fig. 80. 



schwindend kleine Kreise auf die Brennpunkte F^ G bezw. J\, G^ 
reduzieren. Die Punktepaare der elliptischen Involution auf der Flucht- 
linie m bestehen aus je zwei Punkten, die konjugiert sind bezüglich 
der Fokalkreise in tq; denn ihnen entsprechen (Nr. 24) auf der unend- 
lich fernen Geraden m^ Paare von Punkten, die konjugiert sind bezüg- 
lich der entsprechenden Kreise in t\^, 

33. Sind in den kollinearen Feldern i], t\^ die beiden Paare homo- 
loger Brennpunkte F^ F^ und G, G^ gegeben (Fig. 30), so kann zu 
einem beliebigen Punkte P von r\ der entsprechende Punkt P^ von yji 
konstruiert werden. Seien nämlich a, ß die Winkel des Dreiecks FGP 
bei F und Ö, und sei etwa a<:Cß; konstruiert man dann in irjj ein 
Dreieck F^Gy^P^^ das bei F^ und G^ bezw. die Winkel a und tz — ß 
hat, so entspricht dessen Eckpunkt P^ dem Punkte P von tq. Der 
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Punkt P^ kann zwei, in Bezug auf F^O^ symmetrische Lagen haben; 
ist er aber in einer dieser Lagen angenommen, so ist die projektive 
Beziehung der kongruenten Strahlenbüschel jP, I\ und G, Gj und 
damit die Kollineation der beiden Felder eindeutig bestimmt 

34. Die Punkte P, P^ liegen auf zwei homologen Kreisen k, k^ 
der kollinearen Felder, FP und i^iPi aber schneiden diese Kreise in 
noch zwei homologen Punkten Q^ Q^ (Fig. 30). Die Polare von F 
in Bezug auf A; ist zu jP(? normal im Punkte (?; sie ist von FG 
harmonisch getrennt durch P und Q^ also auch durch ÖP und GQ^ 
und bildet folglich ebenso wie FO gleiche Winkel mit GP und GQ. 
Die Dreiecke FGQ und F^G^P^ sind demnach ähnlich, ebenso aber 
FGP und F^G^Q^, sowie QGP und P^G^Q^. Die Seiten dieser 
ähnlichen Dreiecke und folglich auch die Durchmesser der homologen 
Kreise i, k^ verhalten sich zueinander, wie FG\F^G^ oder 2c:2c^, 
also wie die Parameter c, Cj der kolünearen Felder tq, tqi. 

35. Wir beziehen die Felder tq, 7]^ auf rechtwinklige Koordinaten- 
systeme (Fig. 30), deren Abszissenachsen mit FG bezw. -F\Gi und 
deren Ordinatenachsen mit den Fluchtgeraden w, n^ zusammenfallen. 
Für die Koordinaten homologer Punkte P, Pj und für ihre Abstände 
r, s bezw. r^, s^ von den Brennpunkten erhalten wir dann die 
Gleichungen: 

y c-\-x X — c r s 

Vi ^1 + ^1 ^1 ^1 ^1 ^1 
Hieraus aber folgen sofort die kanonischen Gleichungen*) der 
Kollineation: 

xxj = ce^ und yx^ = cy^ oder x^x = c^c und y^^x = Ciy. 
Die Abszissen der kongruenten homologen Punktreihen sind 
x = + Ci^ Xj^ = ±c^ denn für sie wird y = + y^. 



Flächen zweiter Ordnung. 

36. Gegeben seien zwei korrelative zentrische Bündel. Es sind 
die Punkte zu bestimmen, welche die von ihnen erzeugte Fläche 
zweiter Ordnung mit einer beliebigen Geraden oder Ebene gemein 
hat. Die Aufgabe gehört zu denen des zweiten Grades. 

37. Zu untersuchen, ob zwei korrelative zentrische Bündel ein 
ElUpsoid, ein Paraboloid, ein Hyperboloid, oder einen Strahlenkegel 
zweiter Ordnung erzeugen. 



♦) Vgl. Chasles, Geometrie superieure, Paris 1852, Nr. 583. 
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38. Eine Gerade g und ein Punkt G^ bewegen sich in zwei 
festen Ebenen und zwar so, daß sie beständig aus einem außerhalb 
der Ebenen gegebenen Punkte S unter rechten Winkeln gesehen 
werden, daß also Sg auf SO^ senkrecht steht Dann umhüllt die 
Ebene gO^ eine Fläche zweiter Ordnung (Seite 37). 

39. Sind ein zentrischer Bündel 8 und ein ebenes Feld i\ korre- 
lativ, und legt man durch jede Gerade von t) eine Ebene parallel zu 
dem entsprechenden Strahle von S und durch jeden Punkt von i\ eine 
Ebene parallel zu der entsprechenden Ebene von Ä, so umhüllen diese 
Ebenen ein Paraboloid, das die Ebene des Feldes f\ berührt 

40. Sind ein zentrischer Bündel 8 und ein ebenes Feld y] kollinear, 
und legt man durch jeden Punkt oder Strahl von i\ eine Ebene senk- 
recht zu der entsprechenden Geraden oder Ebene von S, so umhüllen 
diese Ebenen (wie in Nr. 39) ein Paraboloid, das die Ebene des 
Feldes tj berührt 

41. In zwei kollinearen zentrischen Bündeln gibt es im allge- 
meinen unendlich viele Paare homologer Ebenen, die sich rechtwinklig 
schneiden; sie bilden zwei Ebenenbüschel zweiter Ordnung. Fället 
man nämlich auf die Ebenen des einen Bündels Normalen aus dem 
Mittelpunkte 8 des anderen, so wird 8 das Zentrum von zwei korre- 
lativen Bündeln; die Ebenen von 8 aber, welche durch die ent- 
sprechenden Normalen gehen, bilden einen jener Büschel zweiter 
Ordnung (vgl. Seite 89). 

42. Die Geraden, welche eine Fläche zweiter Ordnung in den 
Punkten einer Kurve zweiter Ordnung rechtwinklig schneiden, sind 
zu den Strahlen eines Kegels zweiter Ordnung parallel (vgl. L Abt, 
Seite 232, Nr. 42). Welche Ausnahme erleidet der Satz, wenn die 
Ebene der Fußpunktkurve eine Durchmesserebene der Fläche zweiter 
Ordnung ist? 

43. Schneiden sich ein Strahlenkegel und eine andere Fläche F^ 
zweiter Ordnung in einem Kegelschnitt, so haben sie noch einen 
zweiten Kegelschnitt gemein. Nämlich die Punkte von F^ werden 
durch die Strahlen eines beliebigen, nicht auf ihr liegenden Punktes 8 
involutorisch gepaart; die Fläche ist sich selbst zugeordnet in dem 
perspektiv involutorischen Räume, welcher den Punkt 8 zum Involu- 
tionszentrum und die Polarebene c von 8 zur Involutionsebene hat 
(Seite 76). Zwei einander zugeordnete Kegelschnitte ä:, k^ der per- 
spektiv involutorischen Fläche liegen allemal auf einem Strahlenkegel 
des Bündels 8. Jeder Strahlenkegel, der einen Kegelschnitt k der 
Fläche F^ aus 8 projiziert, hat also mit F^ noch einen zweiten Kegel- 
schnitt k^ gemein. Die Ebenen der beiden Kegelschnitte /:, k^ schneiden 
sich auf cj, weil sie in dem involutorischen Räume einander zugeordnet 
sind; nur dann fällt k^ mit k zusammen, wenn k entweder in o oder 
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mit S in einer Ebene liegt Dreht sich die Ebene des Kegelschnittes k 
um einen ihrer Punkte oder Strahlen, so dreht sich die Ebene von k^ 
um den zugeordneten Punkt oder Strahl. 

44. Sind gegeben eine Fläche F^ zweiter Ordnung und irgend 
ein fester Punkt ?7, so können je zwei Punkte des Raumes einander 
zugeordnet werden, die hinsichtlich der Fläche F* konjugiert sind 
und mit U in einer Geraden liegen. Dann sind den Punkten einer 
beliebigen Ebene 9, die nicht dui'ch U geht, die Punkte einer Fläche 
Fl zweiter Ordnung zugeordnet. Und zwar enthält F\ den Punkt U, 
den Pol der Ebene 9 und alle Punkte, welche die Ebene 9 und die 
Polarebene von ü mit F^ gemein haben (vgl. I. Abt, Seite 107). 
Liegt 9 unendlich fem, so ergibt sich: 

45. Die Mittelpimkte aller Sehnen einer Fläche F^ zweiter Ord- 
nung, die durch einen beliebigen Punkt U gehen, liegen auf einer 
Fläche Fl zweiter Ordnung. Diese geht durch U und durch den 
Mittelpunkt der Fläche -F*; sie hat mit F* alle ihre unendlich fernen 
Punkte und die Berührungspunkte der Tangenten gemein, die von U 
an F^ gezogen werden können. Die Fläche Fl ist der Ort der Mittel- 
punkte der polaren Felder, welche die Fläche F^ in den durch U 
gehenden Ebenen hervorruft — Wie lautet der zu Nr. 44 duale Satz? 

46. Zwei Kegelschnitte einer Fläche zweiter Ordnung können mit 
den Polen ihrer Ebenen durch eine Fläche zweiter Ordnung verbunden 
werden (Nr. 44). 

47. Zwei Kegelschnitte X, Xj, die auf der Schnittgeraden u ihrer 
Ebenen die nämliche Involution konjugierter Punkte hervorrufen, 
können mit einem beliebigen Punkte P durch eine und nur eine 
Fläche zweiter Ordnung verbunden werden. Nämlich in einer durch 
P gehenden Ebene, welche X in J. und 5, Xj aber in Ä^ und B^^ 
schneidet, gibt es einen durch die fünf Punkte P, A^ 5, A^^ B^ 
gehenden Kegelschnitt x. Dieser kann mit X und einem beliebigen 
Punkte Cj von \ durch eine einzige Fläche F^ zweiter Ordnung 
verbunden werden (Seite 40). Die Schnittkurve von F* mit der Ebene 
von Xi ist ein Kegelschnitt, der mit \ die drei Punkte A^^ jBj, (7, 
gemein hat, auf u dieselbe Involution konjugierter Punkte, wie X 
und Xi, hervorruft und folglich mit \ zusammenfällt (I. Abt., Seite 214). 
Jede durch X, X^ und P gehende Fläche zweiter Ordnung geht auch 
durch X und fällt deshalb mit F^ zusammen. Eine Fläche zweiter 
Ordnung ist also durch zwei ihrer Kegelschnitte und einen beliebigen 
ihrer Pimkte eindeutig bestimmt Diesen Beweis verdanke ich Herrn 
JoUes. 

Wenn P mit zwei Punkten A^ A^ der Kegelschnitte X, \ in einer 
Geraden a liegt, so geht die Fläche F^ durch a; eine beliebig durch 
a gelegte Ebene aber hat mit X und X^ noch zwei Punkte -B, B^ 
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gemein, deren Verbindungsgerade b auf F^ liegt. Dreht sich die 
Ebene um a, so beschreibt die Gerade 6, indem sie an X, \ und a 
entlang gleitet, die Fläche F^, Diese ist i. a. eine Regolfläche; nur 
dann ist sie ein Strahlenkegel zweiter Ordnung, wenn die Tangenten 
der Punkte -4, A^ von \ und \ in einer Ebene liegen, denn diese 
Ebene berührt die Fläche F^ längs der Geraden a. Wenn entweder 
die ganze Schnittgerade u außerhalb, oder eine auf ihr enthaltene 
Strecke innerhalb beider Kegelschnitte X, \ liegt, so können diese 
durch zwei Strahlenkegel zweiter Ordnung verbunden werden; denn 
in diesen Fällen schneidet eine beliebige Tangente von \ zwei Tan- 
genten von \, 

48. Eine Fläche zweiter Ordnung durch eine Ebene so zu 
schneiden, daß der entstehende Kegelschnitt einen gegebenen Punkt 
zum Mittelpunkt hat 

49. Die Ebenen solcher Kegelschnitte einer Fläche zweiter Ord- 
nung, deren Mittelpunkte auf einer gegebenen Geraden liegen, um- 
hüllen einen parabolischen Zylinder. Welche Ausnahmen erleidet 
dieser Satz? 

50. Ein hyperbolisches Paraboloid IT hat zwei Büschel paralleler 
Asymptotenebenen; es hat mit jeder Asymptotenebene einen eigent- 
lichen und einen unendlich fernen Strahl gemein und berührt sie in 
dem unendlich fernen Punkte des eigentlichen Strahles. Seine unend- 
lich fernen Geraden sind die Achsen der beiden Ebenenbüschel. Die 
Strahlen jeder Kegelschar von IT sind zu den Asymptotenebenen eines 
dieser Büschel parallel; je zwei von ihnen schneiden den anderen 
Büschel und zugleich die andere Regelschar von TT in ähnlichen Punkt- 
reihen. Die Ebenen des einen Büschels schneiden eine beliebige 
Ebene a des anderen in Durchmessern des Paraboloids, sie projizieren 
die in ihnen liegenden Strahlen der einen Regelschar auf diese parallelen 
Durchmesser in a. Nun sind aber die Leitstrahlen der Schar zu der 
Ebene a parallel, und einer von ihnen ist zu den Durchmessern von TT 
normal, schneidet die Hauptachse rechtwinklig im Scheitelpunkt von \\ 
und ist ein Scheitelstrahl des Paraboloides. Auf diesem Scheitelstrahle 
begrenzen zwei beliebige Strahlen der Regelschar eine kleinere Strecke 
als auf jedem anderen Leitstrahle. Auf je zwei Leitstrahlen, die mit 
den Durchmessern von TT gleiche Winkel bilden, begrenzen die beiden 
Strahlen der Regelschar gleich große Strecken. Jede Regelschar eines 
hyperbolischen Paraboloides läßt sich demnach durch oc ^ Paar kon- 
gruente Punktreihen erzeugen; sie wird von je zwei Leitstrahlen, die 
bezüglich der Hauptachse des Paraboloides symmetrisch liegen, in kon- 
gruenten Punktreihen geschnitten. 

51. Jede Regelschar des hyperbolischen Paraboloides IT wird von 
ihren Leitstrahlen in ähnlichen Punktreihen geschnitten. Verschiebt 
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man diese oc ^ Pimktreihen ohne die Richtungen der sie tragenden 
Leitstrahlen zu ändern so, daß oc ^ homologe Punkte zusammenfallen, 
so erzeugen sie hernach einen Büschel paralleler Durchmesser des 
Paraboloides. 

Zum Beweise projiziere man die ähnlichen Punktreihen auf eine 
zu ihren Trägern, den Leitstrahlen, parallele Asymptotenebene durch 
Strahlen, die zu einem Strahle s der Regelschar parallel sind. Die 
Projektionen sind mit je einer der Punktreihen kongruent, haben einen 
Punkt von s entsprechend gemein und erzeugen den Büschel der 
parallelen Durchmesser, auf welche sich die Strahlen der Regelschar 
projizieren (Nr. 50). 

52. Der Inhalt eines Tetraeders, von welchem zwei Paar Gegen- 
kanten auf einem hyperbolischen Paraboloid liegen, wird durch das 
Paraboloid gehälftet (Cavalieri). Jede zu zwei der Gegenkanten 
parallele Ebene schneidet nämlich das Tetraeder in einem Parallelo- 
gramm, dessen eine Diagonale auf dem Paraboloid liegt 

53. Die Polarfläche einer Fläche zweiten Grades bezüglich einer 
beliebigen anderen ist ebenfalls zweiten Grades. Jede der beiden 
reziprok polaren Flächen wird von den Ebenen umhüllt, deren Punkte 
auf der anderen liegen (Brianchon). 

54. Die Mittelpunkte solcher Tangentenkegel eines Ellipsoides, die 
mit den Ebenen ihrer Berührungsellipsen Raumstücke von gegebenem 
Inhalt begrenzen, liegen auf einem zu jenem ähnlichen, konzentrisch 
und ähnlich liegenden EUipsoide. Der Beweis dieses Satzes sowie 
des folgenden ergibt sich sofort, wenn man das Ellipsoid auf eine 
Kugel affin bezieht. 

55. Das kleinste Ellipsoid, das einem Tetraeder umbeschrieben 
werden kann, wird in dessen Eckpunkten von vier zu den gegen- 
überliegenden Tetraederflächen parjJlelen Ebenen berührt Sein Inhalt 
ist gleich dem einer Kugel, die einem gleich großen regulären Tetraeder 
umbeschrieben ist Sein Mittelpunkt fäUt mit dem Schwerpunkte des 
Tetraeders zusammen. 

56. Eine Rotationsfläche zweiter Ordnung hat mit jeder zu ihrer 
Rotationsachse a normalen Schnittebene einen Kreis gemein; sie liegt 
daher symmetrisch in Bezug auf a und bezüglich aller durch a gehenden 
Ebenen. Sie hat mit diesen Symmetrieebenen kongruente Kegelschnitte 
gemein, welche die Rotationsachse a zur Achse haben und wird von 
einem der Kegelschnitte durch Rotation um a beschrieben. 

Eine Ellipse beschreibt, wenn sie sich um ihre Haupt- oder 
Nebenachse dreht, ein verlängertes bezw. abgeplattetes Rotationsellip- 
soid; die andere Achse beschreibt zugleich eine zur Rotationsachse 
normale Symmetrieebene des Ellipsoides. Eine um ihre Achse rotie- 
rende Parabel beschreibt ein Rotationsparaboloid. Eine Hyperbel be- 
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schreibt, wenn sie sich um ihre Haupt- oder Nebenachse dreht, ein 
zweischaliges bezw. einscbaüges Rotationshyperboloid. Ein Rotations- 
ellipsoid hat die Punkte seines größten Kreises zu Scheitelpunkten, 
ein einschaliges Rotationshyperboloid dagegen die Punkte seines 
kleinsten Kreises. Das Rotationsellipsoid und das zweischalige Rota- 
tionshyperboloid haben auf ihrer Rotationsachse je zwei Scheitelpunkte; 
ebenso das Rotationsparaboloid, von welchem jedoch der eine Scheitel- 
punkt unendlich fem liegt. 

Die Kugeln und Rotationskegel schließen wir bei den nächstfol- 
genden Sätzen aus. 

57. Der Pol E einer beliebigen Ebene i] bezüglich einer Ro- 
tationsfläche zweiter Ordnung liegt mit der Rotationsachse a in einer 
zu 7] normalen Ebene; denn i] geht durch den Pol dieser Symmetrie- 
ebene der Fläche. Der konjugierte Normalstrahl der Ebene tq, d. h. 
die vom Pole E auf y\ gefällte Normale e, schneidet folglich die Ro- 
tationsachse a. Eine Ausnahme tritt ein, wenn tq durch a geht; in 
diesem Falle ist jede zu tq normale Gerade ein konjugierter Normal- 
strahl von 7]. 

Sind 7], -»Ij irgend zwei normale, bezüglich der Rotationsfläche 
konjugierte Ebenen, so schneidet jede von ihnen die Ebene 9, welche 
durch die Rotationsachse normal zu der andern gelegt wird, in dem 
konjugierten Normalstrahle dieser anderen Ebene; denn die andere 
Ebene ist auch zu 9 konjugiert und normal. Die konjugierten nor- 
malen Ebenen v], 7]^ schneiden also die Ebene 9 in zwei normalen 
Strahlen, welche bezüglich der Rotationsfläche zweiter Ordnung und 
ihres in 9 liegenden Kegelschnittes konjugiert sind. Sie haben folg- 
lich mit der Rotationsachse a ein Punktepaar der fokalen Involution 
gemein, deren Doppelpunkte zwei reelle oder imaginäre Brennpunkte 
des Kegelschnittes sind. 

58. Die Paare normaler und bezüglich der Rotationsfläche kon- 
jugierter Ebenen schneiden demnach die Rotationsachse a in den 
Punktepaaren einer Involution; eine beliebige Ebene 7] und ihr kon- 
jugierter Normalstrahl e haben mit a zwei zugeordnete Punkte P, P^ 
dieser Involution gemein. Dreht sich die Ebene 7) um ihren Schnitt- 
punkt P mit a, so dreht sich zugleich ihr konjugierter Normalstrahl 
e um den zugeordneten Punkt P^ von a; die von 7] und e beschrie- 
benen Bündel P, P^ aber sind kon'elativ und erzeugen eine Kugel- 
fläche, welche «zum Durchmesser hat Die beiden Doppelpunkte 
der Involution auf a heißen die „Brennpunkte" der Rotationsfläche 
zweiter Ordnung; sind sie reell, so ist jeder von ihnen der Mittel- 
punkt eines rechtwinklig polaren Bündels, von welchem je zwei zu 
einander normale Ebenen oder Strahlen konjugiert sind bezüglich 
der Rotationsfläche. Jeder dieser Doppelpunkte ist zugleich Brenn- 
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punkt der Kurven zweiter Ordnung, welche die Fläche mit seinen 
Ebenen gemein hat (vgl. I. Abt., Seite 164). 

Von den Rotationsflächen zweiter Ordnung haben die verlängerten 
Ellipsoide, die zweischaligen Hyperboloide und die Paraboloide je 
zwei reelle, dagegen die abgeplatteten Ellipsoide und die einschaligen 
Hyperboloide je zwei konjugiert imaginäre Brennpunkte (Nr. 56). Von 
den beiden Brennpunkten eines Rotations-Paraboloides liegt der eine 
unendlich fem, 

59. Reziprok polare Tangenten der Rotationsfläche zweiter Ord- 
nung werden aus jedem reellen Brennpunkte der Fläche durch kon- 
jugierte und folglich zu einander normale Ebenen projiziert Nun 
sind aber die Tangenten eines Kegelschnittes der Fläche reziprok polar 
zu je einem Strahle des Kegels zweiter Ordnung, der die Fläche längs 
des Kegelschnittes berührt. Es ergibt sich daraus: Ein beliebiger 
Kegelschnitt der Rotationsfläche wird aus jedem Brennpunkte der 
Fläche durch einen Rotationskegel projiziert, dessen Rotationsachse 
durch den Pol der Kegelschnittebene geht (Poncelet). 

60. Die orthogonalen Projektionen der Brennpunkte eines ver- 
längerten Rotationsellipsoides oder eines zweischaligen Rotationshyper- 
boloides auf den Berührungsebenen der Fläche liegen auf einer Kugel, 
welche die Fläche in den Scheitelpunkten der Rotationsachse berührt 
(L Abt., Seite 172). 

61. Die orthogonalen Projektionen des Brennpunktes eines Rota- 
tionsparaboloides auf den Berührungsebenen der Fläche liegen auf 
der Scheitelebene des Paraboloides in seinem Scheitelpunkte berührt 

62. Wenn unter konfokalen Flächen zweiten Grades eine Rota- 
tionsfläche vorkommt, so sind sie lauter Rotationsflächen mit gemein- 
samer Rotationsachse a. Die Pole einer beliebigen Ebene tq bezüglich 
der konfokalen Rotationsflächen liegen auf einer zu r\ normalen und 
die Achse a schneidenden Geraden e (vgl. Seite 229). Die konfokalen 
Flächen haben demnach alle denselben Achsenkomplex, dieselben 
beiden Brennpunkte auf a, dieselben Symmetrieebenen und sind ent- 
weder .lauter Paraboloide oder konzentrische Ellipsoide und Hyper- 
boloide. Eine von ihnen reduziert sich auf die beiden reellen oder 
konjugiert imaginären Brennpunkte, eine andere auf eine kreisförmige 
Fokalkurve, welche in der zu a normalen Symmetrieebene der Flächen 
liegt. Diese Symmetrieebene schneidet eine beliebige Ebene i\ und 
deren konjugierten Normalstrahl e in einer Geraden und in deren 
Pol bezüglich der Fokalkurve (Seite 227); die Fokalkurve ist folglich 
imaginär, wenn die beiden Brennpunkte reeU sind. Die konfokalen 
Rotationsflächen sind demgemäß entweder elliptische Paraboloide oder 
verlängerte Ellipsoide und zweischalige Hyperboloide oder abgeplattete 
Ellipsoide und einschalige Hyperboloide; nur in dem letzten dieser drei 
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Fälle haben sie einen reellen Fokalkreis. Konzentrische Tangenten- 
kegel der konfokalen Flächen sind selbst konfokal (vgl. Seite 231); 
ihre beiden reellen Fokalachsen gehen durch die beiden Brennpunkte, 
wenn diese reell sind und liegen im anderen Falle auf einer der 
konfokalen Flächen, einem einschaligen Hyperboloide. 

63. Zwei Flächen F^, Ff zweiter Ordnung, von denen ent- 
weder keine oder jede eine Regelfläche ist, sollen kollinear so auf 
einander bezogen werden, daß irgend drei Punkten Ä^ B^ C von F^ 
drei beliebig angenommene Punkte A^^ B^^ C^ von F\ entsprechen. 
Weder -4, B und C noch A^^ B^ und C^ dürfen in einer Geraden 
liegen. Um die Aufgabe zu lösen, können und müssen wir die 
Ebenen ABC und A^B^C^ kollinear so auf einander beziehen, daß 
die Kegelschnitte, welche sie mit F^ bezw. -Ff gemein haben, einander 
entsprechen, zugleich aber die Punkte A und -4^, B und B^^ C und 
C, (Seite 10). Außerdem können und müssen wir zwei Punkten Z), E 
von -F*, deren Berührungsebenen sich in einer Geraden der Ebene 
ABC schneiden, die beiden Punkte D^^ E^ von F\ zuweisen, deren 
Berührungsebenen durch die entsprechende Gerade der Ebene A^B^ C^ 
gehen. Beziehen wir nun zwei Räume koUinear so auf einander, daß 
den Punkten A^ J5, (7, D, E des einen die Punkte ^i, -Bi, Q, Ai -^i 
des anderen entsprechen, so sind F^ und F\ in ihnen homologe Flächen. 
Denn der Fläche F^ entspricht eine Fläche zweiter Ordnung, die mit 
F\ nicht nur den Kegelschnitt A^B^C^^ sondern auch alle durch D^ 
und E^ gehenden Kegelschnitte von F\ gemein hat. Die Aufgabe 
hat zwei Lösungen, weil D^ und E^ mit einander vertauschbar sind, 
— Eine Fläche zweiter Ordnung kann hiemach auf oo^ Arten kolli- 
near auf sich selbst bezogen werden. 

64. Ist eine Regelfläche F^ zweiter Ordnung kollinear auf sich 
selbst bezogen, so entspricht von ihren beiden Regelscharen entweder 
jede sich selbst oder jede der anderen. Im ersteren Falle entsprechen 
in jeder Schar zwei reeUe oder konjugiert imaginäre Doppelstrahlen 
sich selbst, und die Kollineation hat vier reelle oder paarweise ima- 
ginäre Doppelpunkte, in denen sich je zwei dieser Doppelstrahlen 
schneiden. Im letzteren Falle sind die beiden Regelscharen auf zweifache 
Art projektiv und erzeugen zwei Kegelschnitte auf F^\ durch deren 
zwei Schnittpunkte, die aber konjugiert imaginär sein können, gehen 
je zwei Strahlen von i^*, die einander doppelt entsprechen. Die 
beiden Schnittpunkte und ihre Berührungsebenen sind in diesem Falle 
Doppelelemente der Kollineation. 
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Polare Felder und BfindeL 

65. Zwei korrelative ebene Felder % ti^ können im allgemeinen 
auf vier verschiedene Arten in involutorische Lage gebracht, d. h. zu 
einem polaren Felde vereinigt werden (Seydewitz*). "Wir bezeichnen 
mit C und Q die „Zentren" von y\ und 7]^, d. h. die Punkte, denen 
die unendlich fernen Geraden der beiden Felder entsprechen; diese 
Zentren liegen im allgemeinen nicht unendlich fem. Dem Strahlen- 
büschel C von 7] entspricht die unendlich ferne Punktreihe von 7|i, 
und wenn wir letztere aus Cj projizieren, so erhalten wir einen zu 
C projektiven Strahlenbüschel C^. Sind nun a, b die beiden zu ein- 
ander normalen Strahlen des Büschels (7, denen in Q zwei zu einander 
normale Strahlen a^, b^ entsprechen (I. Abt, Seite 229), so kann man 
die korrelativen Felder auf vier Arten in involutorische Lage bringen, 
indem man a auf b^ und zugleich b auf a^ legt. Denn in dieser 
Lage entsprechen den Seiten des aus a, b und der unendlich fernen 
Geraden von tq gebildeten Dreiseits die ihnen gegenüberliegenden 
Eckpunkte (vgl. Seite 89). Wenn eines der Zentren unendlich fem 
liegt, so ist auch das andere ein unendlich ferner Punkt. In diesem 
Falle hat die Aufgabe i. a. keine Lösung. 

66. Den oc® Polardreiecken eines polaren Feldes können nicht 
C50* sondern nur oo* Kreise k umbeschrieben werden; jeder von ihnen 
ist oo ^ Polardreiecken des Feldes umbeschrieben (Seite 93). Durch 
jeden Punkt P der Ebene gehen oc^ der Kreise k; sie sind den 
oo^ Polardreiecken umbeschrieben, welche P mit je zwei konjugierten 
Punkten Q^ Q^ seiner Polare p bildet Die Paare konjugierter Punkte 
ö, Q^ auf p aber bilden eine Involution, deren Zentmm C auf dem 
durch P gehenden Durchmesser des polaren Feldes liegt; das Produkt 
der Abschnitte CQ^ CQ^ ist demnach konstant (I. Abt., Seite 161). 
Jene durch P gehenden oc^ Kreise k haben folglich im Punkte C 
gleiche Potenz CQ- CQ^ und außer P noch einen Punkt P^ gemein, 
der auf dem Durchmesser CP liegt und dessen Abstand von C sich 
aus der Gleichung ergibt: 

CP'CP,= CQ'CQ,, 
Zwei Punkte P', P/ eines anderen Durchmessers, in denen sich oc^ 
der Kreise k schneiden, liegen allemal mit P und P^ auf einem dieser 
Kreise, und wenn M der Mittelpunkt des polaren Feldes ist, so ist: 

MP''MP^' = MP'MP^. 
Daraus folgt der Satz von Faure**): 

♦) Seydewitz in Gninert, Archiv für Math., Bd. 8, Seite 42. 
*♦) Faure in Nouv. Annales de Math., le Serie, T. 19, p. 234, T. 20, p. 55. 
Diesen Beweis des Faure sehen Satzes verdanke ich Henn Study. 
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„In dem Mittelpunkte M eines polaren Feldes haben die oo* 
„seinen Polardreiecken umbeschriebenen Kreise k gleiche Potenz; sie 
„schneiden also, wenn diese Potenz positiv ist, einen mit dem Felde 
„und seiner Inzidenzkurve konzentrischen Kreis (den Orthogonal- 
„kreis o), dessen Radius die Quadratwurzel aus der Potenz ist, 
„rechtwinklig." 

Wenn die Inzidenzkurve eine Parabel ist, so bildet deren Brenn- 
punkt F mit den Paaren konjugierter Punkte der Leitgeraden f je 
ein bei F rechtwinkliges Polardreieck, und die oo* diesen Dreiecken 
umbeschriebenen Kreise schneiden die Leitgerade rechtwinklig. Daraus 
folgt: 

„Die oc* den Polardreiecken einer Parabel umbeschriebenen 
„Kreise schneiden die Leitgerade f der Parabel rechtwinklig; ihre 
„Mittelpunkte liegen auf /", und ihr Orthogonalkreis o artet aus 
„in /-." 

67. Wir wollen annehmen, das polare Feld habe einen Mittel- 
punkt Jf, und die oc* seinen Polardreiecken umbeschriebenen Kreise k 
haben in M positive Potenz r*. Dann ist r der Radius des um M 
beschriebenen Orthogonal- 
kreises 0, und dieser schnei- 
det die Kreise k rechtwink- 
lig in den Berührungspunk- 
ten ihrer durch jlf gehenden 
Tangenten, Durch einen 
beliebigen Punkt P von 
gehen c»^ der Kreise i; 
sie berühren in P die 
Gerade MP und schneiden 
die Polare p von P in 
Paaren konjugierterPunkte 
(?, öl? diö mit P je ein 

Polardreieck des Feldes bilden. Die Involution der konjugierten 
Punkte auf p aber hat den Schnittpunkt C von p mit dem Durch- 
messer MP zum Zentrum (Fig. 31), und ihre Potenz CQ • C^i = CP* 
ist positiv und gleich der Potenz jener oc ^ Kreise k im Punkte C. 
Die Doppelpunkte A^ B der Involution sind also reeU, in ihnen 
berühren PA und PB die gleichfalls reelle Inzidenzkurve des polaren 
Feldes und, es ist: 

CQ . CQ, = CA^ = CB^ = CPl 
Der um C mit dem Radius CP beschriebene Kreis geht demnach 
durch A und J5, der Winkel APB ist ein rechter, und die Tangenten 
PA und PB der Inzidenzkurve schneiden sich rechtwinklig in P. 
Die Inzidenzkurve ist eine Ellipse oder Hyperbel, und der mit ihr 




Fig. 31. 
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konzentrische Orthogonalkreis o enthält die Scheitelpunkte der ihr um- 
beschriebenen rechten Winkel; er wird als Ort dieser Scheitelpunkte 
der „Leitkreis" der Ellipse oder Hyperbel genannt. — Übrigens können 
einer Hyperbel, die in einem stumpfen Asymptotenwinkel liegt, keine 
rechten Winkel umbeschrieben werden. Der Leitkreis einer gleichseitigen 
Hyperbel reduziert sich auf ihren Mittelpunkt -äf, und die ihren Polar- 
dreiecken umbeschriebenen Kreise k gehen alle durch M. 

68. Zwei korrelative ^entrische Bündel S, Sj, deren Mittelpunkte 
nicht unendlich fem liegen, in involutorische Lage %u bringen, d. A. 
XU einem polaren Bündel xu vereinen (Seydewitz*). 

Wir haben in den korrelativen Bündeln zwei homologe Dreikante, 
etwa zwei orthogonale, aufzusuchen, die so zur Deckung gebracht 
werden können, daß jede Kante des einen der ihr entsprechenden 
Ebene des anderen gegenüberliegt Zu dem Ende ordnen wir im 
Bündel S jedem Strahle die zu ihm rechtwinklige Ebene zu, so daß 
S ein rechtwinkliger polarer Bündel wird. Dadurch wird zugleich 
im Bündel S^ jeder Ebene ein Strahl zugeordnet, so daß auch jS', 
ein polarer Bündel wird; und zwar entsprechen je zwei konjugierten 
Strahlen oder Ebenen von S^ allemal zwei zu einander normale 
Ebenen bezw. Strahlen von Ä Der polare Bündel S^ hat im allge- 
meinen drei zu einander normale Hauptachsen «i, fti, c^ (Seite 97). 
und da diese paarweise konjugiert sind, so entsprechen ihnen drei 
zu einander normale Ebenen a, ß, y des Bündels 8. Legt man nun 
die Bündel so auf einander, daß a^ mit ßy und fej mit 7 a zusammen- 
fällt, was auf vier Arten möglich ist, so ist ihre involutorische Lage 
hergestellt. Die Aufgabe hat also im allgemeinen vier, und nur dann 
unendlich viele Lösungen, wenn der polare Bündel S^ unendlich viele 
Hauptachsen hat 

69. Zwei kollineare xentrische Bündel S, Si in Perspektive Lage 
XU bringen, — Sie sind perspektiv, wenn sie die Ebenen eines Büschels 
erster Ordnung entsprechend gemein haben. Wir suchen deshalb zu- 
nächst in den kollinearen Bündeln 5, S^ zwei kongruente homologe 
Ebenenbüschel. Zu dem Behufe ordnen wir im Bündel 8 jedem Strahle 
die zu ihm normale Ebene zu, so daß 8 ein orthogonaler Bündel vrird; 
zugleich wird 8^ ein polarer Bündel, und zwar entsprechen konju- 
gierten Ebenen oder Strahlen des Bündels 8y^ allemal sich rechtwinklig 
schneidende Ebenen bezw. Strahlen des Bündels 8, Im Bündel S^ 
bestimmen wir die beiden Fokalachsen w^, v^\ dann sind je zwei zu 
einander normale Ebenen des Büschels u^ (oder v^) konjugiert in dem 
polaren Bündel iSj, und ihnen entsprechen zwei zu einander normale 
Ebenen des orthogonalen Bündels Ä, die sich in u (bezw. v) schneiden. 



♦) Seydewitz in Granert, Archiv für Math., Bd. 9, S. 176. 
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Sind tti, ßi, Yi, Sj vier harmonische Ebenen des Büschels ^^l, von 
denen a^ zu y^ und ß^ zu h^ normal ist, so entsprechen ihnen im 
Bündel S vier harmonische Ebenen o, ß, 7, 8 des Büschels w, von 
denen a zu y und ß zu 8 normal ist, und die Winkel aß, ßy, 78, 8a 
sind halbe rechte wie die ihnen entsprechenden Winkel. Die homo- 
logen Ebenenbüschel ^^(aßY8) und ^i (aißiYi8i) sind folglich kon- 
gruent, und die kollinearen Bündel 5, S^ können in solche Lage 
gebracht werden, daß die Ebenen a, ß, y, 8 mit den ihnen ent- 
sprechenden tti, ßi, Yi, 81 zusammenfallen. Die Perspektive Lage der 
beiden Bündel wird damit hergestellt. 

Die Aufgabe hat i. a. vier Lösungen; zu jeder der beiden Fokal- 
achsen Wi, v^ gehören zwei Lösungen. Wenn der polare Bündel S^ 
rotatorisch ist, seine Fokalachsen also zusammenfallen, so reduziert sich 
die Zahl der Lösungen auf zwei. 

Die kollinearen Bündel S^ S^ enthalten i. a. nicht nur zwei Paar 
homologe kongruente Ebenenbüschel w, Wi und r, i\, sondern auch, 
wie sich mittelst ihrer Perspektiven Lage ergibt, zwei Paar homologe 
kongruente Strahlenbüschel und zwei homologe orthogonale Dreikante. 

70. Als Schnitt eines gegebenen polaren Bündels S ein polares Feld 
XU konstruieren, das einen gegebenen Punkt F xum Brennpunkt hat. 

Der Strahl SF ist die Achse einer Involution konjugierter Ebenen 
des polaren Bündels S\ die Ebene r\ des polaren Feldes aber muß so 
durch P gelegt werden, daß sie die Ebeneninvolution in einer recht- 
winkligen Punktinvolution schneidet Solcher Ebenen gibt es zwei 
oder keine, je nachdem die Ebeneninvolution elliptisch oder hyper- 
bolisch ist. Die beiden Ebenen tq sind im ersteren Falle leicht zu 
konstruieren, wenn berücksichtigt wird, daß sie auf einer der beiden 
zu einander normalen konjugierten Ebenen der Involution senkrecht 
stehen müssen. Sie liegen symmetrisch bezüglich der Geraden SF^ 
und fallen zusammen, wenn die Ebeneninvolution rechtwinklig ist. 

Auf einem Strahlenkegel zweiter Ordnung gibt es hiemach i. a. 
zwei Kegelschnitte, die einen innerhalb des Kegels gegebenen Punkt F 
zum Brennpunkt haben. 



Polare Rdume. Pidchen zweiten Grades. 

71. Zwei korrelative Bäume 2, Sj in involutorische Lage zu 
bringen, d, h, sie xu einem polaren Baum xu vereinen (Magnus*). 

Seien (7, C^ die „Zentren" der Räume S, 2^, d. h. die Punkte, 
denen unendlich ferne Ebenen entsprechen. Liegen diese Zentren 

*) Magnus, Aufgaben ans der analytischen Geometrie des Raumes, I, Berlin 
1837, Seite 184. 
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unendlich fern, so hat die Aufgabe i. a. keine Lösung. Ist C und 
damit auch C^ ein eigentlicher Punkt, so entsprechen den Ebenen 
und Strahlen des Bündels C die unendlich fernen Punkte und Strahlen 
von Si, und die Strahlen und Ebenen, die sie aus dem Punkte Q 
projizieren, bilden einen zu C korrelativen Bündel Q. Bringt man 
nun diese korrelativen Bündel in involutorische Lage (Nr. 68), so 
gelangen zugleich die sie enthaltenden korrelativen Bäume in invo- 
lutorische Lage, Die Aufgabe hat demnach i. a. vier Lösungen 
(Magnus). 

72. Ein einfaches vdndschüfes SecJiseck ABCDEF bestimmt 
einen polaren Raum, worin jede Kante des Sechsecks die Polare ihrer 
Oegenkante ist Werden nämlich zwei Räume 2, S^ korrelativ so 
auf einander bezogen, daß den Punkten A^ B^ C, I), E von 2 bezw. 
die Ebenen CDE, DEF, EFA, FAB, ABC von S^ entsprechen, 
so entsprechen den Ebenen CDE und ABC von 2 bezw. die Punkte 
A und E von Sj, und die Kanten AB und BE entsprechen einander 
in doppelter Weise. Die vier Ebenen ABC, ABE, ADE, CDE 
bilden folglich ein Tetraeder, von welchem jede Ebene dem ihm 
gegenüberliegenden Eckpunkt doppelt entspricht; die korrelativen 
Räume liegen involutorisch (Seite 102) und bilden einen polaren 
Raum. In diesem aber ist der Ebene BCD der Eckpunkt F, und 
jeder Kante des Sechsecks ihre Gegenkante zugeordnet 

73. Ein Tangentenkegel einer Fläche F^ zweiten Grades ist ein- 
fach unendlich vielen orthogonalen Dreiflachen eingeschrieben, wenn 
sich in seinem Mittelpunkte P irgend drei Berührungsebenen von 
F^ rechtwinklig schneiden (Seite 98). Jedes dieser oo^ Dreiflache 
besteht aus drei zu einander normalen Berührungsebenen der Fläche 
jf^*. Zwei parallele Berührungsebenen \ t\^ der Fläche, von denen 
7] durch P geht, sind in je oo^ orthogonalen, der Fläche F^ umbe- 
schriebenen Dreiflachen enthalten, und zwar liegen deren Mittelpunkte 
in 7] und r[^ auf zwei kongruenten Kreisen einer durch P gehenden, 
mit F^ konzentrischen Kugel. Denn die übrigen Ebenen dieser Drei- 
flache berühren F^ in den Punkten eines mit F^ konzentrischen 
Kegelschnittes k^ und umhüllen in ij und ri^ zwei kongruente Kegel- 
schnitte, welche orthogonale Projektionen von A* sind; die kongruenten 
Kreise in tq und tj^ aber sind mit je einem der beiden Kegelschnitte 
konzentidsch (vgl. L Abt., Seite 252), und ihre Punkte haben vom 
Mittelpunkte der Fläche F^ gleichen Abstand. Die beiden Kreise 
beschreiben die Kugel, wenn v] den Tangentenkegel von jP* umhüllt 
Daraus folgt der Satz von Monge: 

„Die Mittelpunkte der orthogonalen Dreiflache, die einer Fläche 
,,F* zweiten Grades umbeschrieben werden können, liegen auf einer 
„mit F^ konzentrischen Kugel.'* 
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Ist jP* ein Paraboloid, so tritt an die Stelle der Kugel eine zu 
den Durchmessern von F^ normale Ebene, was sich analog beweisen 
läßt Wenn zwei Strahlen einer Kegelfläche zweiten Grades sich recht- 
winklig schneiden, so liegt ihr Schnittpunkt auf der zugehörigen Kugel 
von Monge; denn durch ihn gehen oo^ Tripel zu einander normaler 
Berührungsebenen der Fläche, und zwar gehen von jedem dieser Tripel 
zwei Ebenen durch einen der beiden Strahlen und die dritte durch 
den anderen Strahl. Übrigens können nicht jedem Hyperboloide 
orthogonale Dreiflache umbeschrieben werden. 

74. Der Satz von Monge und sein obiger Beweis gelten auch 
für den Fall, daß die Fläche J^* in einen Kegelschnitt ausartet. 
Auch die Mittelpunkte aller einem Kegelschnitt ^'* umbeschriebenen 
orthogonalen Dreiflache liegen, wenn solche vorhanden sind, auf einer 
mit Ä* konzentrischen Kugel. Diese schneidet die Ebene von k^ 
in dem „Leitkreise" des Kegelschnittes, dem Orte eines Punktes, in 
welchem zwei Tangenten von k^ sich rechtwinklig schneiden (Nr. 67). 
Durch diesen Punkt gehen in der Tat oo * Tripel normaler Berührungs- 
ebenen von Ä;*, und zwar schneiden sich von jedem der Tripel zwei 
Ebenen in einer der beiden Tangenten, die dritte Ebene aber geht 
durch die andere Tangente. Ist k^ eine Parabel, so tritt an die SteDe 
der Kugel eine Ebene, die zu der Ebene der Parabel normal ist und 
durch die Leitgerade geht 

75. Den oo® Polartetraedem eines polaren Baumes können cxi* 
Kugeln X umbeschrieben werden; diesen sind je oo* der Polartetraeder 
eingeschrieben (Seite 108). Ein beliebiger Punkt P büdet mit den 
oo^ Polardreiecken, die in seiner Polarebene ic enthalten sind, je 
eines der oo® Polartetraeder. Nun haben die oo* Kreise, die diesen 
oo* Polardreiecken umbeschrieben werden können, im Mittelpunkte M 
des polaren Feldes % gleiche Potenz (Nr. 66), und dieselbe Potenz 
haben in Jf die oo* Kugeln x, welche die Kreise mit P verbinden, 
also jenen oo* Polartetraedern umbeschrieben sind. Mit der Geraden 
MP^ die ein Durchmesser des polaren Baumes ist, haben die oo* 
Kugeln außer P noch einen Punkt P^ gemein, und zwar ist das 
Produkt der beiden Abschnitte MP^^ MP gleich jener Potenz. Zwei 
Punkte P', Pi' eines anderen Durchmessers, in denen sich ebenfaUs 
oo* der Kugeln x schneiden, liegen allemal mit P und Pj auf oo^ 
dieser Kugeln, und es ist folglich: 

(7P'. (7P/=(7P.CPi, 
wenn C den Mittelpunkt des polaren Baumes bezeichnet Daraus 
folgt: 

„Die oc* Kugeln x, die den oc^ Polartetraedem eines polaren 
„Baumes umbeschrieben werden können, haben in seinem Mittel- 
„punkte C gleiche Potenz. Sier schneiden also, wenn die Potenz positiv 
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„ist, eine mit dem polaren Baume und seiner Inzidenzfläche kon- 
„zentrische Kugel o rechtwinklig, deren Radius gleich der Wurzel 
„aus der Potenz ist" (Faure). 
Wenn aber die Durchmesser parallel sind, also die Inzidenzfläche ein 
Paraboloid ist, so liegen die Mittelpunkte der oc' Kugeln x in einer 
zu den Durchmessern normalen Ebene, und diese tritt an die Stelle 
der „Orthogonalkugel" o. 

76. Wir wollen beweisen, daß die Orthogonalkugel o der oc* 
Kugeln X und die zur Inzidenzfläche F^ des polaren Raumes gehörige 
Kugel von Monge identisch sind. Auf o liegen die Berührungspunkte 
der Tangenten, die vom Mittelpunkte C des polaren Baumes an die 
oo* Kugeln x gehen. In einem beliebigen Punkte P von g> berührt 
der Durchmesser CP die oc* Kugeln x, die durch P gehen. Ist 
wieder % die Polarebene von P und M ihr Schnittpunkt mit OP, so 
haben die oo* durch P gehenden Kugeln x und ihre Schnittkreise A* 
mit % die Potenz MP^ im Punkte M, Die um M mit dem Radius 
HP beschriebene Kugel o' enthält also den Orthogonalkreis o der 
oo* Schnittkreise k. Aber d ist der Leitkreis des Kegelschnittes, 
welchen die Ebene % mit der Inzidenzfläche F^ gemein' hat (Nr. 67j, 
und o' ist folglich die zu diesem Kegelschnitt gehörige Kugel von 
Monge (Nr. 74). Dem Kegelschnitt lassen sich also orthogonale 
Dreiflache aus dem Punkte P umbeschreiben, und da diese zugleich 
der Fläche F^ umbeschrieben sind, so liegt P auch auf der zu F^ 
gehörigen Kugel von Monge. W. z. b. w. 

77. In einem polaren Bau7n TT ein polares Feld xu errnitteht, 
das einen gegebenen Punkt S xum Brennpunkt hat. Damit die Auf- 
gabe ausführbar sei, darf S kein Inzidenzpunkt von TT sein. In dem 
gesuchten polaren Felde von TT müssen je zwei durch S gehende 
konjugierte Strahlen zu einander normal sein. Die Ebene f\ des Feldes 
ist also eine der beiden zyklischen Ebenen des in TT enthaltenen 
polaren Bündels S, Die Aufgabe hat denmach zwei Lösungen. Auf 
sie ist die folgende leicht zurückzuführen: Auf einer gegebenen 
Fläche zweiter Ordnung einen Kegelschnitt zu konstruieren, der einen 
gegebenen Punkt S zum Brennpunkt hat. 

78. Wenji der Mittelpunkt S eines polaren Bündels auf einer 
Fläche F* xweiteyi Grades liegt, so geht die Verbindungsebene solcher 
drei Punkte A, B, C von F*, die aus S durch drei konjugierte 
Strahlen des polaren Bündels projiziert werden, durch einen festen 
Punkt (Fr6gier*). Nämlich zu einem gegebenen Strahle SA gibt 



♦) Fregier in Gergonne, Annales de Math., T. VII, p. 97. Der hier folgende 
Beweis ist von Schröter (in Grelle, Journal für Math., Bd. 64, Seite 70) gegeben 
worden. 
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es unendlich viele Paare konjugierter Strahlen SB^ 8C^ die auch mit 
SA konjugiert sind. Diese Strahlenpaare liegen in der Polarebene 
von SA und bilden eine Involution; sie schneiden die Käche F^ in 
den Punktepaaren B^ C eines involutorischen Kegelschnittes, und folg- 
lich gehen die Verbindungsgeraden BC alle durch einen Punkt J^ 
und die Ebenen ABC durch eine Gerade AA^, Halten wir irgend 
einen mit SA konjugierten Strahl SB fest und ändern sodann die 
Lage der Punkte A und C, so dreht sich die Ebene ABC um eine 
Gerade 5 ßi, die ebenso gefunden werden kann wie vorhin -4^,; und 
diese Gerade BB^ liegt mit AAj^ m der anfänglich angenonmienen 
Ebene ABC^ wird also von AA^ geschnitten. Nun wird aber jede 
solche Gerade AA^ oder BB^ auch von demjenigen Strahle t des 
Bündels S geschnitten, dessen Polarebene die Räche F^ im Punkte S 
berührt. Denn halten wir z. B. A fest und nehmen wir den Punkt B 
in der Ebene -4^ an, so fallt SC in jene Berührungsebene, und der 
Punkt C vereinigt sich mit S; die Ebene ABC^ ia welcher auch AA^ 
liegt, fällt also mit At zusammen, oder AA^ und t liegen in einer 
Ebene. Seien nun A und Ä zwei ganz beliebige Punkte der Fläche 
jF*, und sei SB derjenige Strahl des polaren Bündels S, welcher die 
Ebene SAA' zur Polarebene hat; sei femer ÄA\ die zu AA^ imd 
BB^ analoge Gerade des Punktes Ä. Dann müssen AA^ und A'A\ 
jede der Geraden BB^ und t schneiden; und da die letzteren in einer 
Ebene liegen, welche im allgemeinen nicht durch die beliebig gewählten 
Punkte A und Ä hindurchgeht, so müssen AA^ und ÄA\ den Schnitt- 
punkt von BBj^ und t mit einander gemein haben. Die Ebene ABC 
geht also stets durch einen bestimmten auf t liegenden Punkt, der 
seine Lage nicht ändert, wenn der anfänglich gewählte Punkt A mit 
irgend einem anderen Punkte A' der Fläche zweiten Grades vertauscht 
wird. — Wie lautet der duale Satz? 

79. Ist S ein Punkt einer Fläche F^ zweiten Grades, so geht 
die Verbindungsebene solcher drei Punkte von -F*, welche aus S 
durch drei zu einander rechtwinklige Gerade projiziert werden, durch 
einen festen Punkt Dieser liegt auf der in S errichteten Normale 
der Fläx)he F* (Nr. 78). 

80. Die Punkte, in denen je drei Berührungsebenen eines Para- 
boloides sich rechtwinklig schneiden, liegen in einer Ebene (vgl. Nr. 73). 
Das folgt aus dem zu Nr. 78 dualen Satze. 

81. Es gibt oc^ polare Bäume und oo* Flächen zweiten Grades, die 
ein gegebenes Tetraeder AB CD zum Polartetraeder haben; erst dann 
ist nämlich einer dieser polaren Räume nebst seiner reellen oder 
imaginären Inzidenzfläche bestimmt, wenn einem beliebig gegebenen 
Punkte P irgend eine Ebene x als Polarebene zugeordnet wird 
(Seite 105). Durch den Punkt P gehen oo* der Flächen zweiten 
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Grades, und zwar schneiden sie sich in P und in sieben Punkten Pj, 
die von P durch je zwei Gegenelemente des Polartetraeders harmo- 
nisch getrennt sind. Zwei beliebige der Punkte Pj sind auch ihrer- 
seits durch zwei Gegenelemente des Tetraeders harmonisch getrennt, 
und zwar durch zwei Gegenkanten, wenn sie von P entweder durch 
je zwei andere Gegenkanten oder durch jß einen Eckpunkt und die 
gegenüberliegende Tetraederebene harmonisch getrennt sind. Die sieben 
Punkte Pj liegen mit P in sechs Ebenenpaaren, die durch je eine 
der sechs Tetraederkanten gehen, und deren Ebenen durch je zwei 
Tetraederebenen harmonisch getrennt sind. 

Eine beliebig durch P gelegte Gerade g berührt in P einfach 
unendlich viele von jenen Flächen zweiten Grades und liegt auf einer 
von ihnen. 

82. Eine Regelfläche zweiten Grades ist bestimmt durch eine 
Gerade g und ein Polartetraeder, dessen Kanten zu g windschief sind 
(Nr. 81); sie geht durch g und die sieben Geraden g^^ die von g durch 
je zwei Gegeneleraente des Tetraeders harmonisch getrennt sind. Vier 
der sieben Geraden g^ sind durch je einen Eckpunkt und die Gegen- 
ebene, die übrigen drei sind durch je zwei Gegenkanten des Tetra- 
eders harmonisch von g getrennt; die ersteren liegen in der einen, 
die letzteren aber mit g in der anderen Regelschar der Flächa Die 
sechzehn Schnittpunkte der ersteren vier Geraden g^ mit den vier 
Tetraederebenen liegen zu vieren auf g und den letzteren drei Ge- 
raden g^. Je zwei der Geraden ^^ sind allemal durch zwei Gegen- 
elemente des Tetraeders harmonisch getrennt (Nr. 81). 

83. Liegen in einem Tetraeder den Eckpunkten -4, 5, C, D die 
Ebenen a, ß, y, 8 gegenüber, und ist g eine zu den Tetraederkanten 
windschiefe Gerade, so sind der Ebenenwurf g {AB CD) und der 
Punktwurf g (aßyS) projektiv (v. Staudt*). Denn bezü^ich der 
Fläche zweiten Grades, die durch g geht und AB CD zum Polar- 
tetraeder hat, sind die vier Ebenen des Ebenenwurfes die Polarebenen 
der entsprechenden vier Punkte des Punktwurfes. 

84. Im polaren Räume können zwei reziproke Polaren g^ g^ 
mit den Eckpunkten A^ B^ C, D eines beliebigen Polartetraeders 
durch eine Fläche zweiter Ordnung verbunden werden. Mit anderen 
Worten: Die Ebenen würfe^ {AB CD) und g^ {AB CD) sind projektiv 
(v. Staudt**). Denn der Punktwurf g (aßyS) ist projektiv zu dem 
Ebenen wurf g {AB CD) (Nr. 83), zugleich aber zu dem Wurf 
g^{ABCD\ der aus den Polarebenen seiner vier Punkte besteht — 
Dem Polartetraeder kann eine durch g und g^ gehende Fläche zweiter 



*) V. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Seite 21, § 85. 
**j V. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Seite 22, § 38. 
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Klasse eingeschrieben werden; diese ist die Polarfläche von jener 
Fläche zweiter Ordnung und artet, wenn letztere ein Strahlenkegel 
ist, in eine Kurve zweiter Klasse aus. 

85. Zwei windschiefe Gerade ^, g^^ die durch Spiegelung an einer 
Geraden a in einander übergehen, bestimmen als reziproke Polaren 
einen rotatorischen polaren Raum mit der Rotationsachse a und imar 
ginärer Inzidenzfläche (JoUes). Nämlich die mit a, g und ^^ inzi- 
denten Strahlen schneiden die Gerade a rechtwinklig und bilden eine 
Regelschar eines gleichseitigen hyperbolischen Paraboloidea Zwei sich 
rechtwinklig kreuzende Strahlen A, h^ der Schar sind reziproke Polaren 
bezüglich des rotatorischen Raumes, wenn dieser existiert, und sie 
schneiden die Geraden ^, g^ in den Eckpunkten eines seiner Polar- 
tetraeder. Durch das Polartetraeder und eine beliebig durch a gelegte 
Symmetrieebene y aber ist ein polarer Raum eindeutig bestimmt, und 
dieser hat g^ g^ zu reziproken Polaren und a zum Durchmesser, weil die 
mit h^ Aj und dem Pol von y inzidente Polare von a unendlich fem 
liegt; er hat die drei Ebenen y, aÄ, ah^ zu Symmetrieebenen und folg- 
lich a zur Rotationsachse. Jeder Strahl des Rotationshyperboloides, das 
von g und g^ durch Rotation um die Achse a beschrieben wird, geht 
durch Spiegedung an a in seine Polare über. Die Geraden, welche 
die Rotationsachse a rechtwinklig schneiden, haben mit dem Riotations- 
hyperboloid je zwei konjugierte Punkte des polaren Raumes gemein 
und enthalten je eine elliptische Involution konjugierter Punkte, deren 
Mittelpunkt auf a liegt Der rotatorische polare Raum hat also keine 
reellen Inzidenzpunkte. 

86. Ein polarer Raum ist unvollständig bestimmt, wenn von ihm 
zwei Paare reziproker Polaren o, a^ und 6, bj, die nicht in einer 
Regelschar zweiter Ordnung liegen, windschief gegeben sind; erst dann 




Fig. 82. 

ist er eindeutig bestimmt, wenn von einer durch a gelegten Ebene i\ 
der Pol E beliebig auf a^ angenommen ist. Seien nämlich ^, g^ die 
beiden mit b und b^ inzidenten Geraden, von denen g in i\ liegt, 
g^ aber durch E geht (Fig. 32); sei femer F der Punkt a^ti und 9 
die Ebene aE. Nehmen wir dann das Tetraeder KLMN^ von welchem 

Beye, aeometrle der Lage. IL 4. Aufl. IS 
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&, 6^ und g^ g^ zwei Paar Gegenkanten sind, als Polartetraeder und F 
als Pol Ton 9 an, so bestimmen sie einen polaren Raum TT eindeutig. 
In TT aber ist der Schnittpunkt. E von 9 mit g^ der Pol der Ebene \ 
welche F mit g verbindet; die Gerade EF=a^ ist folglich die Polare 
von 1)9 = 0, und 6, b^ sind als Gegenkanten des Polartetraeders 
KLMN zwei reziproke Polaren in 17. Die obige Behauptung ist da- 
mit bewiesen. 

Mit der Lage des Poles E auf a^ ändert sich der polare Kaum TT. 
Es gibt also 00^ polare Bäume, in denen a, a^ und b, b^ zwei Paare 
reziproker Polaren sind. Die oc^ polaren Bäume aber haben nicht 
nur diese beiden, sondern 00* Paare reziproker Polaren gemein. 
Denn je zwei homologe Strahlen c, c^ der projektiven Begelscharen 
zweiter Ordnung aa^b und a^ab^ bilden ein Paar reziproker Polaren, 
ebenso aber je zwei homologe Strahlen der projektiven Begelscharen 
bb^c und bibc^; weil aber c ein beliebiger Strahl der. Schar aa^^b ist, 
so gibt es 00 * projektive Begelscharen bb^c und b^bc^^ m ihnen aber 
00 'Paare homologer Strahlen d, d^. Alle diese Begelscharen und 
Paare reziproker Polaren d, d^ sind in einer linearen Kongruenz ent- 
halten, die durch die vier windschiefen Strahlen a, a^. 6, b^ eindeutig 
bestimmt ist (Seite 125). Da die Kongruenz von der ersten Ordnung 
und der ersten Klasse ist, so beweist man leicht, daß einer der oc^ 
polaren Bäume TT eindeutig bestimmt ist, wenn von ihm zwei kon- 
jugierte Punkte oder Ebenen beliebig gegeben sind. 

Durch einen beliebigen Punkt P geht die Inzidenzfläche von einem 
der 00* polaren Bäume TT; sie ist der Ort der Punkte, die von P durch 
je zwei der reziproken Polaren harmonisch getrennt sind. Ebenso 
berührt eine beliebige Ebene eine der 00^ Inzidenzflächen zweiten 
Grades. Sind mit den Strahlen a, äj, fe, b^ zwei reelle Gerade u^ u^ 
Inzident, so sind auch diese reziprok polar in jedem der 00^ polaren 
Bäume TT, und jede der Geraden w, u^ schneidet die 00* Paare rezi- 
proker Polaren ^, d^ in den 00 * Punktepaaren einei* Involution kon- 
jugierter Punkte. Die Inzidenzflächen der 00* polaren Bäume aber 
schneiden sich, wenn die Involutionen auf u und u^ beide hyperbolisch 
sind, in den vier Seiten eines windschiefen Vierseits, dessen zwei 
Paar Gegenpunkte aus den Doppelpunkten der beideo Involutionen 
bestehen. 
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Polarf jiafecke und Polarsechsecke des polaren 

Raumes.'^) 

87. Ein vollständiges ebenes Viereck heißt „Polarviereck" eines 
polaren Baumes, wenn jede seiner sechs Seiten ihrer Gegenseite kon- 
jugiert ist Jedes ebene Viereck, von welchem zwei Paar Gegenseiten 
aus konjugierten Strahlen bestehen, ist ein Polarviereck des polaren 
Raumes (Seite 95). Das Polarviereck wird aus dem Pole P seiner 
Ebene durch ein „Polarvierkant" projiziert, d. h. durch ein Vierkant, 
dessen drei Paar Gegenebenen aus je zwei konjugierten Ebenen be- 
stehen. Dem ebenen Polarviereck ist in dem polaren Raum ein 
„Polarvierflach" mit dem Mittelpunkte P zugeordnet, nämlich ein 
Vierflach, dessen Gegenkanten aus drei Paar konjugierten Strahlen 
bestehen. Ein „ebenes Polarvierseit" hat drei Paar konjugierte Gegen- 
punkte. 

Die drei Ebenen, welche die Eckpunkte A^ B^ C eines beliebigen 
Dreiecks mit den Polaren der gegenüberliegenden Dreieckseiten ver- 
binden, schneiden sich in einer Geraden g-^ diese geht durch den Pol 
der Ebene ABC und (Seite 96) durch den Punkt i), welcher mit 
uä, B^ C ein Polarviereck bildet Wenn also in dem polaren Räume 
zwei von den Ebenen, welche die Eckpunkte A^ 5, C eines Dreiecks 
mit einer Geraden g verbinden, den gegenüberliegenden Seiten des 
Dreiecks konjugiert sind, so gilt das gleiche von der dritten Ebene. 
Wir benutzen diesen Satz zum Beweise des wichtigen folgenden 



88. Die vier Strahlen, die in einem polaren Räume die Eckpunkte 
A^ B^ C, D eines Tetraeders mit den Polen J.^, B^^ C^, D^ ihrer 
Gegenebenen verbinden, liegen i. a. in einer Regelschar zweiter Ord- 
nung (Chasles**). 

Nämlich jedes der beiden Tetraeder ABCD^ A^B^C^D^ ist die 
Polarfigur des andern, und von ihren gleichnamigen Kanten, z. B. von 
den Kanten AC und A^C^^ hat jede die Gegenkante B^D^ bezw. BD 
der andern zur Polare. Die Ebenen BB^D^^ CC^D^ sind bezw. den 
Seiten AC^ AB des Dreiecks ABC konjugiert, weil sie deren Polaren 
B^D^^ C^D^ enthalten. Ist g ihre Schnittgerade, so ist die Ebene ^f^ 
der Dreieckseite 5 C konjugiert (Nr. 87) und enthält deren Polare A^D^, 
Die durch D^ gehende Gerade g schneidet also die vier Strahlen AA^^ 
BB^^ CC^^ I)D^\ ebenso aber geht durch jeden anderen Eckpunkt 



♦) Vgl. meinen Aufsatz in Grelles Journal, Bd. 77, Seite 269. 
**J Chasles, Aper9u historique, Note 32. 
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der beiden Tetraeder eine mit den vier Strahlen inzidente Gerade. 
Damit ist bewiesen, daß die vier Strahlen i. a. in einer Regelschar 
liegen, welche g und sieben andere durch die Tetraederecken gehende 
Gerade zu Leitstrahlen hat 

89. Eine Ausnahme erleidet der Satz Nr. 88, wenn zwei Gegen- 
kanten AB^ CD des Tetraeders AB CD konjugiert sind. Denn die 
Kante AB schneidet dann die Polare A^B^ von CD^ und von den 
vier Strahlen AA^^ BB^^ CC^^ DD^ sind demnach die beiden erstereu, 
ebenso aber die beiden letzteren inzident Die Ebenen der beiden 
Strahlenpaare AA^^ BB^ und CC^^ DD^ schneiden sich in der 
Geraden, welche die zwei Schnittpunkte der Paare* verbindet, weil 
sonst die vier Strahlen unmöglich mit g und sieben anderen Geraden 
inzident sein können (vgl. Nr. 88). Die beiden Schnittpunkte der 
Strahlenpaare vereinigen sich folglich, wenn auch BB^ und CC^, zu- 
gleich aber DD^ und AA^ sich schneiden, wenn also auch die Gegen- 
kanten BC^ DA des Tetraeders AB CD konjugiert sind. Hieraus er- 
gibt sich: 

Wenn zwei Paar Gegenkanten eines Tetraeders aus konjugierten 
Strahlen eines polaren Eaumes bestehen, so schneiden sich die vier 
Strahlen, die seine Eckpunkte mit den Polen ihrer G^genebenen ver- 
binden, in einem Punkte, und auch 'seine übrigen zwei Gegenkanten 
sind folglich konjugiert 

90. Ein Tetraeder ABCD^ dessen drei Paar Gegenkanten aus 
konjugierten Strahlen bestehen, wird aus den Polen seiner vier Ebenen 
durch Polarvierkante projiziert und von den Polarebenen seiner vier 
Eckpunkte in Polarvierseiten geschnitten. Die Polaren der drei Kanten 
J5C, C-4, AB nämlich gehen durch den Pol P der Ebene ABC und 
schneiden die gegenüberliegenden Kanten AD^ BD^ CD. Die Kanten 
BC^ CA^ AB und die Ebenen, welche sie mit P verbinden, sind 
folglich bezw. den Ebenen ADP^ BDP^ CDP konjugiert, wie der 
erste Teil des Satzes behauptet; der zweite Teil aber folgt aus 
dem ersten, weil er zu ihm reziprok ist — Die Ebene ABC 
schneidet das Polarvierkant P{ABCD) in einem Polarviereck (Nr. 87). 
Hieraus folgt: 

Projiziert man von einem Tetraeder AB CD mit drei Paar kon- 
jugierten Gegenkanten einen Eckpunkt D auf die gegenüberliegende 
Ebene aus dem Pole P der Ebene, so bildet die Projektion D' mit 
den Eckpunkten A^ B^ C ein Polarviereck. 

91. Der Ort eines Punktes 2), welcher drei beliebig gegebene 
Punkte A, 5, C zu einem Tetraeder mit drei Paar konjugierten Geg^- 
kanten ergänzt, ist demnach eine Gerade ^f; in ihr schneiden sich 
die drei Ebenen, die die Eckpunkte des Dreiecks ABC mit den 
Polaren der gegenüberliegenden Dreieckseiten verbinden (Nr. 87). 
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Jeder Punkt D der Geraden g bildet mit J., B und C ein solches 
Tetraeder; denn die Kanten DA^ DB^ DC sind ihren Gegenkanten 
BC^ CA^ AB konjugiert, weil sie mit deren Polaren bezw. in den 
Ebenen gA^ gB^ gC liegen. Auch der Pol der Ebene ABC bildet 
mit -4, B^ C ein solches Tetraeder und liegt auf g. 

Mit einem Polardreieck bildet jeder Punkt des Raumes ein Tetra- 
eder, dessen Gegenkanten konjugiert sind. Wenn zwei der drei Punkte 
-4, B, C dem dritfen konjugiert sind, so bildet jeder dem dritten 
konjugierte Punkt mit -4, B und C ein solches Tetraeder, wie ohne 
Mühe einleuchtet. Sind zwei der drei Punkte A^ 5, C konjugiert, so 
bildet jeder ihnen konjugierte Punkt mit J., J5, C ein derartiges Tetraeder; 
die Gerade g ist näinlich in diesem Falle die Polare des Strahles, der 
die beiden Punkte verbindet 

92. Ein windschiefes Fünfeck nenne ich ein „Polarfünfeck" des 
polaren Raumes sowohl als auch seiner Inzidenzfläche, wenn jede der 
zehn Kanten des Fünfecks der ihr gegenüberliegenden Ebene konjugiert 
ist. Die Polarfigur eines Polarfünfecks ist ein „Polarfünfflach" des 
polaren Raumes, d. h. ein Fünfflach, von dem jede Kante ihrem Gegen- 
eckpunkte konjugiert ist Das Polarfünfflach ist dem Polarfünfeck 
derartig eingeschrieben, daß jeder Eckpunkt und jede Kante des Fünf- 
flachs auf einer Kante bezw. Ebene des Fünfecks liegt. 

Ein Polartetraeder des polaren Raumes bildet mit jedem beliebigen 
Punkte ein Polarfünfeck und mit jeder beliebigen Ebene ein Polar- 
fünfflach. 

93. Jede Kante eines Polarfünfecks geht durch den Pol der Gegen- 
ebene, und jede seiner Ebenen geht durch die Polare ihrer Gegenkante. 
Alle Ebenen einer Kante sind demnach der Gegenebene, und alle 
Geraden dieser Ebene sind der Kante konjugiert Insbesondere sind 
je zwei Ebenen des Fünfecks konjugiert, die keine Kante, und je zwei 
Kanten, die keinen Eckpunkt gemein haben. Vier beliebige Eckpunkte 
des Polarfünfecks bilden also ein Tetraeder, dessen Gegenkanten kon- 
jugiert sind; die vier Geraden aber, welche diese Eckpunkte mit den 
Polen der gegenüberliegenden Tetraederebenen verbinden, gehen durch 
den fünften Eckpunkt 

Jedes Tetraeder mit drei Paar konjugierten Gegenkanten ist Be- 
standteil eines Polarfünfecks und eines Polarfünfflachs und bestimmt 
diese. Verbindet man nämlich seine vier Eckpunkte A^ 5, C, D mit 
den Polen der gegenüberliegenden Ebenen, so erhält man vier Gerade 
eines Punktes E (Nr. 89); dieser aber bildet mit -4, 5, C, D ein 
Polarfünfeck, weü die vier Geraden und ihre sechs Verbindungsebenen 
den gegenüberliegenden Ebenen bezw. Kanten konjugiert sind. Die 
vier Ebenen des Tetraeders andererseits schneiden die Polarebenen 
der gegenüberliegenden Eckpunkte in vier Geraden einer Ebene e. 
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die mit den vier Ebenen zusammen ein Polarfünfflach bildet Da e 
die Polarebene von E ist, so folgt beiläufig: 

Die vier Ebenen eines in einem Polarfünfeck enthaltenen Tetra- 
eders bilden mit der Polarebene des fünften Eckpunktes ein Polarfünf- 
flach.' Die Schnittpunkte von beliebigen vier Ebenen eines Polar- 
fünfflaches bilden ebenso mit dem Pole der fünften Ebene ein 
Polarfünfeck. 

94. Drei beliebige Punkte A^ J5, C sind Eckpunkte von einfach 
unendlich vielen Polarfünfecken des polaren Raumes, und zwar liegen 
deren übrige Eckpunkte auf dem Schnittstrahle g der drei Ebeneo, 
die die Eckpunkte des Dreiecks ABC mit den Polaren der gegen- 
überliegenden Dreieckseiten verbinden (Nr. 91, 93). Nimmt man auf 
dieser Geraden g den vierten Eckpunkt D beliebig an, so ist der 
fünfte E eindeutig bestimmt (Nr. 93); insbesondere geht die Gerade 
-4-4,, die den Pol A^ der Ebene BCD mit A verbindet, durch den 
Punkt E von g. Da die Ebenen BCD und GAE konjugiert sind 
und zwei projektive Ebenenbüschel um J9(7 und CA beschreiben, 
wenn D die Gerade g durchläuft, und da außerdem D mit E ver- 
tauschbar ist, so ergibt sich: 

Die Punktepaare 2), JE, welche die drei Punkte -4, -B, C zu je 
einem Polarfünfeck ergänzen, bilden auf der zugehörigen Geraden g eine 
Involution; dem Schnittpunkte von g mit der Ebene ABC ist der Pol 
dieser Ebene in der Involution zugeordnet In dem polaren Räume 
gibt es oc^^ Polarfünfecke, weil drei Eckpunkte eines Polarfünfecks 
ganz beliebig angenommen werden dürfen, ein vierter aber beliebig 
auf der durch jene drei bestimmten Geraden g. 

95. Zwei beliebige Punkte -4, B sind Eckpunkte von vierfach 
unendlich vielen Polarfünfecken des polaren Raumes (Nr. 94). Die 
Eckpunkte von irgend zwei dieser Polarfünfecke, ABCDE und 
ABC'D'E\ sind acht „assoziierte Punkte" (Nr. 97); sie können 
nämlich mit den Kanten AC und BC durch eine Fläche zweiter 
Ordnung verbunden werden, ebenso aber mit je zwei Kanten, in 
welche AC und BC durch Vertauschung von A mit -B, von C mit 
D oder E und von C mit D' pder E' übergehen. Denn es ist 
'IC(DED'E')-j;;BC'\EDE'D'\ weil die homologen Ebenen dieser 
Ebenenwürfe konjugiert sind (vgl. Seite 107); daraus aber folgt (L Abt, 
Seite 162) AC{DED'E')-j:;BC\DED'E'), womit der Satz bewiesen 
ist Zugleich ergibt sich: Die sechs Punkte C, D, jE, C\ D\ jET 
liegen auf einem Kegelschnitt, falls sie in einer Ebene liegen. Diese 
Ebene ist der Kante AB konjugiert, geht also durch deren Polare. 

96. Die Tripel von Punkten C, D, E^ die mit zwei gegebenen 
Punkten A^ B Polarfünfecke bilden und mit der Polare der 
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Kante AB m irgend einer Ebene 9 liegen, bilden die Polardrei- 
ecke eines polaren Feldes in 9. Denn gibt man dem Punkte C 
eine bestimmte Lage C^ in 9, so erhält man als Ort der Punkte D 
und E eine Gerade c^ von 9 (Nr. 94); wird statt C der Eckpunkt D 
beliebig in 9 angenommen, so ist der Ort von C und E eine Oerade 
d von 9. Die Gerade d aber geht durch Cj, wenn D auf Cj ange- 
nommen wird, weil alsdann C mit C^ zusammenfallen kann; damit 
ist unser Satz bewiesen. — Da zwei Polardreiecke des polaren Feldes 9 
allemal einem Kegelschnitte eingeschrieben sind, so ergibt sich auch 
hier ein vorhin (Nr. 96) bewiesener Satz. Einem Kegelschnitte, welcher 
einem Polardreiecke von 9 umbeschrieben ist, können unendlich viele 
Polardreiecke eingeschrieben werden (Seite 93); diese bilden mit A 
und B je ein Polarfünfeck des polaren Baumes. 

97. Auf die Polarfünfecke des polaren Baumes wenden wir die 
folgenden Sätze an, deren Beweis wir später (in der III. Abteilung) 
nachholen werden. 

Durch neun beliebige Punkte kann allemal eine und i a. nur 
eine Fläche zweiter Ordnung gelegt werden. Acht beliebige Punkte 
können demnach mit jedem neunten Punkte durch eine Fläche zweiter 
Ordnung verbunden werden; die durch sie gehenden 00* Flächen 
zweiter Ordnung aber schneiden sich i. a. in einer, durch die acht 
Ptmkte bestimmten Baumkurve vierter Ordnung erster Art Diese 
Baumkurve kann mit jedem Punkte des Baumes und folglich auch 
mit jeder ihrer Bisekanten durch eine Fläche zweiter Ordnung ver- 
bunden werden. Sie kann zerfallen in zwei Kegelschnitte oder in 
eine kubische Baumkurve und eine Bisekante derselben. Durch sieben 
beliebige Punkte gehen oc* Flächen zweiter Ordnung und 00* Baum- 
kurven vierter Ordnung erster Art, und zwar haben diese Flächen 
und Kurven noch* einen achten Punkt gemein, welcher durch die 
sieben anderen i. a. eindeutig bestimmt und ihnen „assoziiert^ ist 
Acht assoziierte Punkte können mit jedem neunten Punkte durch eine 
Baumkurve vierter Ordnung erster Art, mit zwei beliebigen Punkten 
aber durch eine Fläche zweiter Ordnung verbunden weiden. Jede 
Fläche zweiter Ordnung, die durch sieben der assoziierten Punkte 
geht, enthält auch den achten. 

98. Einer Fläche $* zweiter Ordnung können 00^ Polarfünfecke 
des polaren Baumes eingeschrieben werden, wenn ihr irgend ein Polar- 
fünfeck ABCDE des Baumes eingeschrieben ist Zunächst nämlich 
bilden die beiden Eckpunkte -4, B mit einem beliebigen Punkte C" 
der Fläche ** und oc^ Punktepaaren D\ E' einer gewissen Geraden 
g' je ein Polarfünfeck (Nr. 94); wenn aber D' einer der Schnittpunkte 
von g' und ** ist, so fällt jE" mit dem anderen Schnittpunkt zusanunen, 
weil die Fläche ** durch sieben von den acht assoziierten Punkten 
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A, B, C; D, E, C\ D\ E' und folglich auch durch den achten E' 
geht (Nr. 97, 95). Wenn C die Fläche ** beschreibt, so ändert die 
Gerade g' ibre Lage stetig (vgl Nr. 94), und wenn C dem Punkte C 
sich nähert, so fällt schließlich g' mit der Geraden DE zusammen; 
in der Nachbarschaft von C, ebenso aber von D und jE^,'gibt es des- 
halb oo* Lagen von C\ für welche die beiden Schnittpunkte D\ E, 
von g' und ** reell sind. Der Fläche ** können also oc* Polar- 
fünfecke ABCD'E' eingeschrieben werden, die mit ABCDE die 
beiden Eckpunkte A und B gemein haben; der Eckpunkt C des Polar- 
fünfecks ABCDE kann mit oo* anderen Punkten C von $■ ver- 
tauscht werden. Weil aber ebenso die Eckpunkte A und B mit je oc' 
anderen Punkten von 9* vertauschbar sind, so können der Fläche 4^', 
wie der Satz behauptet, oo* Polarfünfecke eingeschrieben werden. 

Zugleich ergibt sich, daß ein beliebiges dieser <x>^ Polarfünfecke 
bestimmt ist, sobald von ihm drei Eckpunjcte A^^ J9|, C^ auf 9^ 
gegeben sind. Denn in den übrigen beiden Eckpunkten D^, E^ wird 
** von den drei Ebenen geschnitten, welche die Eckpunkte des Drei- 
ecks A^B^C^ mit den Polaren der gegenüberliegenden Dreieckseiten 
verbinden (Nr. 94). 

99. Die zehn Eckpunkte von zwei beliebigen Polarfünfecken des 
polaren Baumes liegen allemal auf einer Fläche zweiter Ordnung. 
Denn der Fläche ** zweiter Ordnung, welche die Eckpunkte des ein&i 
Polarfünfecks ABCDE mit vier Eckpunkten A^^ 5,, Q, D^ des 
anderen verbindet (Nr. 97), können oo* Polarfünfecke eingeschrieben 
werden; eines von diesen aber hat die drei Punkte A^^B^^ Q zu Eck- 
punkten und fällt (Nr. 98) mit dem zweiten Polarfünfeck A^B^C^D^E^ 
zusammen, weil seine übrigen beiden Eckpunkte auf der Kante D^E^ 
und zugleich auf ** liegen. 

Wenn zwei Polarfünfecke ABCDE und AB'C'D'E' einen Eck- 
punkt gemein haben, so sind sie einer Raumkurve vierter Ordnung 
erster Art eingeschrieben. Daß nämlich jede Fläche zweiter Ordnung, 
die durch acht von den neun Eckpunkten geht, auch den neunten 
Eckpunkt enthalt, folgt auf dieselbe Weise, wie der vorige Satz. — 
Auch die neun Eckpunkte eines Polartetraeders und eines Polarfünf- 
ecks des polaren Raumes liegen auf einer Raumkurve vierter Ordnung 
erster Art; denn das Polartetraeder bildet mit jedem Eckpunkte des 
Polarfünfecks ein zweites Polarfünfeck. 

100. Wir wenden uns nunmehr zu den „Polarsechsecken" des 
polaren Raumes. Jedes windschiefe Sechseck, dessen zehn Paar Gegen- 
flächen aus je zwei konjugierten Ebenen bestehen, nenne ich ein Polar- 
sechseck des polaren Raumes sowohl als auch seiner Inzidenzfläche. Die 
Polarfigur eines Polareechsecks ist ein „Polarsechsflach" des polaren 
Raumes, d. h. ein Sechsflach, von dessen zwanzig Eckpunkten jeder 
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seinem Gegeneckpankte konjugiert ist. Das Polarsechsflach ist dem 
Polarsechseck derartig eingeschrieben, daß seine zehn Paar Gegen- 
punkte in den zehn Paar Gegenebenen des Polarsechsecks liegen. 

Ein Polartetraeder des polaren Baumes bildet mit zwei beliebigen 
Punkten ein Polarsechseck und mit zwei beliebigen Ebenen ein Polar- 
sechsflach. Ein Polarfünfeck bildet mit jedem beliebigen Punkte ein 
Polarsechseck. 

101. Von einem Polarsechsecke wollen wir zwei Eckpunkte -B, F 
absondern und die vier übrigen -4, 5, C, D als die Eckpunkte eines 
Tetraeders auffassen. Dann ist jede Ebene dieses Tetraeders der Ebene 
konjugiert, die den gegenüberliegenden Eckpunkt mit der Geraden EF 
verbindet, und folglich wird EF von den vier Strahlen geschnitten, 
welche die Eckpunkte A^ 5, C, D des Tetraeders mit den Polen A^^ 
B^^ Cj, I>i ihrer Gegenebenen verbinden. 

Wenn in dem polaren Eaume jede Kante des Tetraeders ihrer 
Gegenkante konjugiert ist, so geht EF durch den Punkt, der mit A^ 
B^ C, D zusammen ein Polarfünfeck bildet (Nr. 93); nimmt man F 
beliebig an, so fällt E mit jenem Punkte zusammen (vgl. Nr. 100). 

Sind nur zwei Gegenkanten AB und CD des Tetraeders kon- 
jugiert, so liegt AA^ mit BB^^ und CC^ mit DD^ in einer Ebene, 
und die Schnittgerade dieser beiden Ebenen verbindet die Schnitt- 
punkte der beiden Geradenpaare (Nr. 89). In einer der beiden Ebenen 
muß deshalb auch die Gerade EF^ welche jene zwei Paar Geraden 
schneidet, enthalten sein, so daß entweder A und B oder C und D 
mit E und F in einer Ebene liegen. Das Polarsechseck ist in diesem 
Falle ein ausgeartetes windschiefes Sechseck. 

102. Wenn keine Kante des Tetraeders AB CD ihrer Gegenkante 
konjugiert ist, so liegen die vier Geraden AA^^ BB^^ CC^^ DD^ in 
einer Regelschar zweiter Ordnung (Nr. 88); die sie schneidende Gerade 
EF ist sonach ein Leitstrahl der Schar. Jede Gerade g^ welche drei 
Strahlen der Begelschar schneidet, ist auch mit den übrigen Strahlen 
der Schar inzident Wenn also aus einer Achse g drei Eckpunkte 
eines Tetraeders durch Ebenen projiziert werden, die den gegenüber- 
liegenden Tetraederebenen bezw. konjugiert sind, so gilt das gleiche 
von dem vierten Eckpunkte. Die Achse g möge in diesem Falle „dem 
Tetraeder konjugiert" genannt werden. 

Dem Tetraeder AB CD sind in dem polaren Baume unendlich 
viele Achsen konjugiert; diese bilden eine Regelschar, von welcher 
AA^^ BB^^ CC^^ DD^ vier Leitstrahlen sind, und zu ihnen gehört 
der Verbindungsstrahl jedes Punktepaares jE, F^ welches das Tetra- 
eder zu einem Polarsechseck ergänzt Jede Kante eines Polarsechs- 
ecks ist dem Tetraeder der vier nicht auf ihr liegenden Eckpunkte 
konjugiert 



282 Aufgaben und Lehrsätze. 



103. Drei beliebigen Ebenen a, 
ß, Y einer Achse g seien bezw. die 
Ebenen a', ß', y' eines Dreiflachs 
konjugiert Dann ist der Ebene 8, 
die den Mittelpunkt a'ß y' des Drei- 
flachs mit^f verbindet, die Ebene 5' 
der drei Punkte aß y', a'ß-y', a'ß y 
konjugiert. 



Drei beliebigen Punkten P, 0, R 
einer Geraden l seien bezw. die 
Eckpunkte P', Q\ R' eines Drei- 
ecks konjugiert Dann ist dem 
Punkte Ä, den die Ebene P'Q'R' 
mit l gemein hat, der Schnittpunkt 
S' der drei Ebenen PQ'R% P'QR\ 
P'Q'R konjugiert. 



Denn die Gerade g ist dem Tetraeder a'ß'^'S' konjugiert (Nr. 102). 

104. Sind von einem Tetraeder drei Eckpunkte JL, P, C, und ist 
eine ihm konjugierte Achse g gegeben, so erhält man den vierten 
Eckpunkt P, wenn man die Pole der Ebenen gA^ gB^ gC bezw. mit 
den Geraden PC, CA^ AB durch Ebenen verbindet und diese zum 
Schnitt bringt. Zugleich liegt P mit g und dem Pole der Ebene ABC 
in einer Ebene 9. Wie bewegt sich nun dieser vierte Eckpunkt Z), 
wenn die Achse g in der Ebene 9 verschoben wird? 

Wenn ^f in 9 einen Strahlenbüschel E erster Ordnung beschreibt, 
so beschreiben die Ebenen gA^ gB^ gC drei zu E Perspektive Ebenen- 
büschel, und die Yerbindungsebenen ihrer Pole mit bezw. PC, CA, 
AB beschreiben folglich drei zu E projektive Ebenenbüschel. Ton 
den drei Büscheln aber fallen, wenn g den in 9 liegenden Pol von 
ABC überschreitet, drei homologe Ebenen mit ABC zusammen; die 
Ebenenbüschel PC, C-4, AB sind folglich perspektiv und erzeugen 
paarweise drei Strahlenbüschel und zusammen eine Punktreihe e erster 
Ordnung. Der Punkt P, in welchem homologe Ebenen der Büschel 
sich schneiden, durchläuft demnach in 9 eine Gerade c, wenn sich 
die Achse ^f in 9 um einen Punkt E dreht 

Bei dieser Drehung fällt g einmal auf die Ebene EAB. Um 
für diese Lage von g den zugehörigen Punkt P' zu finden, verbinden 
wir den Pol der Ebene EAB mit BC und CA und bringen die 
Schnittgerade der beiden Yerbindungsebenen, d. h. die Gerade, welche 
jenen Pol mit C verbindet, zum Schnitt mit der Ebene 9. Der Schnitt- 
punkt P' muß auf e liegen, und ebenso trifft e die beiden Geraden, 
welche die Pole der Ebenen EBC und ECA bezw. mit A und B 
verbinden. Die Achse e ist folglich dem Tetraeder ABCE konjugiert 
Wenn also g jetzt beliebig in 9 verschoben wird, so fällt P auf P, 
sobald g mit e zur Deckung gebracht wird. Daraus folgt: 

105. Der Punkt P und die zugehörige Achse g sind Pol und 
Polare in einem polaren Felde, welches in der Ebene 9 durch das 
Dreieck ABC und den polaren Raum bestimmt, aber nicht in dem 
polaren Baume enthalten ist. 

Die Eckpunkte P, P, F eines beliebigen Polardreiecks dieses 
Feldes bilden mit -4, P, C ein Polarsechseck des polaren Baumes. 
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Denn jede Seite des Polardreiecks, z. B. EF^ ist dem Tetraeder kon- 
jugiert, welches der gegenüberliegende Eckpunkt D mit A^ jB, C bildet 
(Nr. 104), und jede Ebene des Sechsecks ABCDEF ist folglich ihrer 
Gegenebene konjugiert 

Um zwei Punkte E^ F zu konstruieren, die mit vier gegebenen 
-4, B^ C, D ein Polarsechseck büden, logen wir durch D eine belie- 
bige Gerade e und bestimmen (Nr. 104) den Punkt E so, daß die 
Achse e dem Tetraeder ABCE konjugiert ist. In der Ebene Ee 
oder 9, welche den Pol von ABC enthält, bestimmen wir sodann 
den Punkt F so, daß die Achse BE dem Tetraeder ABCF konju- 
giert ist Der Punkt F liegt dann auf e (Nr. 104) und bildet nach 
dem Vorhergehenden mit A^ 5, C, D, E das gesuchte Polarsechseck. 

106. Zufolge dieser Konstruktion ist ein Polarsechseck bestimmt 
durch vier Eckpunkte A^ J9, C, D und eine Gerade e, die durch D 
geht und einen fünften Eckpunkt F enthalten soll; ein polarer Raum 
enthält demnach oo ** Polarsechsecke. In dem sechsten Eckpunkte E 
schneiden sich die Ebenen, welche BC^ CA und AB bezw. mit den 
Polen der Ebenen eA^ eB^ eC verbinden; in F aber wird e von der 
Ebene geschnitten, die den Pol von CDE mit AB verbindet Hieraus 
läßt sich der Satz ableiten: 

Sechs Punkte A^ B, C, D, E^ F bilden ein Polarsechseck, wenn 
vier von den sechs Ebenen, durch welche die Kanten des Tetraeders 
AB CD aus E projiziert werden, bezw. den Ebenen konjugiert sind, 
welche die gegenüberliegenden Tetraederkanten mit F verbinden. 

Der Ort der Punkte E^ F und ihrer Yerbindungsgeraden ist i. a. 
eine Regelfläche zweiten Grades (Nr. 102); diese Fläche geht durch 
die vier Geraden AA^^ J5J5j, C(7,, DD^^ welche die Eckpunkte des 
Tetraeders AB CD mit den Polen der gegenüberliegenden Tetraeder- 
ebenen verbinden. Die Strahlen g der Fläche, welche diese vier 
Geraden schneiden, sind Träger von Punktinvolutionen, deren Punkte- 
paare mit A^ B^ C, D je ein Polarsechseck bilden. Ist nämlich F 
ein Punkt eines solchen Strahles ^, so liegt der zugeordnete Punkt E 
der Involution so auf j, daß die Ebenen CDE und ABF konjugiert 
sind; zugleich aber sind CDF und ABE konjugiert. — Die Regel- 
fläche enthält auch die Träger der vier Involutionen, deren Punkte- 
paare mit je drei der vier Punkte A^ B^ (7, D Polarfünfecke bilden; 
denn der vierte Punkt ergänzt diese Polarfünfecke zu Polarsechsecken. 

107. Wenn zwei Polarsechsecke ABCDEF und ABCDE'F' 
vier Eckpunkte A^ 5, C, D gemein haben, so können ihre acht Eck- 
punkte mit je zwei Gegenkanten des Tetraeders AB CD durch eine 
Fläche zweiter Ordnung verbunden werden und sind demnach acht 
assoziierte Punkte. Es ist nänüich ÄB{EFE'F') — CD{FEF'E'), 
weil die homologen Ebenen dieser Büschel konjugiert sind (Nr. 100); 
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daraus aber folgt lBiEFE'F')j^CD{EFE'F'), womit der Satz 
bewiesen ist 

Wenn ein Polarftinfeck und ein Polarsechseck drei Eckpunkte 
gemein haben, so sind ihre acht Eckpunkte assoziiert. Weil nämlich 
das Polarfünfeck mit jedem yierten Eckpunkte des Folarsechsecks ein 
zweites Polarsechseck bildet, so folgt dieser Satz aus dem vorigen. 
— Wenn ein Polartetraeder und ein Polarsechseck zwei Eckpunkte 
gemein haben, so sind ihre acht Eckpunkte assoziiert, wie analog 
sich ergibt 

108. Zwei Polarsechsecke ABCDEF und ABCD'E'F' sind 
einer Raumkurve vierter Ordnung erster Art eingeschrieben, wenn 
sie drei Eckpunkte Ä^ B^ C gemein haben. Sei nämlich D^, E^ eines 
der Punktepaare, welche mit A^ B^ C Polarfünfecke und (Nr. 107) 
mit den Eckpunkten eines jeden der beiden Polarsechsecke Gruppen 
assoziierter Punkte bilden. Verbinden wir (Nr. 97) die erste dieser 
Gruppen mit D' und JE" durch eine Fläche zweiter Ordnung, so geht 
diese durch sieben von den acht assoziierten Punkten D^^ E^, A^ B^ 
C\ D\ E\ F' und somit (Nr. 97) auch durch den achten F^ sie ist also 
beiden Polarsechsecken umbeschrieben. Diese Hache ändert i. a. ihre 
Lage, wenn das Punktepaar Z>q, Eq geändert wird; die neun Eck- 
punkte der beiden Polarsechsecke liegen also in der Tat auf einer 
Raumkurve vierter Ordnung erster Art Den besonderen Fall, in 
welchem die neun Eckpunkte mit der Geraden D^E^ auf einer Fläche 
zweiter Ordnung liegen, können wir übergehen. 

Ein Polarsechseck und ein Polarfünfeck sind einer Baumkurve 
vierter Ordnung erster Art eingeschrieben, wenn sie zwei Eckpunkte 
gemein haben. Dieser Satz wird auf den vorhergehenden zurück- 
geführt, indem man das Polarfünfeck durch einen dritten Eckpunkt 
des Polarsechsecks zu einem zweiten Polarsechseck ergänzt 

109. Einer Fläche ** zweiter Ordnung können oo* Polarsechs- 
ecke eines polaren Raumes eingeschrieben werden, wenn ihr ein Polar- 
sechseck ABCDEF eingeschrieben ist; vier beliebige Punkte von *■ 
sind Eckpunkte von oo* dieser Polarsechsecke, und deren Eckpunkte 
liegen auf einer Raumkurve vierter Ordnung. Sei nämlich zunächst 
B' ein beliebiger Punkt von **, so ist der Ort der Punktepaare JE^, 
-P', die mit J., B^ (7, D' Polarsechsecke bilden, eine Fläche *f zweite 
Ordnung, welche durch A^ B, C und D' geht (Nr. 106). Wird nun 
für E' irgend ein gemeinsamer Punkt von $* und *f gewählt, so 
liegt auch F' nicht nur auf *J, sondern zugleich auf $*. Denn weil 
E' unendlich viele Lagen annehmen kann, so sind die acht Punkte 
ABCDEFD'E' nicht assoziiert, sie bestimmen vielmehr (Nr. 97) eine 
Raumkurve vierter Ordnung erster Art, welche auf allen die acht 
Punkte verbindenden Flächen zweiter Ordnung und insbesondere auf 
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*■ liegt; diese Raumkurve aber geht (Nr. 108) auch durch den 
Punkt F\ Die vier Punkte -4, J5, C, D' sind also Eckpunkte von 
unendlich vielen, der Fläche 9^ eingeschriebenen Polarsechsecken, 
deren übrige Eckpunkte i. a. mit A^ B^ C^ D' auf einer Baumkurve 
vierter Ordnung liegen. Von einem dieser Polarsechsecke ausgehend 
aber beweist man ebenso, daß von den Punktquadrupeln ABC'D\ 
AB'C'D' und A'B'C'D' das nämliche gUt, wenn A\ B\ C und D' 
vier beliebige Punkte von $* sind. W. z. b. w. 

110. Zwei Polarsechsecke ABCDEF und ABC'D'E'F' eines 
polaren Baumes sind einer Fläche zweiter Ordnung eingeschrieben, 
wenn sie zwei Eckpunkte -4, B gemein haben; oder die Fläche *■ 
zweiter Ordnung, welche von den zehn Eckpunkten A^ B^ (7, 2), £', 
F^ C\ D\ E\ F' die neun ersten verbindet, geht auch durch den 
zehnten Eckpunkt F\ Der Fläche $' können nämlich Polarsechsecke 
ABC'D'E^F^ eingeschrieben werden, die nüt ABC'D'E'F' vier Eck- 
punkte gemein haben (Nr. 109); die sechs Eckpunkte eines solchen 
aber bilden mit E' und F' acht assoziierte Punkte (Nr. 107), und da 
sieben dieser Punkte auf $* liegen, so geht 9^ auch durch den achten 
Punkt F' (Nr. 97). 

111. Zwei beliebige Polarfünfecke oder ein Polarfünfeck und ein 
Polarsechseck, die einen Eckpunkt gemein haben, sind einer Fläche 
zweiter Ordnung eingeschrieben; desgleichen ein Polartetraeder und 
ein beliebiges Polarsechseck. Diese Sätze können leicht auf den vor- 
hergehenden (Nr. 110) zurückgeführt werden, weil ein Polartetraeder 
mit zwei beliebigen Punkten, ein Polarfünfeck aber mit einem belie- 
bigen Punkte ein Polarsechseck bildet 

Zwei windschiefe Fünfecke, die einer Fläche zweiter Ordnung 
eingeschrieben sind, bestimmen als Polarfünfecke 1. a. einen polaren 
Baum; ein Tetraeder und ein windschiefes Sechseck, die einer Fläche 
zweiter Ordnung eingeschrieben sind, bUden ein Polartetraeder und 
ein Polarseohseck eines i. a. durch sie bestimmten polaren Baumes. 
Ohne auf den Beweis dieser Sätze einzugehen, bemerke ich noch, daß 
zehn beliebige Punkte einer Fläche zweiter Ordnung auf 126 Arten in 
zwei Fünfecke und auf 210 Arten in ein Tetraeder und ein Sechseck 
zerlegt werden können und demnach 336 polare Bäume bestimmen. 



Der Achsenkomplex des NaUraumes. 

112. Wenn in einem Nullraum eine Gerade a zu der ihr zuge- 
ordneten Geraden a^ normal ist, so nenne ich a eine „Achse des 
Nullraumes". Jede Achse a hat einen „Pußpunkt" -4, in welchem sie 
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dessen Nullebene a^A rechtwinklig schneidet, und „gehört" zu einer 
Ebene, die durch sie geht und zu ihrer zugeordneten Geraden a^ 
normal ist Die oc' Achsen des Nullraumes bilden seinen „Achsen- 
komplex". Dieser ist in dem Nulh^unie sich selbst zugeordnet; er 
geht in sich selbst über, wenn er um die Hauptachse h des Null- 
raumes gedreht oder in der Richtung von h verschoben wird; er 
ienthält alle Durchmesser des Nullraumes und alle unendlich fernen 
Geraden. Die Achsen mit gegebener Richtung bilden einen Büschel 
paralleler Strahlen und liegen in einer Durchmesserebene, ihre Fuß- 
punkte liegen in einem Durchmesser. Die Hauptachse h hat unend- 
lich viele Fußpunkte, gehört zu jeder durch sie gehenden Ebene und 
ist ein ausgezeichneter Strahl des Achsenkomplexes; dasselbe gilt von 
ihrer zugeordneten Geraden h^^ die unendlich fem liegt in den zu k 
normalen Ebenen. 

113. Die Normale zu einer Ebene a in ihrem Nullpunkte Ä ist 
eine Achse a des Nullraumes. Sie hat Ä zum Fußpunkt, und ihr ist 
die zu a gehörende Achse a^ zugeordnet. Die Ebene a schneidet in 
a^ die Durchmesserebene rechtwinklig, deren Nullpunkt auf a unend- 
lich fem liegt. Errichtet man auf den Ebenen des Büschels a Nor- 
malen in ihren auf a^ liegenden Nullpunkten, so erh&lt man alle in 
der Ebene a befindlichen Achsen des Nullraumes. Diese Achsen 
umhüllen eine Parabel, die Ä zum Brennpunkt und a^ zur Scheitel- 
tangente hat (I. Abt, Seite 172), ihre Fußpunkte liegen in Oi- Die 
ihnen zugeordneten Achsen gehen durch Ä und bilden einen Strahlen- 
kegel zweiter Ordnung. Die Achsen des Nullraumes bilden denmach 
einen „Strahlenkomplex zweiten Grades". 

114. Bringt man jede Ebene tq des Büschels a zum Schnitt mit 
der Durchmesserebene, deren Nullpunkt in den zu tq normalen Geraden 
unendlich fem liegt, so erhält man alle durch den Punkt Ä gehenden 
Achsen des Nullraumes (Nr. 113). In diesen Achsen schneiden sich 
also je zwei Ebenen der Achse a und des durch A gehenden Durch- 
messers d rechtwinklig.. Der Achsenkegel A ist demnach ein ortho- 
gonaler Kegel zweiter Ordnung (I. Abt, Seite 260), seine zyklischen 
Ebenen sind zu je einem seiner Strahlen d, a normal, und die Null- 
ebene a des Punktes A ist eine dieser zyklischen Ebenen. Alle 
Strahlenkegel des Achsenkomplexes sind orthogonal und werden von 
den zur Hauptachse normalen Ebenen in Kreisen geschnitten; die 
anderen Kreisschnittebenen eines beliebigen dieser Kegel sind zu der 
Nullebene seines Mittelpunktes parallel. 

115. Wenn der Fußpunkt A einer Achse a irgend eine Gerade u 
durchläuft, so beschreibt seine Nullebene a einen zu u Perspektiven 
Ebenenbüschel Uy^-^ zugleich beschreibt die Achse a eine paraboloidische 
Regelschar (I. Abt, Seite 245), und die ihr zugeordnete Achse o^ 
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beschreibt folglich eine andere Regelschar zweiten Grades, die die 
Gerade u^^ und einen Durchmesser zu Leitstrahlen hat Aber a^ 
enthält die Fußpunkte aller in a liegenden Achsen des NuUraums 
(Nr. 113). Die Fußpunkte der mit einer Geraden w, inzidenten 
Achsen liegen demnach mit u^ auf einer Regelfläche zweiten Grades; 
diese ist der Ort der Achsen a^, die zu den Ebenen des Büschels u^ 
gehören. 

116. Die Fußpunkte von zwei sich schneidenden Achsen liegen 
allemal in einer Achse; diese enthält die Fußpunkte aller Achsen, die 
mit jenen beiden in einer Ebene liegen (Nr. 113). Die Fußpunkte 
der oo* durch einen Punkt Ä gehenden Achsen liegen demnach auf 
einer Raumkurve, deren Bisekanten alle in dem Achsenkomplex ent- 
halten sind. Diese Raumkurve (dritter Ordnung) wird aus jedem ihrer 
Punkte durch einen orthogonalen Achsenkegel zweiten Grades projiziert; 
sie geht durch A und den unendlich fernen Punkt der Hauptachse hj 
hat h zur Asymptote und liegt mit h auf einem Rotationszylinder, 
dessen Achse den Abstand von h und Ä hälftet Der Zylinder wird 
nämlich wie alle durch die Raumkurve gehenden Achsenkegel von 
den zu h normalen Ebenen in Kreisen geschnitten. Die Bisekanten 
der Raumkurve gehören zu je einer durch Ä gehenden Ebene; sie 
werden erzeugt durch den Bündel Ä und einen zu ihm kollinearen 
Bündel von Durchmesserebenen des Nullraumes (vgl. Nr. 113), und zwar 
schneiden sich in jeder Bisekante zwei homologe Ebenen dieser Bündel 
rechtwinklig. 



Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenz.'^) 

117. Eine elliptische oder hyperbolische lineare Kongruenz K 
besteht allemal aus den Doppelstrahlen eines geschart involutorischen 
Raumes 2. Durch diesen und somit durch die Kongruenz sind je 
zwei Punkte oder Ebenen einander zugeordnet, die bezüglich der 
Kongruenz jK", d. h. bezüglich aller je eine Regelschar von K ent- 
haltenden Regelflächen zweiter Ordnung konjugiert sind (Seite 129). 
Wir setzen voraus, daß die Kongruenz weder rotatorisch ist noch eine 
unendlich ferne Leitgerade hat, und bezeichnen, wie im 17. Vortrage, 



*) J olles, Die Fokaltheorie der linearen Stxahlenkongraenzen. Biese grund- 
legende Abhandlung wird demnächst in Bd. 68 der „Math. Annalen^^ erscheinen. 
Herr J olles hatte die Freundlichkeit, sie mir im Manuskript mitzuteilen. Ihre 
wichtigsten Ergebnisse hat er ohne die Beweise in dem Sitzungsberichte der Berliner 
math. Gesellschaft (1906, Jg. V. Seite 51—53) veröffentlicht. 
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mit s ihren unendlich fernen Strahl, mit Z' ihr Zylindroid, den Ort 
ihrer oc^ Hauptachsen, mit |x ihre durch s gehende Fluchtebene und 
mit d, 6, f ihre drei sich rechtwinklig schneidenden Symmetrieachsen. 
Von diesen ist d ihr zu pi normaler Hauptstrahl und zugleich die 
Doppelpunktsgerade ihres Zylindroids Z*, in e, /" und s aber schneidet 
Z^ die Fluchtebene |x (Seite 140). 

118. Jeder Strahl l der linearen Kongruenz K ist Träger einer 
Punkt- und einer Ebeneninvolution des involutorischen Baumes 2. Der 
Mittelpunkt M der Punktinvolution möge „Mittelpunkt des Strahles l^ 
heißen; M ist also dem unendlich fernen Punkte M^ von / zugeordnet 
und liegt in der Fluchtebene pi. Die in M za l normale „Mittelebene^ 
des Strahles l ist einer durch M^ gehenden Ebene zugeordnet, schneidet 
also diese rechtwinklig in einem Doppelstrahl von 2. Wenn die 
Ebeneninvolution des Strahles l rechtwinklig ist, so nennen wir l eine 
„Fokalachse^^ des involutorischen Baumes 2 und der Kongruenz K\ 
doch enthält die Involution i. a. nur zwei einander zugeordnete recht- 
winklige Ebenen. Durch jeden Strahl der Kongruenz gehen also zwei 
zu einander normale, in Bezug auf K konjugierte Ebenen a, 04. Der 
zu a normale Strahl der Kongruenz schneidet a in seinem Mittelpunkt 
und hat mit 04 den zugeordneten unendlich fernen Punkt gemein; 
OL ist seine Mittelebene. 

119. Jeder Begelstrahl h des Zylindroids Z^ schneidet den Haupt- 
strahl d und 00* andere Strahlen der Kongruenz K rechtwinklig und 
liegt mit ihnen auf einem gleichseitigen Paraboloid (Seite 137). Die 
Mittelpunkte dieser Strahlen liegen auf einer mit d inzidenten (Geraden g 
der Fluchtebene |j^ denn ihnen sind die Punkte der unendlich fernen 
Geraden g^ zugeordnet, welche in den zu h normalen Ebenen liegt 
Insbesondere enthält jede der Symmetrieachsen 6, /* als in pi gelegener 
Begelstrahl von Z^ die Mittelpunkte aller sie schneidenden Strahlen 
von K Die durch e bezw. f gehenden Ebenen sind die Mittelebenen 
dieser Strahlen, und die ihnen zugeordneten Ebenen sind zu e bezw. 
f normal. 

120. Der Mittelpunkt M und der unendlich ferne Punkt M^ eines 
Strahles der Kongruenz sind in 2 einander zugeordnet und homologe 
Punkte kollinearer Felder, die in der Fluchtebene pi und der unend- 
lich fernen Ebene pi^ liegen. Die Mittelebene des Strahles Ifif, 
schneidet ihn rechtwinklig in Jf; ihre unendlich ferne Gerade m^ ist 
dem Punkte Jfj in dem polaren Felde des unendlich fernen Kugel- 
kreises zugeordnet Wenn nun M und -äf, bezw. die kollinearen 
Felder [Ji, Jjl, beschreiben, so beschreibt m^ ein zu [x und pL^ korre- 
latives Strahlenfeld, und die Mittelebene ifw^ des Kongruenzstrahles 
MM^ beschreibt folglich einen Ebenenbündel zweiter Ordnung, das 
Erzeugnis dieses Strahlenfeldes und des zu ihm korrelativen Punkt- 
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feldes (JL. Der Bündel enthält die unendlich ferne Ebene (Ij, alle 
Ebenen der Symmetrieachsen e, f und alle zu e oder f normalen 
Ebenen (Nr. 119); er umhüllt also ein Paraboloid und zwar ein gleich- 
seitiges hyperbolisches. Kurz: 

„Die Mittelebenen der linearen Kongruenz K (d. h. die ihrer 
„30* Strahlen) umhüllen ein gleichseitiges hyperbolisches Parabo- 
„loid TT*. Seine Scheitelstrahlen sind die Symmetrieachsen e, f 
„von jf, seine Scheitelebene ist die Fluchtebene [x, und seine Haupt- 
„achse ist folglich der Hauptstrahl d von E. In jedem Strahle der 
„Kongruenz schneiden sich zwei einander zugeordnete Berührungs- 
„ebenen des Paraboloides rechtwinklig (Nr. 118). Das Paraboloid 
„ist durch K sich selbst, seine Berührungsebenen, Punkte und 
„Strahlen sind paarweise einander zugeordnet." 
Das Paraboloid TT* wird von den Symmetrieebenen der in K ent- 
haltenen ßegelflächen zweiten Grades umhüllt Denn jede dieser 
Ebenen schneidet ihre zugeordnete Ebene, den Ort ihrer Pole bezüg- 
lich der ßegelflächen, rechtwinklig. Die Mittelpunkte dieser oo* Flächen 
liegen in der Fluchtebene pi. 

121. Wenn die Kongruenz K hyperbolisch ist, so ist das Parar 
boloid TT* der Ort eines Punktes, der von den Iieitgeraden w, v der 
Kongruenz gleichen Abstand hat*), und jede Gerade g von TT* ist 
die Rotationsachse eines durch u und v gehenden ßotationshyper- 
boloides. Nämlich jede durch g gelegte Ebene X berührt TT* und 
schneidet deshalb den zu ihr normalen Strahl l der Kongruenz in 
seinem Mittelpunkt, d. h. in dem Mittelpunkt der Strecke, die die Ijeit- 
geraden w, v auf l begrenzen. Die Endpunkte Z7, V dieser Strecke 
liegen also symmetrisch bezüglich der Ebene X, und die aus ihnen 
auf g gefällten Lote sind folglich gleich lang und liegen in einer zu g 
rechtwinkligen Ebene. Kurz, jeder Strahl l von JKJ der zu einer durch 
g gehenden Ebene normal ist, schneidet u und v in zwei Punkten 

ZJ, V eines Kreises, dessen Ebene zu g normal ist, und dessen Mittel- 
punkt auf g liegt Durch Rotation um g beschreiben folglich die Leit- 
geraden w, V ein und dasselbe Rotationshyperboloid, den Ort dieses 
Kreises. Jeder Punkt der Geraden g aber hat von w, v und den 
übrigen Strahlen des Hyperboloides gleichen Abstand. 

122. Die einander zugeordneten Strahlen des Paraboloides TT* 
bilden in jeder seiner beiden Regelscharen eine Involution. Diese 
heißt nach J oll es eine „Fokalinvolution", die Fläche TT* nennt er 
das „Fokalparaboloid", ihre Regelscharen aber die „Fokalregelscharen" 
der linearen Kongruenz. In der einen Fokalinvolution e' ist der 
Symmetrieachse e die unendlich ferne Gerade e^ der zu e normalen 

♦) Vgl. Schröter in Grelle, Journal Bd. 85, Seite 31. 
Beye, Geometrie der Lage. IL 4. Aafl. 19 
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Ebenen zugeordnet, in der anderen p ist der Symmetrieachse f die 
andere unendlich ferne Gerade /i des Paraboloides TT* zugeordnet Da 
jeder Strahl l der Kongruenz K in zwei normalen, einander zugeord- 
neten Berührungsebenen oc, a^ von TT* liegt, so schneidet er zwei 
Paar zugeordnete Strahlen der Fokalinvolutionen e*, p. Seine Polare 
l^ in Bezug auf TT* verbindet die einander zugeordneten Berührungs- 
punkte der Ebenen ot, aj, ist deshalb gleichfalls in der Kongruenz 
enthalten und schneidet dieselben Strahlenpaare von e* und /**, wie /. 
Daraus folgt: 

„Die lineare Kongruenz K ist polarinvariant für ihr Pokalpara- 
„boloid TT*. Zwei für TT* polare Strahlen von K schneiden allemal 
„zwei Paar zugeordnete Strahlen der auf TT* gelegenen Fokalinvo- 
„lutionen e*, f^. Ist die Kongruenz hyperbolisch, so sind hiemach 
„ihre Leitgeraden reziproke Polaren bezüglich TT*" (JoUes). 

123. Zwei einander zugeordnete Strahlen der Fokalinvolution e* 
(oder P) sind die Achsen projektiver Ebenenbüschel, deren homologe 
Ebenen einander zugeordnet sind und sich folglich in Strahlen der 
Kongruenz K rechtwinklig schneiden. Die Büschel erzeugen eine 
„mit der Fokalinvolution e* (bezw. P) verbundene" orthogonale Kegel- 
schar iZ* zweiter Ordnung; diese ist in der Kongruenz enthalten und liegt 
mit ihren Leitstrahlen auf einem orthogonalen Hyperboloid; ihre Strahlen 
sind paarweise reziproke Polaren in Bezug auf TT* (Nr. 122). Also: 

„Mit jeder der beiden Fokalinvolutionen e*, P sind oo^ ortho- 
„gonale, in K enthaltene Regelscharen zweiter Ordnung verbunden 
„Sie haben je zwei zugeordnete Strahlen der Involution zu Leit- 
„strahlen und sind für TT* polarinvariant; ihre oo* Strahlen bilden 
„die lineare Kongruenz K, Ist die Kongruenz hyperbolisch, so sind 
„ihre Leitgeraden zwei gemeinsame Leitstrahlen aller dieser ortho- 
„gonalen Regelscharen" (Jolles). 

124. Jede der beiden Fokalinvolutionen e*, P bestimmt die andere. 
Denn zwei zu einander rechtwinklige Ebenen, die ein Strahlenpaar von 
e* enthalten, schneiden das Fokalparaboloid TT* allemal auch in einem 
Strahlenpaar von /**. Ist eine der Fokalinvolutionen hyperbolisch, so 
sind ihre Doppelstrahlen zwei Fokalachsen des involutorischen Raumes 
S und der in K enthaltenen Regelflächen zweiter Ordnung; sie liegen 
synmietrisch in Bezug auf einen der Scheitelstrahlen e, f. Die andere 
Fokalinvolution wird aus jeder der beiden Fokalachsen durch eine 
orthogonale Ebeneninvolution projiziert, ist also wie diese elliptisch; 
alle mit ihr verbundenen orthogonalen Regelscharen gehen folglich 
durch die beiden Fokalachsen. Auch die lineare Kongruenz K und 
der involutorische Raum S sind in diesem Falle elliptisch, weil 2 
die beiden orthogonalen Ebeneninvolutionen enthält — Wenn K und 
der involutorische Raum 2 hyperbolisch sind, so sind hiemach beide 
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Fokalinvolutioneii e^, f^ elliptisch. Ihre einander zugeordneten Strahlen 
liegen mit den beiden reellen Leitgeraden der Kongruenz auf je einem 
orthogonalen Hyperboloid und sind durch sie harmonisch getrennt 
(Nr. 123). 

125. Eine Berührungsebene X des Paraboloides TF* schneidet den 
zu ihr normalen Strahl l der linearen Kongruenz in seinem Mittel- 
punkte, dieser aber liegt in der Scheitelebene \x, von TT* und sonach 
auf der Geraden Xpi (Nr. 120). Die zu Xpi normalen Ebenen sind 
nicht nur zu Z, sondern auch zu dem Hauptstrahle d von K parallel; 
sie sind folglich normal zu derjenigen Hauptachse h von JT, welche 
d und l rechtwinklig schneidet (Seite 137). Die Hauptachse h ist 
also zu der Geraden Xpi parallel und liegt mit ihr und dem Strahle l 
in einer zu X normalen Ebene ß, welche das durch h gehende Zylin- 
droid der linearen Kongruenz berührt (Seite 140). Kurz: 

„Jede Berührungsebene X des Fokalparaboloides TT* schneidet 
„eine Berührungsebene ß des Zylindroides Z' der Kongruenz recht- 
„winklig in einer Geraden, deren Ort die Scheitelebene \k von TT* 
„ise (Jolles). 
Mit dem gleichseitigen Paraboloid ist das Zylindroid „orthogonal ver- 
knüpft" (Jolles), nämlich so, daß in jedem Strahle der Scheitelebene 
(JL von TT* sich zwei Berührungsebenen der beiden Flächen recht- 
winklig schneiden. Die beiden Symmetrieebenen des Zylindroides 
fallen mit denen des Paraboloides zusammen. 

126. Durch einen beliebigen Strahl h des Zylindroids Z^ gehen 
oo ^ Berührungsebenen der Fläche. Sie schneiden je eine Berührungs- 
ebene von TT* rechtwinklig in den zu h parallelen Strahlen der Ebene pi. 
Der Ort dieser Berührungsebenen von TT* ist ein parabolischer Zylinder, 
der (JL zur Scheitelebene und h zur Fokalachse hat (vgl. I. Abt., Seite 172). 
Aber je zwei zu einander normale Ebenen des Büschels h sind nicht 
nur bezüglich des Zylinders, sondern auch bezüglich des ihm einge- 
schriebenen Paraboloides Tl* konjugiert, und h ist somit auch Fokal- 
achse von TT*. Da mit der linearen Kongruenz auch ihr Zylindroid 
polarinvariant ist für Tl*, so folgt hieraus: 

„Die ßegelstrahlen des Zylindroids Z^ sind Fokalachsen des gleich- 
„seitigen Paraboloides TT*, und zwar solche, die paarweise zu einander 
„polar sind in Bezug auf TT*'' (Jolles). 

127. Zwei lineare Strahlenkongruenzen heißen nach Jolles „kon- 
fokal", wenn sie dasselbe Fokalparaboloid TT* haben. Jeder Strahl, 
in welchem sich zwei Berührungsebenen des gleichseitigen Parabo- 
loides TT* rechtwinklig schneiden, ist in einer der konfokalen Kon- 
gruenzen enthalten. Er schneidet nämlich zwei Paar windschiefe 
Strahlen von Tl*, und diese bestimmen mit je einem der Strahlenpaare 

19* 
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e, ßj und /J /i die beiden Fokalinvolutionen der Kongruenz und damit 
diese selbst. Mit einer linearen Kongruenz Ä'sind demnach oc* andere 
konfokaL Ihre oo* Strahlen schneiden je einen Strahl des mit TI* 
orthogonal verbundenen Zylindroids Z* rechtwinklig (St. 125). Also: 
„Ein gleichseitiges Paraboloid IT* ist das Fokalparaboloid von 
„oo * konfokalen linearen Kongruenzen. Diese haben ihr Zvlindroid 
„Z* miteinander gemein; ihre oo* Strahlen schneiden je einen Strahl 
„von Z^ rechtwinklig, bilden also einen quadratischen Strahlenkom- 
„plex r* (Seite 142); in jedem ihrer oo* Strahlen schneiden sich 
„zwei Berdhrungsebenen von TT* rechtwinklig*' (J olles). 
Die konfokalen linearen Kongruenzen haben den Hauptstrahl d und 
den unendlich fernen Strahl der Scheitelebene pi von TT* miteinander 
gemein; jede von ihnen und folglich auch r* hat die Hauptachse d 
und die Scheitelstrahlen e, f des Fokalparaboloides TT* zu Symmetrie- 
achsen und ist polarinvariant für TT*. 

128. Die konfokalen linearen Kongruenzen sind demnach mit den 
schon früher (Seite 141) besprochenen identisch, deren Hauptachsen 
die kubische Regelschar des Zylindroides Z^ bilden. Sie sind teils 
elliptisch, teils hyperbolisch, und nur zwei von ihnen sind parabolisch 
und haben je eine der Symmetrieachsen e, f zur Leitgeraden. Zwei 
Strahlen von Z^, die in Bezug auf e und f symmetrisch liegen, sind 
allemal die Leitgeraden von einer der hyperbolischen Kongruenzen; 
sie sind zu einander polar bezüglich TT* (Nr. 122). Zwei Strahlen des 
Fokalparaboloides TT*, die entweder in Bezug auf e oder in Bezug 
auf f symmetrisch liegen, sind allemal die Fokalachsen von einer der 
elliptischen Kongruenzen (Nr. 124). Für jede der beiden parabolischen 
Kongruenzen ist eine der Fokalinvolutionen e*, /"* parabolisch, die 
andere elliptisch. 

129. Der quadratische Strahlenkomplex r* besteht einerseits aus 
den oo^ konfokalen linearen Kongruenzen jBT, von denen TT* das Fokal- 
paraboloid ist, andererseits aus den oo* rotatorischen linearen Kon- 
gruenzen i2, deren Strahlen je einen Regelstrahl des Zylindroids Z* 
rechtwinklig schneiden (Nr. 127). Jeder Regelstrahl von Z^ ist eine 
gemeinsame Hauptachse der konfokalen Kongruenzen, d. h. die Haupt- 
achse von oo^ linearen Komplexen, die je eine der Kongruenzen K 
enthalten. Diese oo ^ Komplexe bilden einen Komplexbüschel, der eine 
der rotatorischen Kongruenzen R von r* zur Basis hat. Die oc^ Kom- 
plexbüschel, die je eine der Kongruenzen R zur Basis haben, lassen 
sich projektiv so aufeinander beziehen, daß ihre homologen Komplexe 
je eine der konfokalen Kongruenzen K miteinander gemein haben. 
Zwei beliebige von ihnen erzeugen dann den quadratischen Komplex 
r*, und durch sie werden die Strahlenkegel und Strahlenbüschel von 
r* projektiv so aufeinander bezogen, daß ihre homologen Strahlen je 
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eine der konfokalen Kongruenzen bilden. Eine der Kongruenzen K 
besteht aus den unendlich fernen und den zum Hauptstrahl d parallelen 
Strahlen.*) 



Kubische Raumkurven. 

130. Ein veränderliches windschiefes Viereck bewege sich so, 
daß seine vier Kanten a, a^, «g, äg sich bezw. um die festen Punkte 
S^ Si, Sj, S^ drehen, und daß drei Eckpunkte aa^, a^a^ und 0,03 
in drei festen Ebenen s^, s^, 63 fortgleiten. Dann beschreibt der 
vierte Eckpunkt aa^ eine durch S und 8^ gehende kubische Raum- 
kurve (Seite 164), die drei ersten Eckpunkte aber beschreiben drei 
Kegelschnitte, und alle vier Kurven gehen durch den Schnittpunkt 
der drei Ebenen e^, Sj, Sg. Der Satz erleidet Ausnahmen, wenn die 
vier Punkte S, Äj, S^^ 8^ in einer Ebene liegen, oder wenn die drei 
Ebenen 61, e^, 63 sich in einer Geraden schneiden. Wie lautet der 
analoge Satz für ein veränderliches räumliches weck? 

131. Drei Ebenenbüschel w, Wj, u^ seien projektiv so aufeinander 
bezogen, daß jede Ebene von u auf den entsprechenden beiden Ebenen 
von u^ und u^ senkrecht steht Dann schneiden sich ihre homologen 
Ebenen in den Punkten einer kubischen Eaumkurve, die die Achsen 
u^ Wj, u^ zu Bisekanten hat (Seite 168). Welche Ausnahme tritt ein, 
wenn die Achse u mit der Richtung der Achse u^ (oder u^) einen 
rechten Winkel bildet? 

132. Es gibt höchstens zwei reelle Punkte, aus denen drei gegebene 
Gerade w, Wj, u^ durch drei zu einander rechtwinklige Ebenen proji- 
ziert werden. 

133. Eine Punktreihe u und ein Ebenenbüschel u^ seien projektiv 
aufeinander bezogen, ihre Träger seien nicht zu einander recht- 
winklig. Fället man dann aus jedem Punkte von u ein Lot auf die 
entsprechende Ebene von w^, so liegen die Fußpunkte der Lote auf 
einer kubischen Raumkurve, die die Geraden % u^ zu Bisekanten hat 
(Seite 168). Eine unendlich ferne, uneigentliche Bisekante der Raum- 
kurve läßt sich leicht angeben; die Kurve ist also eine Raumellipse. 

134. Fället man aus einem beliebigen Punkte Normalen auf die 
Strahlen einer paraboloidischen Regelschar, so liegen deren Fußpunkte 
auf einer Raumellipse (Nr. 133; vgl. I. Abt., Seite 246). Die Nor- 

*) Wegen der projektiven Eigenschaften der konfokalen linearen Kongruenzen 
maß auf die genannte Abhandlung des Herrn J olles (Math. Annalen, Bd. 63) ver- 
wiesen werden. 
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malen bilden einen Strahlenkegei zweiter oder einen rationalen Kegel 
dritter Ordnung, je nachdem der Punkt auf einem Strahle der Regel- 
schar liegt oder nicht. 

135. Fallet man aus jedem Punkte einer Geraden ein Lot auf 
seine Polarebene bezüglich einer Fläche zweiter Ordnung, so liegen 
diese Lote i. a. auf einem hyperbolischen Paraboloid, und ihre Fuß- 
punkte auf einer Raumellipse (Nr. 133). 

136. Projiziert man jeden Punkt einer Geraden rechtwinklig auf 
drei beliebige Gerade oder Ebenen und verbindet die Projektionen, 
so erhält man die Schmiegangsebenen einer RaumparabeL 

137. Wenn die beiden Schenkel eines veränderlichen Winkels 
an je zwei gegebenen windschiefen Geraden hingleiten, und zugleich 



seine Ebene sich um eine gegebene 
Gerade dreht, so beschreibt sein 
Scheitelpunkt eine kubische Raum- 
kurve, die die fünf gegebenen Ge- 
raden zu Bisekanten hat (Seite 170). 



sein Scheitelpunkt sich auf einer 
gegebenen Geraden bewegt, so be- 
schreibt seine Ebene ein kubisches 
Ebenengewinde, das die fünf ge- 
gebenen Geraden zu Biplanaren hat 



Doch darf die fünfte Gerade keine der vier ersten schneiden, und 
diese dürfen in keiner Regelschar liegen. 

138. Mittels kollinearer zentrischer Bündel eine kubische Raum- 
kurve zu erzeugen, wenn von ihr gegeben sind zwei Punkte und vier 
Bisekanten, oder drei Punkte und drei Bisekanten, oder fünf Punkte 
und eine Bisekante. 

139. Als Schnitt von zwei Strahlenkegeln zweiter Ordnung eine 
kubische Raumkurve zu konstruieren, wenn von ihr gegeben sind: 
sechs Punkte, oder fünf Punkte und die Tangente von einem tler 
Punkte, oder vier Punkte und die Tangenten von zwei der Punkte, 
oder drei Punkte imd deren Tangenten, oder drei Punkte und die 
Tangenten und Schmiegungsebenen von zwei der Punkte. 

140. Durch projektive Ebenenbüschel eine kubische Raumkurve 
zu erzeugen, von der gegeben sind: drei Punkte und drei Bisekanten, 
oder drei Punkte, die Tangente und Schmiegungsebene von einem der 
Punkte und zwei Bisekp,nten. 

141. Bei besonderer gegenseitiger Lage der gegebenen Stücke 
bieten die letzten drei Aufgaben (Nr. 138 bis 140) Ausnahmen dar 
oder werden unbestimmt Sind z. B. von einer kubischen Raumkurve 
zwei Punkte und vier Bisekanten gegeben, und schneidet eine der 
vier Bisekanten eine der drei übrigen oder die Verbindungsgerade der 
beiden Punkte, so artet die Kurve aus; sie wird entweder unmöglich 
oder unbestimmt, wenn durch einen der beiden gegebenen Punkte 
eine Gerade gelegt werden kann, welche drei der vier Bisekanten 
schneidet Für jeden Fall der Aufgaben 138 bis 140 sind die Aus- 
nahmen anzugeben. 
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Außerdem sind die dualen Aufgaben für kubische Ebenengewinde 
aufzustellen und zu lösen. 

142. Die projektiven Ebenenbüschel, die eine kubische Raumkurve 
aus ihren Bisekanten projizieren, werden von jeder Asymptote der 
Kurve in kongruenten gleichläufigen Punktreihen geschnitten. 

143. Die Tangenten einer kubischen Raumkurve k^ in den Eck- 
punkten Ä, JB, C, D eines ihr eingeschriebenen Tetraeders schneiden 
die gegenüberliegenden Tetraederebenen bezw. in den Eckpunkten 
-4', B\ C\ D' eines zweiten Tetraeders, das dem ersteren nicht allein 
eingeschrieben, sondern auch umbeschrieben ist Insbesondere geht 
die Ebene ÄB'C durch D\ sie dreht sich um eine uneigentliche 
Bisekante s von A*, wenn D die Raumkurve beschreibt (Fig. 27). — 




Fig. 27. 



Aus dem Punkte D werden nämlich die Raumkurve äj* und das Drei- 
eck ABC durch einen Strahlenkegel D{k^) zweiter Ordnung und ein 
ihm eingeschriebenes Dreikant projiziert, die Tangenten AÄ^ BB'^ 
CC aber durch die Ebenen, welche den Kegel m den drei Kanten 
DAl, DBj DC berühren. Die Ebenen des Dreikants schneiden die 
Berührungsebenen der gegenüberliegenden Kanten in den drei Strahlen 
DA\ DB\ DC\ und diese Hegen in einer Ebene AB' CD (L Abt, 
Seite 83). Ebenso geht die Ebene B'C'D' durch A^ u. s. w. Ver- 
tauschen wir D mit einem anderen Punkte Dj von A', so erhalten 
wir statt der Ebene ÄB'C eine andere A^B^C^, Diese zwei Ebenen 
entsprechen einander in den koUinearen Bündeln, durch welche die 
Kongruenz der Bisekanten von A^ aus den Punkten D, I)^ projiziert 
wird, sie schneiden sich folglich in einer Bisekante s. Wenn B die 
Raumkurve beschreibt, so dreht sich ÄB'C um s. Den Strahlen- 
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kegel D(k^) zweiter Ordnung schneidet oder berührt die Ebene ÄB'C 
nicht, weil sie von jeder Ebene des eingeschriebenen Dreikants durch 
deren Polarstrahl und die gegenüberliegende Kante harmonisch getrennt 
ist; die Bisekante s ist deshalb eine uneigentliche. 

144. Seien a, 6, c die Tangenten von k^ in den Punkten A^ B, Q 
und sei P die Spur der Bisekante s in der Ebene ABC (Fig. 27). 
Dann liegt, wie soeben bewiesen, die Schnittgerade der Ebenen DBC 
und Da in einer durch 8 gehenden Ebene, wo auch der Punkt D 
auf A:' liegen möge. Nähert sich D dem Punkte -4, bis er mit A zu- 
sammenfällt, so gehen die Ebenen DBC und Da über in ABC und 
die Schmiegungsebene a von k^ im Punkte A^ und ihre mit s inzi- 
dente Schnittgerade fällt mit AP zusammen. Wie a, so gehen auch 
die Schmiegungsebenen ß und y von k^ in den Punkten B und C 
durch den Punkt P. Also: Drei Punkte A, B^ C der kubischen Baum- 
kurve k^ liegen allemal mit dem Schnittpunkt P ihrer drei Schmiegungs- 
ebenen in einer Ebene (Chasles); durch P geht eine uneigentliche 
Bisekante der Kaumkurve (Cremona). 

145. Wenn die Punkte A^ B der kubischen Raumkurve k^ nebst 
ihren Schmiegungsebenen ot, ß fest bleiben, der Punkt C aber die 
Kurve durchläuft, so beschreibt die Ebene ABC einen zu k^ Perspek- 
tiven Ebenenbüschel AB; ihr Schnittpunkt P mit aß, durch welchen 
die Schmiegungsebene y von C geht, beschreibt die Gerade aß. Der 
von ABC beschriebene Büschel ^P ist also auch perspektiv zu der 
Punktreihe aß, die der Punkt aßy oder P bei der Bewegung der 
Schmiegungsebene y beschreibt. Vertauschen wir A^ B mit zwei 
anderen Kurvenpunkten A\ B' und berücksichtigen, daß zwei zu k^ 
Perspektive Ebenenbüschel AB und AB' projektiv sind, so ergibt sich: 

„Durch die Schmiegungsebenen der kubischen Raumkurve i* 
„werden alle Punktreihen, in deren Trägem sich je zwei (ot, ß 
„oder üL% ß') der Schmiegungsebenen schneiden, projektiv auf i' 
„und damit projektiv aufeinander bezogen. Die Schmiegungsebenen 
„bilden folglich ein kubisches Ebenengewinde." 

146. Ein ebenes Feld t[ sei auf einen zentrischen Bündel 8 korre- 
lativ bezogen. Dann bilden die Normalen, die aus den Punkten von i) 
auf die entsprechenden Ebenen von S gefällt werden, i. a. die Bipla- 
naren eines kubischen Ebenengewindes, das sich einer Baumparabel 
anschmiegt Jede Schmiegungsebene der Raumparabel hat mitii einen 
Strahl gemein, der zu dem entsprechenden Strahl von 8 normal ist 

147. Ein „parabolisches" kubisches Ebenengewinde ic' besteht aus 
den Schmiegungsebenen einer Raumparabel (Seite 180), enthält also 
die unendlich ferne Ebene. Seine Ebenen schneiden je zwei seiner 
Biplanaren in homologen Punkten ähnlicher Punktreihen, und durch 
seine Biplanaren werden je zwei seiner Ebenen affin aufeinander 
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bezogen. Die x>^ ihm eingeschriebenen Regelflächen zweiten Grades 
sind lauter Paraboloide; sie sind auch der von tc* umhüllten Tangenten- 
fläche der Raumparabel eingeschrieben und berühren jede Ebene des 
Gewindes in den Punkten der zugehörigen Tangente. Die oo * Para- 
boloide berühren insbesondere die unendlich ferne Ebene in je einem 
Punkte, der auf der unendlich fernen Tangente a der Raumparabel 
liegt, und ihre Durchmesser und Hauptachsen sind zu den Ebenen 
parallel, die durch diese Tangente a' gehen. 

148. Werden die oo* ähnlichen Punktreihen erster Ordnung, die 
zu je dreien das parabolische kubische Ebenengewinde tc' erzeugen, 
mit ihren Trägern, den Biplanaren von ic* parallel so verschoben, daß 
CO* homologe Punkte zusammenfallen, so erzeugen sie hernach einen 
Büschel paralleler Durchmesserebenen der oo* dem Gewinde einge- 
schriebenen Paraboloide. Denn je zwei der ähnlichen Punktreihen 
erzeugen eines der Paraboloide, nach der Verschiebung aber einen 
Büschel paralleler Durchmesser desselben (Nr. 51). Zu den parallelen 
Durchmesserebenen aber ist eine ausgezeichnete Biplanare a von tc* 
normal; sie ist zu den Durchmessern und Hauptachsen aller dem 
Gewinde eingeschriebenen Paraboloide normal, und auf ihr begrenzen 
zwei beliebige Ebenen von tc* eine kleinere Strecke als auf jeder 
anderen Biplanare. Durch a gehen oo^ der eingeschriebenen Para- 
boloide; sie haben a zum Scheitelstrahl, weil ihre Hauptachsen zu a 
normal sind. 

Solche Biplanaren von tc®, die das parabolische Gewinde in kon- 
gruenten Punktreihen schneiden, sind hiemach zu den Strahlen eines 
Rotationskegels parallel und bilden mit der ausgezeichneten Biplanare a 
gleiche Winkel. Sie gehen also durch die Punkte eines unendlich fernen 
Kegelschnittes, der mit der unendlich fernen Tangente a der Raum- 
parabel keinen reellen Punkt gemein hat; sie schneiden folglich die 
eigentlichen Ebenen des Gewindes in den Punkten affiner Ellipsen. 
Die Mittelpunkte dieser EUipseh sind homologe Punkte der affinen Felder. 
Die sie verbindende Biplanare fällt mit a zusammen (Halphen), weil 
sie mit a den Pol der Tangente a bezüglich des unendlich fernen 
Kegelschnittes gemein hat. 

149. Wenn vier Punkte einer Geraden g ohne ihre Abstände zu 
ändern sich in vier gegebenen Ebenen bewegen, so beschreiben sie 
und die übrigen Punkte der Geraden affine Ellipsen (Mannheim*). 
Diese Ellipsen liegen nämlich in den Ebenen eines parabolischen 
kubischen Ebenengewindes, das die vier Ebenen enthält und g zur 
Biplanare hat (Nr. 148); der Ort ihrer Mittelpunkte ist die ausgezeichnete 
Biplanare a des Gewindes. Die Gerade g beschreibt eine Fläche vierter 



*) Mannheim in dem Comptes Bendus der Pariser Akademie, 1878. 
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Ordnung (Seite 197), deren Erzeugende zu den Strahlen eines ßotations- 
kegels parallel sind. 

Wenn sich drei Punkte einer Geraden g in festen Ebenen be- 
wegen, so beschreibt ein beliebiger vierter Punkt von g ein EUipsoid 
(Dupin). Die beschriebene Fläche hat nämlich mit einer beliebigen 
Schnittebene eine Ellipse gemein, die von dem vierten Punkt beschrieben 
werden kann. Das EUipsoid hat, wie leicht einzusehen, den Schnitt- 
punkt der drei festen Ebenen zum Hittelpimkt; es artet aus in eine 
zweifache Ebene, wenn dieser Punkt unendlich fem liegt 

150. Unter den Schmiegungsebenen einer Kaumparabel gibt es 
eine ausgezeichnete, auf welcher drei beliebige Schmiegungsebenen ein 
kleineres Dreieck umgrenzen, als auf jeder anderen. Wie bestimmt 
man sie? 

151. Eine kubische Raumkurve wird aus jedem nicht auf ihr 
gelegenen Punkte P durch einen rationalen Strahlenkegel dritter Ord- 
nung projiziert; dieser hat einen eigentlichen oder uneigentlichen 
„Doppelstrahl", nämlich die durch P gehende Bisekante der Raum- 
kurve (vgl. 1. Abt, Seite 137). Die Tangenten der Raumkurve liegen 
auf einer abwickelbaren Fläche vierter Ordnung (Seite 198); der Kegel 
ist also von der vierten Klasse. Jede durch P gehende Schmiegungs- 
ebene der Raumkurve ist eine stationäre Berührungsebene des Kegels. 
Es gibt deren mindestens eine und höchstens drei, und im letzteren 
Falle liegen die zugehörigen drei „Wendestrahlen" des Kegels dritter 
Ordnung in einer Ebene (Seite 175). Der Kegel hat einen uneigent- 
lichen oder einen eigentlichen Doppelstrahl, je nachdem er drei reelle 
Wendestrahlen oder nur einen hat (Nr. 144). Liegt der Punkt P auf 
einer Tangente der kubischen Raumkurve, so hat der Kegel einen 
„Rückkehrstrahl" in dieser Tangente. 

152. „Zwei kubische Raumkurven /c^, k\ haben fünf Punkte ge- 
„mein, wenn sie ohne sich zu berühren auf einer Regelfläche R^ 
„zweiter Ordnimg liegen, und wenn die Geraden von iZ* aus Bi- 
„sekanten von je einer der Raumkurven bestehen. Von den fünf 
„Punkten ist mindestens einer reell (Seite 169); die vier übrigen 
„können paarweise konjugiert imaginär sein, sie liegen auf zwei 
„reellen windschiefen Geraden, welche gemeinsame Bisekanten von 
„Ä* und k\ sind." 

Zum Beweise dieser wichtigen Sätze projizieren wir die beiden Raum- 
kurven aus ihrem reellen Schnittpunkt P durch zwei Strahlenkegel 
P(&'), P{k\) zweiter Ordnung. Diese gehen durch je eine Tangente 
der Raumkurven und je einen Strahl der Fläche iZ*; von dem sie 
enthaltenden Kegelbüschel zerfällt mindestens ein Strahlenkegel in zwei 
reelle Ebenen ß, ß' (L Abt, Seite 276). Die durch P gehenden Strahlen 
der Ebene ß oder ß' sind paarweise konjugiert bezüglich der Kegel P{k^) 
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und P(A:f ), sie bilden eine Involution P(ß) bezw. P(ß'), deren reelle 
oder imaginäre Doppelstrahlen auf beiden Strahlenkegeln liegen. Da 
diese Kegel keinen Strahl der Fläche i2* und keine Tangente von k^ 
oder AJ miteinander gemein haben, so schneidet die Ebene ß die Regel- 
fläche R^ in einem nicht zerfallenden Kegelschnitt r^ und berührt 
weder k^ noch Af im Punkte P; sie projiziert folglich aus P zwei 
Bisekanten b von k^ und b^ von ij, die nicht durch P gehen. 

Die Punkte der Bisekante b von k^ sind paarweise konjugiert 
bezüglich i2*, P{k^) und aller übrigen durch k^ gehenden Flächen 
zweiter Ordnung; sie sind folglich auch konjugiert bezüglich des Kegel- 
schnittes r* auf R^, Sind A^ A^ zwei konjugierte Punkte auf 6, so 
geht die Polarebene von A bezüglich P(A*) durch PA^\ die Strahlen 
PA^ PA^ sind folglich in der Involution P(ß) einander zugeordnet. 
Jedes Strahlenpaar der Involution P(ß) projiziert demnach ein Paar 
konjugierter Punkte der Bisekante 6, und zwar sind diese Punkte 
auch bezüglich des Kegelschnittes r* konjugiert Die Strahlenpaare 
von P(ß) schneiden daher r* in den Punktepaaren einer Involution, 
die den Pol von b in Bezug auf r* zum Zentrum hat (I. Abt, Seite 108). 
Diese Punktinvolution aber hat, wie ebenso sich ergibt, auch den Pol 
der Bisekante b^ von äJ in Bezug auf r* zum Zentrum. Die beiden 
Bisekanten b von k^ und b^ von kl fallen folglich zusammen, und die 
Involutionen ihrer für k^ und AJ konjugierten Punkte sind identisch. 
Die reellen oder konjugiert imaginären Doppelpunkte auf b sind also 
gemeinsame Punkte der kubischen ßaumkurven i*, Af . Ebenso ergibt 
sich, daß die Ebene ß' aus dem Punkte P eine gemeinsame Bisekante 
b' von k^ und AJ projiziert, und daß die beiden Eaumkurven zwei 
reelle oder konjugiert imaginäre Punkte von 6' miteinander gemein 
haben. Die obigen Sätze sind damit bewiesen*); zugleich ergibt sich: 
„Die kubischen Raumkurven &*, k^ rufen auf jeder ihrer gemein- 
„schaftiüchen windschiefen Bisekanten 6, 6' identische Involutionen 
„konjugierter Punkte hervor; sie haben die zwei Paar reellen oder 
„konjugiert imaginären Doppelpunkte dieser Involutionen miteinander 
„gemein." 

Wenn die beiden Raumkurven sich berühren oder oskulieren, so fallen 
von ihren fünf gemeinschaftiichen Punkten zwei oder drei zusammen. 
153. „Zwei kubische Raumkurven ij, ArJ haben fünf Punkte ge- 
„mein, wenn sie auf einem Strahlenkegel zweiter Ordnung liegen, 
„ohne sich zu berühren. Einer der Punkte ist der Mittelpunkt P 
„des Kegels; die vier übrigen können paarweise konjugiert imaginär 
„sein. Sie liegen, auch wenn sie nicht alle reell sind, auf zwei 
„reellen windschiefen Geraden, welche gemeinsame Bisekanten von 
„AJ und kl sind." 

*) Diesen Beweis und den in Nr. 153 enthaltenen verdanke ich Herrn Jolles. 
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Nämlich eine Gerade g^ die mit k\ und k\ je einen Punkt gemein 
hat, kann mit den ßaumkurven durch zwei Regelflächen zweiter Ord- 
nung R\^ R\ verbunden werden. Diese schneiden sich- in g und 
einer kubischen Raumkurve A", die g zur Bisekante hat und durch P 
und alle übrigen reellen Schnittpunkte von k\ und k\ geht Jede 
Gerade der Regelfläche -Bf oder R\ ist Bisekante von einer der Raum- 
kurven ^', k\ bezw. A;', Ä;|. Die beiden Strahlenkegel P(A*), P{k\^ kf) 
zweiter Ordnung, welche die Raumkurven aus P projizieren, bestimmen 
einen Kegelbüschel, von welchem mindestens ein Kegel in zwei reelle 
Ebenen ß, ß' zerfällt; diese Ebenen aber projizieren zwei Bisekanten 
6, U von Ä*, die zugleich Bisekanten von k\ und von A:J sind (Nr. 152), 
und deren Punkte paarweise bezüglich k^ und zugleich bezüglich k\ 
und k\ konjugiert sind. Die zwei Paar Doppelpunkte der Involutionen 
konjugierter Punkte auf b und b' sind die von P verschiedenen gemein- 
schaftlichen Punkte der Raumkurven fc*, *}, k\. Yon diesen Punkte- 
paaren kann eines oder jedes aus zwei konjugiert imaginären Punkten 
bestehen. — Wenn zwei kubische Raumkurven, die auf einem Strahlen- 
kegel zweiter Ordnimg liegen, sich berühren oder oskulieren, so fallen 
von ihren fünf gemeinsamen Punkten zwei oder mehrere zusammen. 

154. Mit einer kubischen Raumkurve k^ ist einerseits eine „lineare 
Kongruenz" \u^\ von oo* projektiven Ebenenbüscheln, andererseits eine 
„Reihe" |SJ von oo* kollinearen zentrischen Bündeln gegeben. Und 
zwar liegen die Büschel von |2/,| perspektiv zu i", beliebige drei von 
ihnen erzeugen die Raumkurve, und ihre Achsen sind die Bisekanten 
von k^\ die Bündel der Reihe \S^\ aber erzeugen zu je zweien die 
Kongruenz der Bisekanten von i*, und die Raumkurve k^ ist der Ort 
ihrer Mittelpunkte. Wir nennen A® die „Ordnungs- oder Leitkurve" 
der Büschelkongruenz \v^\ und der Bündelreihe \S^\. Die Bündel von 
|Sj| bestehen aus je oo* homologen Ebenen der Büschel von \u^\^ diese 
Büschel aber werden von je oc^ homologen Ebenen der Bündel von 
\S^\ gebildet. Jede der beiden Mannigfaltigkeiten \u^\ und \8^\ erzeugt 
auf diese Weise alle Grundgebilde der anderen und ist auf jedes von 
ihnen eindeutig, oder wie wir sagen dürfen, projektiv bezogen. Wie 
sind harmonische Bündel der Reihe \S^\ oder harmonische Büschel 
der Kongruenz |«^,| zu definieren? 

155. Die kollinearen Bündel der Reihe \S^\ erzeugen durch ihre 
homologen Ebenenbüschel c»* in der Kongruenz \v^\ enthaltene Büschel- 
scharen \u^\, Yon jeder solchen Schar liegen die Achsen ihrer oo^ 
Ebenenbüschel mit k^ auf einer geradlinigen Fläche zweiter Ordnung 
und sind Bisekanten von ^*'; ihre Büschel erzeugen miteinander eine 
und dieselbe zu A;^ Perspektive Regelschar oder Kegelfläche zweiter 
Ordnung, und je zwei von ihnen bestimmen die Schar. Die Kongruenz 
\u^\ enttiält jede durch zwei ihrer Büschel bestünmte Schar \u^\\ sie 
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ist durch beliebige drei ihrer projektiven Büschel ebenso bestimmt, wie 
ein zenüischer Bündel durch drei seiner Ebenen oder eine Ebene durch 
drei ihrer Punkte, und wird deshalb eine lineare Mannigfaltigkeit 
genannt Verbindet man zwei Büschel von \u^\ durch eine Schar |wi| und 
sodann deren oo * Büschel mit einem beliebigen dritten Büschel von | u^ \ 
durch oo^ andere Scharen, so erhält man in diesen alle oo^ projek- 
tiven Büschel der Kongruenz. Zwei Scharen von ,tf^\ haben nämlich 
allemal einen Büschel gemein, weil die beiden Ebenenbüschel, die 
ihnen in einem beliebigen Bündel der Reihe \Si\ entsprechen, eine 
Ebene gemein haben. 

156. Jede der Mannigfaltigkeiten | S^ \ und | u^ kann als Erzeugerin 
oder Trägerin der anderen betrachtet werden; wir sagen deshalb, die 
beiden Mannigfaltigkeiten projektiver Grundgebilde „tragen" oder 
„stützen sich", oder sie „ruhen auf einander"*). Durch zwei beliebige 
der oc^ kollinearen Bündel der Reihe \Sj^\ sind beide Mannigfaltig- 
keiten zugleich mit der kubischen Raumkurve bestimmt (Seite 163 bis 
167); ebenso sind sie bestimmt durch drei beliebige projektive Büschel 
der Kongruenz |wj , die nicht in einer Schar [u^] enthalten sind. 



Regelflächen vierter Ordnung. 
Geometrische Verwandtschaften zweiten Grades. 

157. Durch projektive Ebenenbüschel zweiter Ordnung können 
drei verschiedene Arten von Regelflächen F^ vierter Ordnung erzeugt 
werden. Wir wissen, daß eine so erzeugte Regelfläche eine kubische 
Doppelpunktslinie k^ hat, und daß die sie doppelt berührenden Ebenen 
i. a, ein kubisches Ebenengewinde x* bilden (Seite 199). Wir rechnen 
die Fläche zur ersten Art, wenn k^ eine nicht zerfallende kubische 
Raumkurve ist, zur zweiten, wenn A* in einen Kegelschnitt und eine 
Gerade zerfällt, und zur dritten Art, wenn A* sich auf drei Gerade 
reduziert Das kubische Ebenengewinde x* kann sich bei einer sehr 
speziellen Fläche erster Art auf einen Büschel erster Ordnung dreifach 
berührender Ebenen reduzieren; es ist irreduzibel bei der allgemeinen 
Regelfläche erster Art; dagegen zerfällt es bei der Fläche zweiter oder 
dritter Art in zwei Ebenenbüschel erster und zweiter Ordnung bezw. 
in drei Ebenenbüschel erster Ordnung, wie sogleich bewiesen werden soll. 



♦) Über sich stützende lineare Mannigfaltigkeiten projektiver Grundgebilde ver- 
gleiche man meine Abhandlungen in Grelle, Journal fiir d. r. u. a. Mathematik, 
Bd. 104—108. 
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158. Wenn die Doppelpunktslinie fc* in drei Gerade SS\ w, v zer- 
fällt, von denen die beiden windschiefen u^ v konjugiert imaginär sein 
oder auch zusammenfallen können, so sind die Strahlen der Regel- 
fläche F^ in einer linearen Kongruenz enthalten. Sie werden aus den 
Punkten der Geraden SS' durch Ebenenbüschel zweiter Ordnung 
projiziert und von den durch SS' gehenden Ebenen in Kurven zweiter 
Ordnung geschnitten; alle diese Ebenenbüschel und Kurven aber sind 
zu einander projektiv (Seite 124). Wenn eine Gerade an zwei wind- 
schiefen Geraden u^ v hingleitet und dabei fortwährend einen Strahlen- 
kegel zweiter Ordnung berührt oder aber einen gegebenen Kegel- 
schnitt 9* schneidet, so beschreibt sie diese Art von Flächen vierter 
Ordnung. Die Geraden w, v sind, wie auch aus dieser Erzeugungsart 
sich leicht ergibt, Doppelpunktsgerade der Fläche F*; die mit w, v 
und der Ebene von 9* [bezw. dem Mittelpunkte des Kegels] inzidente 
Gerade SS' ist ein eigentlicher oder isolierter oder torsaler Doppel- 
strahl von F\ je nachdem sie zwei reelle oder zwei imaginäre Punkte 
oder einen Berührungspunkt mit 9* gemein hat Die doppelt berühren- 
den Ebenen dieser F^ bilden drei Ebenenbüschel erster Ordnung mit 
den Achsen SS\ w, i\ Die Ebenen von SS' schneiden F^ in Kegel- 
schnitten, die von u und v schneiden die Fläche in je zwei reellen 
oder imaginären Erzeugenden. Die Fläche F^ ist in 00^ Nullräumen 
sich selbst zugeordnet, also zu sich selbst reziprok; ihre Strahlen sind 
gemeinsame Nullstrahlen dieser Nullräume. 

159. Wenn die Doppelpunktslinie k^ in eine Gerade v und einen 
Kegelschnitt k^ zerfällt, die einen Punkt gemein haben (Seite 158), 
so sind die Strahlen der Regelfläche F^ in einer Kongruenz erster 
Ordnung zweiter Klasse enthalten; sie werden aus den Punkten von 
k^ durch projektive Ebenenbüschel zweiter Ordnung projiziert Gleitet 
an V und &■ eine Gerade entlang, indem sie einen Strahlenkegel zweiter 
Ordnung, dessen Mittelpunkt auf k^ liegt, fortwährend berührt, so be- 
schreibt sie diese Art von Fläehen vierter Ordnung. Ein Punkt von A-* 
oder V ist ein eigentlicher oder ein isolierter Doppelpunkt der Fläche i^, 
je nachdem er außerhalb oder innerhalb des Kegels liegt Die Ebenen 
des Büschels v berühren J^ doppelt; sie schneiden die Fläche in v und 
je zwei reellen oder konjugiert imaginären Strahlen, die mit v die 
beiden Berührungspunkte gemein haben. Auch die Ebenen, welche 
je zwei auf v sich schneidende Strahlen von J^* enthalten, berühren 
die Fläche in je zwei Punkten; sie schneiden F^ in projektiven Kegel- 
schnitten (vgl. Seite 198), durch welche die Regelfläche erzeugt werden 
kann, und bilden einen Ebenenbüschel zweiter Ordnung. Das kubische 
Gewinde x* der doppelt berührenden Ebenen zerfällt also in den 
Büschel V erster und diesen Büschel zweiter Ordnung, der mit v eine 
Ebene gemein hat Auch diese Art von Regelflächen vierter Ordnung 
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ist zu sich selbst dual, doch gibt es keinen NuUraum, worin ihre 
Strahlen sich selbst zugeordnet wären. 

160. Eine kubische Raumkurve AJ erzeugt mit einer zu ihr pro- 
jektiven Punktreihe u erster Ordnung i. a. eine Regelschar iZ* vierter 
Ordnung. Denn eine beliebige Gerade v schneidet höchstens vier 
Strahlen der Schar, weil von dem zu u Perspektiven Ebenenbüschel v 
höchstens vier Ebenen durch die entsprechenden Punkte von k\ gehen 
(Seite 172). Eine beliebig durch u gelegte Ebene enthält i. a. drei 
Strahlen der Schar, und diese schneiden sich entweder in drei Doppel- 
punkten oder in einem dreifachen Punkte der Regelfläche iZ*. Der 
Ort der Doppelpunkte von iZ* ist, wie eine genauere Untersuchung 
ergibt, i. a. eine kubische Raumkurve A;*, und die Regelschar besteht 
aus den mit der Geraden u inzidenten Bisekanten von k^. Wenn 
aber einer der zu A:J Perspektiven Ebenenbüschel erster Ordnung zu- 
gleich zu der Punktreihe u perspektiv ist, so hat die Regelfläche keine 
Doppelpunkte, sondern eine Reihe dreifacher Punkte, deren Ort die 
Achse b des Büschels ist Sie wird beschrieben von einer an AJ, u 
und einer Bisekante b von k\ entlang gleitenden Geraden, und je drei 
ihrer Strahlen, die mit u in einer Ebene liegen, schneiden sich in 
einem Punkte von 6. Diese Regelfläche enthält oo ^ projektive Raum- 
kurven dritter Ordnung, die alle mit der Punktreihe u die Regelschar 
erzeugen; sie gehen durch die oo^ gescharten Kollineationen, die u 
und b zu Leitgeraden haben, ineinander und in A;^ über. 

161. Soll zwischen zwei Punktfeldem iq, t[^ eine geometrische 
Verwandtschaft zweiten Grades hergestellt werden, so können zwei 
ihrer Dreiecke als „Hauptdreiecke" (d. h. deren Eckpunkte als homologe 
Hauptpunkte) einander zugeordnet und außerdem zwei einander ent- 
sprechende Punkte in den Feldern beliebig angenommen werden. Zu 
jedem Punkte von i) ist dadurch der entsprechende Punkt in t\^ ein- 
deutig bestimmt (Seite 212). 

162. Umschreibt man einem Dreiecke Kegelschnitte, welche ent- 
weder eine gegebene Gerade berühren oder eine Kurve zweiter Ord- 
nung, die durch zwei Eckpunkte des Dreiecks geht, oder eine Kurve 
dritter Ordnung, die durch zwei Punkte des Dreiecks geht und den 
dritten zum Doppelpunkt hat, oder endlich eine Kurve vierter Ordnung, 
die jeden Eckpunkt des Dreiecks zum Doppelpunkt hat: so werden 
je zwei dieser Kegelschnitte durch die übrigen projektiv aufeinander 
bezogen. Wird nämlich zwischen der Ebene der Kegelschnitte und 
einem anderen ebenen Felde eine quadratische Verwandtschaft so her- 
gestellt, daß die drei Hauptpunkte der Ebene mit den Eckpunkten des 
Dreiecks zusanunenfallen, so entsprechen jenen Kegelschnitten die Tan- 
genten einer Kurve zweiter Qrdnung. 

163. Wenn von fünf, einem Dreiecke UVW umbeschriebenen 
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Kegelschnitten vier gegeben sind, und der fünfte der Bedingung 
genügen soll, daß die vier ersteren ihn noch in vier harmonischen 
Punkten schneiden, so umhüllt er im allgemeinen eine gewisse Kurve 
vierter Ordnung, welche auch die vier ersten Kegelschnitte berührt und 
die Eckpunkte des Dreiecks UVW zu Doppelpunkten hat (Nr. 162). 

164. In quadratisch verwandten ebenen Feldern ij, tj^ können die 
Geraden von tj, denen in tji je eine Ellipse entspricht, leicht von den 
übrigen unterschieden werden, denen je eine Parabel oder Hyperbel 
entspricht Man suche in ij den Kegelschnitt a, welcher der unend- 
lich fernen Geraden s^ von tJi entspricht; einer beliebigen Geraden y 
von 1] entspricht alsdann in tQi eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
je nachdem g mit a keinen reellen Punkt, einen Punkt oder zwei 
Punkte gemein hat. 

165. Jedem Kegelschnitt, der dem Hauptdreieck des einen der 
quadratisch verwandten Felder t], tJi eingeschrieben ist, entspricht in 
dem andern Felde tj^ eine Kurve vierter Ordnung, welche die drei 
Hauptpunkte von tJi zu Rückkehrpunkten (Spitzen) hat Die Tangenten 
dieser drei Rückkehrpunkte schneiden sich in einem Punkte. Denn 
welche drei Geraden entsprechen ihnen in ij? 

166. Wenn als bekannt angenommen wird, daß eine ebene Kurve 
nt&c Ordnung mit einem Kegelschnitt im allgemeinen 2wPunkte gemein 
bat, so läßt sich hieraus leicht der Satz ableiten: Jeder Kurve wter Ord- 
nung eines Feldes ij entspricht in einem ihm quadratisch verwandten 
Felde ti^ eine Kurve 2nter Ordnung; wenn aber die erstere Kurve 
einmal oder mehrmals durch einen Hauptpunkt von tj geht, so enthält 
die letztere ebenso oft die entsprechende Hauptgerade von iji und 
zerfällt in diese Hauptgerade und eine Kurve niedrigerer Ordnung. 

167. Wenn zwei quadratisch verwandte Felder die Punkte ihrer 
Schnittgeraden entsprechend gemein haben, so liegen auf dieser Geraden 
zwei einander zugeordnete Hauptpunkte der Felder (Seite 212). Die 
Verbindungsstrahlen homologer Punkte schneiden dann die beiden 
Verbindungsstrahlen der übrigen Paare zugeordneter Hauptpunkte. 
Diesen besonderen Fall der quadratischen Verwandtschaft hat Jacob 
Steiner*) mit gewohnter Meisterschaft eingehend untersucht 

*) Steiner, Systematische Entwiokelmig, Berlin 1882, Seite 251—295; Ge- 
sammelte Werke, Berlin 1881/82, Bd. I, Seite 407—489. 
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Lineare Strahlenkomplexe. Projektive Erzeugung 
quadratischer Strahlenkomplexe. 

168. Ein linearer Strahlenkomplex T hat mit einer Regelschar iZ* 
zweiter Ordnung, die nicht in ihm enthalten ist, i. a. zwei Strahlen 
gemein; diese schneiden die Gerade ^f^, die durch F einem beliebigen 
Leitstrahle g von R^ zugeordnet ist (Seite 113). Wenn nun T einen 
Büschel linearer Komplexe beschreibt, von denen keiner die Schar R^ 
enthält, so beschreibt g^ eine den Strahl g enthaltende Eegelschar iJJ 
zweiter Ordnung (Seite 135). Die beiden Flächen zweiter Ordnung, 
auf denen R^ und iJf liegen, haben außer der Geraden g eine kubische 
Eaumkurve k^ gemein, und zwar besteht iZf aus Bisekanten, R* aber 
aus ünisekanten von k^. Durch die eigentlichen Bisekanten der Schar 
R\ werden aber die Punkte von k^ und die Strahlen der zu k^ Per- 
spektiven Regelschar R^ involutorisch gepaart (Seite 174) und zwar 
die Strahlen so, daß jedes Strahlenpaar von R^ in einem Komplexe 
des Büschels enthalten ist Kurz: 

„Die Regelschar iZ* zweiter Ordnung hat mit den oo^ linearen 
„Komplexen eines Komplexbüschels i. a. je ein Strahlenpaar einer 
„Involution gemein" (J olles*). 
Ist die Involution hyperbolisch, so wird die Schar R^ in ihren Doppel- 
strahlen von zwei Komplexen des Büschels berührt 

169. Zwei projektive Ebenenbüschel mit windschiefen Achsen w, u^ 
bestimmen einen linearen Strahlenkomplex. Dieser besteht aus den 
Geraden, welche die beiden Büschel in je zwei involutorisch liegenden 
Punktreihen schneiden, und durch ihn sind je zwei Gerade aßj und 
ttjß einander zugeordnet, in denen zwei Paar homologe Ebenen aa^ 
und ß ßi der Büschel sich wechselsweise schneiden (I. Abt, Seite 86). 
Der Komplex enthält u. a. die Achsen w, % und die von den Büscheln 
erzeugte Regelschar. 

170. Sind ein zentrischer Bündel S und ein ebenes Feld a korre- 
lativ so aufeinander bezogen, daß sie die Strahlen eines Büschels (5, a) 
erster Ordnung entsprechend gemein haben, so bestimmen sie einen 
linearen Strahlenkomplex, der ihre homologen Elemente einander zu- 
ordnet Der Komplex besteht aus den Strahlen, die je zwei homologe 
Strahlen von S und c schneiden, oder die durch je einen Punkt P 
von a gehen und in der entsprechenden Ebene tc von S liegen. 

171. Zwei projektive Komplexbüschel erzeugen einen Strahlen- 
komplex zweiten Grades. Dieser quadratische Komplex enthält alle 



*) Jolles im Arohiv für Math. u. Physik» III. ßeihe, Bd. 9, Seite 804. 
Beye, Qeometrie der Lage. n. 4. Aufl. 20 
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Strahlen, die in je zwei homologen Komplexen der Büschel liegen; 
er kann demnach durch eine lineare Strahlenkongruenz beschrieben 
werden. Die Nullpunkte einer Ebene •») bezüglich homologer Kom- 
plexe der beiden Büschel sind homologe Punkte projektiver Punkt- 
reihen erster Ordnung (Seite 135); diese Punktreihen aber erzeugen 
i. a. einen Strahlenbüschel zweiter Ordnung, welcher ans den in tj 
liegenden Strahlen des quadratischen Komplexes besteht. Die durch 
einen beliebigen Punkt gehenden Strahlen des quadratischen Kom- 
plexes bilden ebenso i. a. einen Strahlenkegel zweiter Ordnung; sie 
werden erzeugt durch die projektiven Nullebenenbüschel, welche 
dem Punkte durch die projektiven Komplexbüschel zugeordnet sind 
(Seite 135). 

172. Der quadratische Strahlenkomplex geht durch die linearen 
Trägerkongruenzen der beiden projektiven Komplexbüschel; denn jeder 
Strahl dieser Kongruenzen liegt in zwei homologen Komplexen der 
Büschel Die beiden Kongruenzen oder zwei Paar durch sie gehende 
Komplexe der Büschel können zwei windschiefe Gerade gemein haben, 
diese aber sind „Doppelstrahlen" des quadratischen Komplexes. Der 
quadratische Komplex enthält zwei Scharen linearer Kongruenzen, 
ähnlich wie ein einschaliges Hyperboloid zwei Scharen von Geraden 
enthält (Nr. 178). Jede der beiden Scharen kann durch projektive 
Komplexbüschel erzeugt werden, deren Träger zwei beliebige Kon- 
gruenzen der anderen Schar sind; alle ihre linearen Kongruenzen 
gehen durch die Doppelstrahlen des quadratischen Komplexes. 

173. Wenn einer der projektiven Komplexbüschel einen speziellen 
Komplex enthält, so bildet dessen Leitgerade mit der Geraden, die ihr 
durch den entsprechenden Komplex des andern Büschels zugeordnet 
ist, die beiden Leitgeraden der linearen Kongruenz, welche diese homo- 
logen Komplexe miteinander gemein haben. Jede Leitgerade einer 
Kongruenz der einen Schar ist demnach zugleich Leitgerade einer 
Kongruenz der anderen Schar. Alle Punkte der Leitgeraden aber 
sind „singulare" Punkte des quadratischen Komplexes, d. h. ihre Kom- 
plexkegel zerfallen in je zwei Strahlenbüschel erster Ordnung; die 
Ebenen der Leitgeraden sind „singulare" Ebenen des quadratischen 
Komplexes und enthalten von ihm je zwei Strahlenbüschel erster Ord- 
nung. Der Ort der singulären Punkte und Ebenen des quadratischen 
Komplexes ist also zugleich der Ort der Leitgeraden seiner hyper- 
bolischen linearen Kongruenzen. Weiter unten (Nr. 176) wird sich 
ergeben, daß diese geradlinige Singularitätenfläche von der vierten 
Ordnung und der vierten Klasse ist Jeder auf ihr liegenden Leit- 
geraden sind zwei andere Leitgerade zugeordnet; durch diese gehen 
die Ebenen der beiden Strahlenbüschel, in welche der Komplexkegel 
eines beliebigen Punktes jener Leitgeraden zerfällt. Sind die beiden 
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Doppelstrahlen des quadratischen Komplexes reell, so schneiden sie 
die oo * Leitgeraden seiner linearen Kongraenzen, weil sie gemeinsame 
Strahlen der Kongruenzen sind. — Der Achsenkomplex einer Fläche 
zweiter Ordnung ist ein besonderer Fall dieses quadratischen Kom- 
plexes. 

174. Durch zwei „korrelative" Komplexbündel sind jeder Ebene 
zwei korrelative Felder von Nullpunkten zugeordnet, jedem Punkte 
aber zwei korrelative Bündel von Nullebenen (vgl Seite 154). Jedem 
Komplexe des einen Bündels entspricht ein Komplexbüschel des anderen, 
zugleich aber die lineare Trägerkongruenz dieses Büschels. Jedem Kom- 
plexbüschel des einen Bündels entspricht ein Komplex des anderen; 
zugleich entspricht jedem seiner Komplexe eine lineare Kongruenz in 
diesem Komplexe. 

175. Zwei korrelative Komplexbündel erzeugen einen Strahlen- 
komplex zweiten Grades.*) Dieser geht durch jeden Strahl, den ein 
beliebiger Komplex des einen Bündels mit der entsprechenden linearen 
Kongruenz des anderen gemein hat, kann also durch eine Regelschar 
beschrieben werden (vgl. Seite 153); er enthält auch die beiden Regel- 
scharen, welche die Komplexe je eines der beiden Bündel etwa mit- 
einander gemein haben. Die in einer Ebene liegenden Strahlen des 
quadratischen Komplexes bilden einen Strahlenbüschel zweiter Ord- 
nung (Seite 89); seine durch einen Punkt gehenden Strahlen bilden 
einen Strahlenkegel zweiter Ordnung, den „Komplexkegel" des Punktes. 
Die Komplexkegel „singulärer" Punkte und die Komplexstrahlenbüschel 
„singulärer" Ebenen des quadratischen Komplexes zerfallen in je zwei 
Strahlenbüschel erster Ordnung. 

176. Durch eine beliebige Gerade jr gehen höchstens vier singu- 
lare Ebenen, und auf ihr liegen höchstens vier singulare Punkte des 
quadratischen Komplexes. Die Komplexkegel dreier Punkte von g 
haben nämlich höchstens acht Punkte gemein, wie in der dritten 
Abteilung des Buches bewiesen wird; die Ebenen aber, welche diese 
acht Punkte mit g verbinden, sind singulare Ebenen, weil von ihren 
Komplexstrahlen drei und folglich unendlich viele durch jeden der 
acht Punkte gehen, und sie fallen paarweise zusammen, weil eine 
singulare Ebene zwei Büschel von Komplexstrahlen enthält Der zweite 
Teil des Satzes wird analog bewiesen. 

177. Ein Komplexgebüsch kann auf einen Punktraum 2 projektiv 
so bezogen werden, daß jedem seiner Komplexe ein Punkt von 2 



♦) Daß jeder quadratische Strahlenkomplex auf unendlich viele Arten durch 
zwei korrelative Eomplexbündel erzeugt werden kann, hat zuerst Herr Friedrich 
Schur in seiner Inaugural-Dissertation („Geometr. Untersuchungen über Strahlen- 
komplexe ersten und zweiten Grades", Berlin 1879) bewiesen. 

20* 
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entspricht, jedem seiner Komplexbüschel aber eine zu ihm projektive 
Punktreihe erster Ordnung, und jedem seiner Komplexbündel ein zu 
ihm projektives ebenes Feld. Um diese projektive Beziehung herzu- 
stellen, kann man irgend zwei Komplexbtindel des Gebüsches auf zwei 
Felder von S projektiv so beziehen, daß jedem gemeinsamen Komplexe 
der Bündel ein gemeinsamer Punkt der beiden Felder entspricht (vgl. 
Seite 23). Oder man kann fünf Komplexen des Gebüsches, von denen 
keine vier in einem Bündel liegen, die Eckpunkte eines windschiefen 
Fünfecks im Räume S als entsprechende Punkte zuweisen; auch hier- 
durch ist die projektive Beziehung eindeutig bestimmt Der lineare Kom- 
plex, dessen Strahlen einer beliebigen Geraden ^r durch die oo* Komplexe 
des Gebüsches zugeordnet werden (Seite 149), wird zugleich mit dem 
Gebüsch projektiv auf S bezogen und zwar in der früher (Seite 132) 
angegebenen Weise. Nämlich einem beliebigen seiner Strahlen ent- 
spricht ein Komplex des Gebüsches und damit ein und nur ein Punkt 
von S; dem Strahle g aber entsprechen alle durch ihn gehenden 
Komplexe des Gebüsches und damit alle Punkte einer Ebene von 2, 
Zwei zu einem Punktraum projektive Komplexgebüsche sind selbst 
projektiv; ihre projektive Beziehung ist i. a. eindeutig bestimmt, wenn 
in ihnen fünf Paar homologe Komplexe willkürlich angenommen werden. 
Zwei zu korrelativen Bäumen projektive Komplexgebüsche mögen selbst 
„korrelativ" heißen; jedem Komplexe des einen entspricht ein Komplex- 
bündel des anderen. 

178. Sind ein Komplexgebüsch und der Punktraum 2 projektiv 
aufeinander bezogen, so entspricht jedem Punkte von 2 ein Komplex 
des Gebüsches, jeder Geraden ein Komplexbüschel und dessen lineare 
Trägerkongruenz; jeder Ebene von 2 entspricht ein Komplexbündel 
und zugleich die Regelschar, welche die Komplexe des Bündels etwa 
miteinander gemein haben (Seite 153). Den Berührungsebenen einer 
Fläche zweiter Klasse von 2 entsprechen doppelt unendlich viele Regel- 
scharen in dem Gebüsche, und zwar liegen diese in einem quadratischen 
Strahlenkomplexe. Denn wie die Fläche durch korrelative Felder, so 
kann dieser quadratische Komplex durch korrelative Komplexbündel 
erzeugt werden. Haben die Komplexe des Gebüsches zwei reelle 
Sti'ahlen gemein, so sind diese zwei Doppelstrahlen des quadratischen 
Komplexes. Der Komplex enthält zwei Scharen linearer Kongruenzen, 
wenn die entsprechende Fläche zwei Scharen von Geraden enthält 
Der quadratische Komplex, welchen zwei projektive Komplexbüschel 
erzeugen (Nr. 171), gehört hierher, weil die beiden Büschel durch 
ein Komplexgebüsch verbunden werden können. Den speziellen Kom- 
plexen des Gebüsches entsprechen im Räume 2 die Punkte einer 
Fläche zweiter Ordnung. 

179. Zwei korrelative Komplexgebüsche erzeugen einen quadra- 
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tischen Strahlenkomplex. Jeder Komplex des einen Gebüsches ent- 
spricht nämlich einem Komplexbündel des andern und hat mit dessen 
oo* Komplexen i. a. zwei reelle oder konjugiert imaginäre Strahlen 
gemein; der Ort dieser beiden Strahlen ist ein quadratischer Komplex, 
welcher die gemeinsamen Strahlen der Komplexe eines jeden der 
beiden Gebüsche enthält 

Daß in der Tat die Strahlen dieses Komplexes in einer beliebigen 
Ebene ij einen Büschel zweiter Ordnung bilden, ergibt sich wie folgt 
Durch zwei Strahlen eines Büschels 8 erster Ordnung in •») gehen von 
dem einen Gebüsche die oo^ Komplexe eines Komplexbüschels; diesem 
aber entspricht in dem anderen Gebüsche ein Büschel, von dessen 
Träger ein Strahl s^ in tj liegt Durch einen Strahl e von S gehen 
von dem ersteren Gebüsche die oo* Komplexe eines Bündels, und 
diesem entspricht in dem anderen Gebüsche ein durch s^ gehender 
Komplex, welcher der Ebene tj einen auf s^ liegenden Nullpunkt E^ 
zuweist Die Ebene i) wird demnach durch die beiden korrelativen 
Komplexgebüsche korrelativ auf sich selbst bezogen, indem in ihr 
jedem Punkte S ein Strahl «i, jeder durch S gehenden Geraden e 
aber ein auf s^ liegender Punkt E^ zugewiesen wird. In dem er- 
zeugten quadratischen Komplexe liegen nur die Strahlen s^ von tj, 
welche durch ihre homologen Punkte S gehen, und diese bilden einen 
Büschel zweiter Ordnung (Seite 89). — Jeder quadratische Strahlenkom- 
plex kann durch zwei korrelative Komplexgebüsche erzeugt werden. 

180. Um zwei Komplexwälder projektiv aufeinander zu beziehen, 
kann man zwei Komplexgebüsche des einen auf zwei Gebüsche des 
anderen projektiv so .beziehen, daß jedem gemeinschaftlichen Komplexe 
der ersteren ein gemeinschaftiicher Komplex der letzteren Gebüsche 
entspricht Die projektive Beziehung der beiden Komplexwälder ist 
dadurch eindeutig bestimmt Sie ist, wie hieraus folgt, auch dann 
eindeutig bestimmt, wenn in den beiden Komplexwäldem sechs Paar 
homologe Komplexe willkürlich angenommen werden. 

Die Gesamtheit aller oo* linearen Strahlenkomplexe kann auf 
sich selbst projektiv bezogen werden, so daß jedem Komplexbüschel, 
-bündel, u. s. w. ein zu ihm projektiver Komplexbüschel, -bündel, u. s. w. 
entspricht Diese projektive Beziehung ist eindeutig bestimmt, wenn 
sieben Paar homologe Komplexe beliebig gegeben sind. Die Mannig- 
faltigkeit der oo* linearen Komplexe kann auch korrelativ auf sich 
selbst bezogen werden, insbesondere so, daß jedem Komplexwalde sein 
Stammkomplex als entsprechender Komplex zugewiesen wird. 

181. Zwei korrelative Komplexwälder erzeugen einen quadratischen 
Strahlenkomplex. Dieser ist der Ort eines Strahles, welchen die oo* 
Komplexe eines Gebüsches des einen Komplex wald es mit dem ent- 
sprechenden Komplexe des anderen gemein haben. Da durch zwei 
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Strahlen einer Ebene tj die (X)^ Komplexe eines Bündels des einen 
Komplexwaldes gehen, diesem Bündel aber ein Komplexbüschel des 
anderen entspricht, so kann der Satz ganz ebenso wie ein früherer 
(Nr. 179) bewiesen werden. Der erzeugte quadratische Komplex ist 
der allgemeine. 

182. In zwei korrelativen Mannigfaltigkeiten von je oc* linearen 
Komplexen gibt es i. a. vierfach unendlich viele Komplexe, die in ihren 
entsprechenden Komplexwäldern liegen. Sie bUden eine „quadratische'^ 
Mannigfaltigkeit vierter Stufe, weil ein beliebiger Komplexbüschel L a. 
zwei von ihnen enthält. Werden nämlich in dem Büschel je zwei Kom- 
plexe einander zugewiesen, von denen der eine in der einen Mannigfaltig- 
keit fünfter Stufe, der andere aber in dem entsprechenden Komplexwald 
der anderen Mannigfaltigkeit liegt, so wird dadurch der Büschel pro- 
jektiv auf sich selbst bezogen, und nur seine beiden sich selbst ent- 
sprechenden Komplexe liegen in ihren homologen Komplexwäldem. 
Die Korrelation ist eine polar-involutorische, durch die quadratische 
Mannigfaltigkeit bestimmte, wenn von irgend sechs in keinem Komplex- 
wald liegenden Komplexen jeder dem Komplexwald entspricht, der 
die fünf übrigen verbindet Jedem linearen Komplexe F sind in 
diesem Falle oc* andere Komplexe „konjugiert" bezüglich der quadra- 
tischen Mannigfaltigkeit; diese Komplexe bilden den Komplex wald, 
welcher dem Komplexe F entspricht, und sind i. a. durch je zwei 
Komplexe der quadratischen Mannigfaltigkeit harmonisch von F 
getrennt. Nur die Komplexe der quadratischen Mannigfaltigkeit sind 
sich selbst konjugiert. 

183. Eine besonders wichtige quadratische Mannigfaltigkeit vierter 
Stufe bilden die speziellen Komplexe. Die zu dieser Mannigfaltigkeit H 
gehörige polare Korrelation ordnet jedem Komplexwalde seinen Stamm- 
komplex zu und jedem Gebüsche, Bündel oder Büschel linearer Kom- 
plexe seinen Stammbüschel, Stammbündel bezw. sein Stammgebüsch. 
Zwei Komplexe sind konjugiert bezüglich if, wenn sie für ein- 
ander nullinvariant sind (vgl. Seite 145), und umgekehrt Nur die 
speziellen Komplexe sind sich selbst konjugiert. 

184. Die Leitgeraden der oo^ speziellen Komplexe einer von H 
verschiedenen quadratischen Mannigfaltigkeit vierter Stufe bilden einen 
quadratischen Strahlenkomplex. Ein Strahlenbüschel erster Ordnung ent- 
hält nämlich i. a. zwei dieser Leitgeraden, weil die speziellen Komplexe, 
aus deren Leitgeraden er besteht, einen Komplexbüschel büden, und 
weil dieser i. a. zwei Komplexe des quadratischen Gewebes enthält 
Durch die speziellen Komplexe, deren Leitgeraden einen beliebigen 
quadratischen Komplex ausmachen, gehen, me sich zeigen läßt, außer H 
unendlich viele andere quadratische Komplexmannigfaltigkeiten vierter 
Stufe. Aus deren Polarentiieorie aber lassen sich die wichtigsten Eigen- 
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schatten des quadratischen Komplexes ableiten*). Wir begnügen uns 
damit, vier verschiedene projektive Erzeugungen des allgemeinen quadra- 
tischen Strahlenkomplexes hier angegeben zu haben. 



Achsenkomplex und Fokalkomplex der Fläche 
zweiten Grades. Reziproke Pole und Ebenen. 

185. Die oo * Achsen eines polaren Raumes, deren Pole in einer 
Ebene ic liegen, sind die Biplanaren eines parabolischen kubischen 
Ebenengewindes, das aus den Schmiegungsebenen einer Saumparabel 
besteht Sie werden nämlich erzeugt durch das ebene Feld % und 
das unendlich ferne Feld, wenn dieses kollinear so auf % bezogen ist, 
daß jeder Punkt E von % dem unendlich fernen Punkte der von ihm 
auf seine Polarebene e gefällten Normale entspricht Das kubische 
Ebenengewinde besteht aus den oo* Ebenen, die durch je eine in ic 
gelegene Achse gehen und bezw. zu deren Polare normal sind; es ent- 
hält die Ebene tc, die Hauptebenen des Achsenkomplexes imd die 
Symmetrieebenen des polaren Bündels, der den Pol von ic zum Mittel- 
punkt hat und in dem polaren Raum enthalten ist Seine Ebenen 
bilden oc* Polarte traed er des polaren Raumes (Seite 207) und oo* 
orthogonale Dreiflache (vgl. Seite 98 und 180). Die Mittelpunkte dieser 
Dreiflache liegen auf einem Durchmesser des polaren Raumes; die 
oo^ Polartetraeder sind einer kubischen Raumkurve eingeschrieben. 

186. Ton den zu einer Ebene e parallelen Achsen einer Fläche F* 
Zweiten Qrades liegen die Pole auf einer Durchmesserebene Sj der 
Fläche. Denn die Polarebenen dieser Pole sind zu den zugehörigen 
Achsen und daher zu e normal (Seite 215); sie gehen also durch einen 
unendlich fernen Punkt, und Sj ist. dessen Polarebene. Die Durch- 
messerebene Sj ist den zu e normalen Ebenen konjugiert, und jeder 
Punkt von e^ ist Pol einer zu e parallelen Achse. . 

187. Der Ort der Pole alier in der Ebene e liegenden Achsen 
von F^ ist eine Gerade e^, die Polare des konjugierten Normalstrahles 
der Ebene; denn die Polarebenen dieser Pole sind zu e konjugiert 
und normal. In der Geraden e^ wird e von der Durchmesserebene e^ 
geschnitten, deren unendlich femer Pol in den zu e normalen Ebenen 
liegt. Wenn e zu einer Symraetrieebene der Fläche F* normal ist, 

♦) Vgl. meine analytisch-geometrischen Arbeiten in Grelle, Journal f. Math. 
Bd. 95, 97, 98. 
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SO gilt demnach das gleiche von Sj und e, . In der beliebigen Ebene e 
liegen i. a. zwei Normalen der Fläche F^\ ihre Fußpunkte sind die 
Schnittpunkte von F^ mit der Geraden ßj, sie können zugleich mit 
den beiden Normalen imaginär sein oder zusammenfallen. 

188. Wenn sich die Ebene e dreht um eine Gerade g^ so be- 
schreibt die Durchmesserebene e, einen Büschel g^^ dessen Achse den 
zu g normalen Ebenen konjugiert ist; die Ebenenbüschel g^ g^ aber 
sind projektiv und erzeugen als Ort der Geraden ee^ oder e^ eine 
Kegel- oder Eegelfläche zweiter Ordnung, je nachdem g eine Achse 
der Fläche F* ist oder nicht Zum Beweise diene die Bemerkung, 
daß der Pol von Sj eine unendlich ferne, zu den Büscheln ^, g^ 
projektive Pimktreihe beschreibt, und daß die Gerade g mit dem Durch- 
messer g^ nur einen solchen Punkt gemein haben kann, dessen Polar- 
ebene zu g normal ist. 

189. Die Pole aller mit einer Geraden g inzidenten Achsen der 
Fläche F^ liegen demnach mit g auf einer Fläche ö* zweiter Ord- 
nung. Diese geht durch den Durchmesser von jP*, welcher den zu g 
normalen Ebenen konjugiert ist, und enthält von jeder Symmetrieebene 
der F^ eine Normale (Nr. 187). Sie ist i. a. eine Regelfläche und 
nur dann eine Kegelfläche, wenn g eine Achse der Fläche F^ ist 
(Nr. 188); ihre Schnittlinie mit F^ enthält die Fußpunkte aller mit g 
inzidenten Normalen von F^, Diese Schnittlinie hat mit der Ebene 
eines Kegelschnittes von F^ höchstens vier Punkte gemein. Daraus 
folgt: Eine Normale der Fläche F^ zweiten Grades beschreibt eine 
Fläche vierter Ordnung, wenn ihr Fußpunkt auf F^ einen Kegelschnitt 
beschreibt 

190. Die Pole aller mit zwei Geraden g^ h inzidenten Achsen der 
Fläche F* liegen auf der Schnittlinie von zwei Flächen G*, H^ zweiter 
Ordnung, also auf einer Raumkurve vierter Ordnung erster Art (Nr. 97). 
Diese Raumkurve geht (Nr. 189) durch die unendlich fernen Pole der 
Symmetrieebenen und durch den Mittelpunkt von i^*; ihre Schnitt- 
punkte mit F^ sind die Fußpunkte von je einer mit g und h inzidenten 
Normale von FK Die Geraden ^, h werden i. a. von höchstens acht 
Normalen der Fläche jP* geschnitten (Chasles), und zwar sind deren 
Fußpunkte acht assoziierte Punkte als die Schnittpunkte von drei 
Flächen F*, 0\ ü« zweiter Ordnung (Nr. 97). 

191. Wenn die Geraden ^r, ä in einer Ebene e liegen, so haben 
die beiden Flächen Ö*, H^ eine Gerade e^ von e gemein, und ihre 
Schnittlinie zerfällt in e^ und eine kubische Raumkurve k\ Der Ort 
der Pole aller in e liegenden Achsen von F^ ist die Gerade e^; die 
Pole der übrigen mit g und h inzidenten Achsen, derjenigen also, 
welche durch den Schnittpunkt P von g und h gehen, liegen auf der 
Raumkurve ä*. Daraus folgt: 
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Die Pole aller durch einen Punkt P gehenden Achsen der Fläche 
F^ liegen auf einer kubischen Raumkurve k^ (vgl. Seite 218); diese 
verbindet P mit den unendlich fernen Polen der Symmetrieebenen 
und mit dem Mittelpunkte von F^ (Nr. 190). Die Schnittpunkte von 
k^ mit F^ sind die Pußpunkte von je einer durch P gehenden Normale 
der Fläche i^*, und es gibt deren i. a. höchstens sechs (vgl. Nr. 190). 
Die Normalen einer Fläche zweiter Ordnung bilden also eine Strahlen- 
kongruenz sechster Ordnung zweiter Hasse. 

192. Die Hauptnormalebenen der Fläche F^ umhüllen eine Fläche 
** vierter Klasse; durch eine beliebige Gerade g gehen höchstens vier 
von ihnen. Nämlich in den Fußpunkten der beiden Normalen von F\ 
w^elche mit g in irgend einer Ebene e liegen, wird F^ von der Polare e^ 
des zu e konjugierten Normalstrahles e geschnitten (Nr. 187), und nur 
dann fallen diese beiden Normalen zusammen und wird e eine Haupt- 
normalebene, wenn e^ die Fläche F^ berührt, also mit e den Berührungs- 
punkt gemein hat Wenn aber t y\m g sich dreht, so beschreiben die 
reziproken Polaren Cj, e im allgemeinen zwei projektive Regelscharen, 
und in diesen gibt es höchstens vier Paar sich schneidende homologe 
Strahlen (I. Abt., Seite 140). Also gehen durch g in der Tat höchstens 
vier Hauptnormalebenen von F^, — Es läßt sich zeigen, daß die von 
den Hauptnormalebenen umhüllte Fläche vierter Klasse der Ort der 
Krümmungsmittelpunkte von F^ ist und jede Normale der Fläche F* 
in den zugehörigen beiden Krümmungsmittelpunkten, also doppelt be- 
rührt 

193. Die beiden Pole JF, E^ von zwei reziprok polaren Achsen e, e^ 
der allgemeinen Fläche zweiter Ordnung F^ nenne ich „reziproke Pole", 
ihre Polarebenen e, e^ aber „reziproke Ebenen". Zu jedem Punkte E 
des Baumes gibt es einen reziproken Pol E^ in Bezug auf i^*, zu 
jeder Ebene s eine reziproke Ebene e^; die Punkte und Ebenen des 
Raumes sind involutorisch gepaart durch die reziprok polaren Achsen 
von F^. Die oo* Strahlen, welche je zwei reziproke Pole E^ E^ ver- 
binden, bilden einen Komplex; zu ihm ist polar der Komplex der oo* 
Strahlen, in denen sich je zwei reziproke Ebenen schneiden. Liegt E 
und damit e in einer Symmetrieebene 7 von JP"*, so fällt E^ mit dem 
unendlich fernen Pole von y zusammen ; liegt E mit e unendlich fem, 
so ist E^ der Mittelpunkt von F^^ der Pol der unendlich fernen 
Ebene. Der Komplex der Yerbindungsgeraden reziproker Pole enthält 
demnach alle zu einer beliebigen Symmetrieebene von F^ normalen 
Geraden und alle Durchmesser der Fläche -P*. Die reziproken Ebenen e, Sj 
sind zu einander und bezw. zu den Achsen e, e^ konjugiert und nor- 
mal, sie gehen bezw. durch Cj, e. Die Gerade esj schneidet demnach 
die reziprok polaren Achsen e, e^ rechtwinklig und enthält deren 
kürzesten Abstand. Sie ist die Polare der Geraden EE^^ welche die 
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Pole von e und e^ verbindet Wenn e und e^ sieh schneiden, also 
die Fläche F^ in ihrem Schnittpunkte berühren, so sind e und Sj 
die beiden Hauptnormalebenen von i^* in diesem Punkte, und csj 
ist eine Normale der Fläche. Der Komplex der Schnittstrahlen rezi- 
proker Ebenen enthält demnach alle Normalen von jP*, außerdem alle 
Geraden der Symmetrieebenen und der unendlich fernen Ebene. 

194. Wenn von den reziproken Polen E^ E^ der eine sich auf 
einer Geraden g bewegt, die zu einer Symmetrieebene y von F^ normal 
ist, so beschreibt auch der andere eine zu y normale Gerade g^\ die 
beschriebenen Punktreihen g^ g^ aber sind projektiv. Sind nämlich 
P, Pj die Schnittpunkte von y mit den reziprok polaren Achsen e, e^. 
und IC, TCj die zu Y normalen Polarebenen dieser Punkte, so liegt e 
in iCj und ßj in tc; wenn aber e in iCi den Büschel P beschreibt, so 
beschreibt e^ in % den zu P projektiven Büschel P^. Zugleich be- 
wegen sich (Nr. 187) die beiden Pole E^ E^ von e und e^ auf zwei 
zu Y normalen Geraden, wie der Satz behauptet 

195. Wenn von den reziproken Polen E^ E^ der eine sich auf 
einem Durchmesser d bewegt, so beschreibt auch der andere einen 
Durchmesser rfj; die so beschriebenen Pimktreihen rf, d^ sind projektiv 
und im Falle des Paraboloides ähnlich und perspektiv. Sind nämlich 
D, D^ die unendlich fernen Punkte der reziprok polaren Achsen 
€, e^, und 5, \ die Durchmesserebenen, welche bezw. D und D^ zu 
Polen haben, so liegt e in 5, und e»! in 8; wenn aber e m \ den 
Parallelstrahlenbüschel D beschreibt, so beschreibt e^ in S den zu D 
projektiven Parallelstrahlenbüschel D^, Bei dieser Verschiebung bleiben 
e und e^ zwei Achsen, und ihre Pole J?, E^ beschreiben projektive 
Punktreihen in zwei Durchmessern d, d^ (Seite 220), wie der Satz 
behauptet; im Falle des Paraboloides aber entsprechen die unendlich 
fernen Geraden der Büschel Z>, D^ und die unendlich fernen Punkte 
von d, dj einander, und letztere fallen zusammen. 

196. Eine beliebige Ebene 9 ist zu unendlich vielen reziprok 
polaren Achsen parallel; diese bilden i. a. zwei projektive Parallel- 
strahlenbüschel, die in zwei konjugierten Durchmesserebenen liegen 
(Nr. 195). Jede Achse eines Kegelschnittes von jP*, dessen Ebene 
zu 9 parallel ist, läuft nebst ihrer Polare zu 9 parallel (Seite 216). 
Die orthogonalen Projektionen dieser Achsen in 9 bilden zwei pro- 
jektive Parallelstrahlenbüschel, die eine gleichseitige Hyperbel erzeugen; 
die Geraden der kürzesten Abstände dieser reziprok polaren Achsen 
bilden folglich einen gleichseitig hyperbolischen Strahlenzylinder und 
sind zu 9 normal. Eine Ausnahme tritt ein, wenn 9 zu der Ebene 
eines Kreises von F^ parallel ist Dann nämlich ist 9 zu zweifach 
unendlich vielen reziprok polaren Achsen parallel, und diese schneiden 
den zu 9 konjugierten Durchmesser; die zu 9 normalen Geraden der 
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kürzesten Abstände dieser Achsen aber bilden nicht bloß einen Strahlen- 
zylinder, sondern einen Strahlenbündel. 

197. Die unendlich fernen Punkte reziprok polarer Achsen bilden 
die Punktepaare eines quadratisch involutorischen Feldes. In diesem 
sind zwei unendlich ferne Punkte einander zugeordnet, wenn sie in 
zwei normalen Richtungen liegen und bezüglich der Fläche F^ kon- 
jugiert sind. Den Punkten einer unendlich fernen Geraden sind folg- 
lich die Punkte eines unendlich fernen Kegelschnittes zugeordnet, der 
die Pole der Symmetrieebenen enthält. Die Schnittpunkte reziprok 
polarer Achsen mit einer beliebigen Symmetrieebene y bilden eben- 
falls Punktepaare eines quadratisch involutorischen Feldes; in diesem 
sind je zwei Punkte einander zugeordnet, die in Bezug auf F^ und 
bezüglich des in y liegenden Fokalfeldes von F^ konjugiert sind. 

198. Wenn von den reziproken Polen E^ E^ der eine sich in 
einer Ebene 9 bewegt, die zu zwei Synmietrieebenen y, Yi und damit 
zu einer Hauptachse yy^ von F^ normal ist, so beschreibt auch der 
andere eine zu dieser Hauptachse normale Ebene 91. (Folgt aus Nr. 194.) 
Die zu der Hauptachse normalen Ebenen bUden eine lavolution, und 
zwar können je zwei einander zugeordnete Ebenen dieser Involution 
ebenso vrie 9 und 9^ durch zwei reziproke Pole beschrieben werden. 
(Folgt aus Nr. 194 und 195.) Die unendlich ferne Ebene ist in dieser 
Involution der zur Hauptachse yy^ normalen dritten Symmetrieebene 
(Nr. 193), im Falle des Paraboloides aber sich selbst zugeordnet. 

199. Wenn einer der reziproken Pole E^ E^ eine Durchmesser- 
ebene beschreibt, die zu einer Symmetrieebene y normal ist, so be- 
schreibt auch der andere eine zu y normale Durchmesserebene; die 
zu y normalen Durchmesserebenen sind auf diese Art paarweise ein- 
ander zugeordnet und büden eine Involution. (Folgt aus Nr. 194 
und 195.) Im Falle der zentrischen Fläche zweiter Ordnung fällt die 
Achse dieser Ebeneninvolution mit der zu y normalen Hauptachse 
zusammen; im Falle des Paraboloides liegt sie unendlich fem in der 
anderen Symraetrieebene yj. Im letzteren Falle ist yj der unendlich 
fernen Ebene zugeordnet, im ersteren sind die beiden von y ver- 
schiedenen Symmetrieebenen einander in der Involution zugeordnet 
(Nr. 193). 

200. Die Paare reziproker Pole E^ E^ werden also, wenn die 
Fläche F^ zweiter Ordnung einen Mittelpunkt hat, aus jeder der drei 
Hauptachsen und ihrer drei Polaren durch Ebenenpaare einer Involu- 
tion projiziert. In drei dieser Involutionen sind je zwei der drei 
Symmetrieebenen einander, in den drei übrigen ist je eine Symmetrie- 
ebene der unendlich fernen Ebene zugeordnet Das Produkt der Ab- 
stände reziproker Pole von einer beliebigen Symmetrieebene ist folg- 
lich konstant (vgl. L Abt, Seite 161); die rechtwinkligen Koordinaten 
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X, y, X und Xi, i/i, «1 dieser Pole bezüglich der drei Symmetrieebeaen 
genügen also drei Gleichungen: 

worin ^, 5, C Konstante bezeichnen. Die reziproken Pole sind kon- 
jugiert in Bezug auf zweifach unendlich viele Flächen zweiter Ordnung; 
die Gleichung dieser Flächen ist: 

und zwar bezeichnen darin X und pi zwei willkürliche Parameter. 
Sechs dieser Flächen zerfallen in die reellen oder imaginären Doppel- 
ebenen jener sechs Involutionen. Eine genauere Untersuchung lehrt, 
daß in reelle Ebenen nur drei dieser Flächen zerfallen, wenn die 
Fläche F^ ein EUipsoid oder ein zweischaliges Hyperboloid ist, und 
nur zwei, wenn F^ ein einschaliges Hyperboloid oder imaginär ist 

Die Paare reziproker Ebenen e, Sj werden von jeder der drei 
Hauptachsen und ihrer drei unendlich fernen Polaren in Punktepaaren 
einer Involution geschnitten. Dieses folgt aus dem Vorhergehenden, 
weil 6 und e^ die Polarebenen von zwei reziproken Polen JF, E^ sind. 
Die reziproken Ebenen sind konjugiert in Bezug auf zweifach unend- 
lich viele Flächen zweiter Klasse, von denen sechs in je zwei reelle 
oder imaginäre Punkte, nämlich in die Doppelpunkte von je einer 
der sechs Punktinvolutionen zerfallen. 

201. Ist die Fläche F^ ein Paraboloid, so werden die Paare rezi- 
proker Pole E^ Ey aus der Hauptachse, ihrer unendlich fernen Polare 
und den unendlich fernen Geraden der beiden Synunetrieebenen durch 
Ebenenpaare je einer Involution projiziert In der ersten dieser vier 
Involutionen sind die beiden Symmetrieebenen einander zugeordnet; 
die zweite hat eine unendlich ferne Doppelebene, in der dritten und 
vierten ist die unendlich ferne Ebene je einer der Symmetrieebenen 
zugeordnet Die Verbindungsstrecken reziproker Pole werden alle von 
einer zu der Hauptachse normalen Ebene gehälftet, nämlich von der 
anderen Doppelebene der zweiten Involution. Die Koordinaten der 
reziproken Pole E^ E^ bezüglich drei normaler Ebenen, von denen 
zwei mit den Symmetrieebenen zusammenfallen, genügen demnach 
drei Gleichungen: 

^1^ _ Vit _ H+^ _ 1 
A ~ B ~ 2c ~ ' 

worin Ä^ 5, c Konstante bezeichnen. Die reziproken Pole sind kon- 
jugiert bezüglich zweifach imendlich vieler Paraboloide, welche durch 
die Gleichung: 
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dargestellt werden. Vier dieser Paraboloide zerfallen in je zwei Ebenen, 
nämlich in die Doppelebenen von je einer der vier Involutionen. 

Die Paare reziproker Ebenen e, s^ werden von den Achsen der 
vier Ebeneninvolutionen in Punktepaaren je einer Involution geschnitten, 
insbesondere von der Hauptachse des Paraboloides in den Punktepaaren 
einer symmetrischen Involution, die einen unendlich fernen Doppel- 
punkt hat. Die reziproken Ebenen sind konjugiert bezüglich zweifach 
unendlich vieler Paraboloide, von denen vier in je zwei Punkte, näm- 
lich in die reellen oder imaginären Doppelpunkte von je einer der 
vier Punktinvolutionen zerfallen. 

202. Wenn der eine der reziproken Pole E^ E^ eine beliebige 
Gerade g oder Ebene 9 beschreibt, so beschreibt der andere eine zu 
g projektive kubische Baumkurve g\ bezw. eine auf 9 Punkt für Punkt 
abgebildete Fläche F\, Die reziproken Pole werden ja aus gewissen 
drei unendlich fernen Geraden und aus den Hauptachsen durch Ebenen- 
paare von Involutionen projiziert, und wenn der eine Pol die Gerade g 
durchläuft, so beschreiben folglich die Ebenen dieser Paare lauter pro- 
jektive Ebenenbüßchel, welche teils zu der Punktreihe g perspektiv 
sind, teils die kubische Raumkurve g\ erzeugen. Diese Raumkurve 
geht durch die unendlich fernen Pole der Symmetrieebenen und durch 
den Pol der unendlich fernen Ebene (Nr. 193). Die Fläche jPf , deren 
Punkte zu denen einer Ebene 9 reziprok sind, hat mit der beliebigen 
Geraden g höchstens drei Punkte gemein, weil von g\ höchstens drei 
Punkte in 9 liegen; sie ist also von der dritten Ordnung. Die Pole 
der Symmetrieebenen und der unendlich fernen Ebene sind Doppel- 
punkte von T\\ zu jedem von ihnen sind die Punkte einer Geraden 
von 9 reziprok (Nr. 193). 

203. Die Ebene 9 schneidet die Fläche F\ in einer Kurve C^ 
dritter Ordnung, deren Punkte paai*weise reziproke Pole sind. Sie 
hat mit den 00 * Flächen zweiter Ordnung, in Bezug auf welche je 
zwei reziproke Pole konjugiert sind (Nr. 200), die Kegelschnitte eines 
Netzes gemein; denn die reziproken Pole auf C* sind auch bezüglich 
dieser Kegelschnitte konjugiert und bilden folglich die Punktepaare 
eines „Heeres" (einer Scharschar) von Kegelschnitten (vgl. I. Abt., 
Seite 280). Auf G^ liegen die Doppelpunkte aller Strahlenpaare des 
Netzes (L Abt., Seite 281); in jedem Punkte von C* berührt die 
Ebene 9 eine jener Flächen zweiter Ordnung, indem sie die Fläche 
in einem Strahlenpaare schneidet Diese Strahlenpaare umhüllen eine 
Kurve T^ dritter Klasse; jede Tangente von T^ aber schneidet die 
Kegelschnitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution, deren 
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Doppelpunkte aiif C liegen und zwei reziproke Pole sind (vgl. I. Abt, 
Seite 280, 281). Die Verbindungsgeraden reziproker Pole in 9 um- 
hüllen die Kurve P* dritter Klasse. 

204. Die Verbindungsgeraden reziproker Pole E, E^ bilden demnach 
einen kubischen Strahlenkomplex und sind die Geraden der (X)* Flächen 
zweiter Ordnung, für welche je zwei reziproke Pole konjugiert sind. 
Dieser Komplex enthält alle Durchmesser der gegebenen Fläche F^ 
und alle zu je einer Symmetrieebene von F^ normalen Greraden 
(Nr. 193), außerdem alle Geraden der Ebenenpaare, in welche je eine 
der (X)* Flächen zweiter Ordnung zerfällt. Die Koraplexkegel der 
Punkte dieser La. sechs Paar Ebenen zerfallen in die betreffende 
Ebene und je einen Kegel zweiter Ordnung. 

205. Die Schnittgeraden reziproker Ebenen e, t^ bilden gleichfalls 
einen kubischen Strahlenkomplex, der zu dem eben besprochenen polar 
ist in Bezug auf F^. Sie sind die Geraden der 00 * Flächen zweiter 
Klasse, für welche je zwei reziproke Ebenen konjugiert sind. Nun 
sind aber je zwei reziproke Ebenen e, Sj normal und bezüglich 
der Fläche F^ konjugiert (Nr. 193); sie sind deshalb auch konjugiert 
bezüglich aller zu J?'* konfokalen Flächen zweiter Klasse (Seite 230). 
Der kubische Komplex enthält daher auch die Geraden dieser kon- 
fokalen Flächen, also aQe Fokalachsen der Fläche jP*. Er wird von 
Herrn Waelsch*), der ihn zuerst untersucht hat, der ,yPokalkomplex" 
der Fläche F* genannt Der Fokalkomplex besteht aus den Geraden, 
welche je zwei reziprok polare Achsen 6, e^ rechtwinklig schneiden 
(Nr. 193). Er enthält alle Geraden der unendlich fernen Ebene und 
der Symmetrieebenen von F^ und hat außer ihnen die Normalen 
von F^ mit dem quadratischen Achsenkomplex dieser Fläche gemein 
(Nr. 193). Die Normalen von F^ bilden, wie hieraus wieder sich 
ergibt, eine Kongruenz zweiter Klasse sechster Ordnung. 

206. Der Fokalkomplex enthält die Normalen jeder Kreisschnitt- 
ebene von F^ (Nr. 196), überhaupt aber die Strahlen von sechs Paar 
Punkten, von denen die drei Hauptachsen und ihre unendlich fernen 
Polaren je ein Paar enthalten (Nr. 200). Im Falle des Ellipsoides 
oder des zweischaligen Hyperboloides sind sechs dieser zwölf Punkte 
imaginär, in den sechs übrigen aber schneiden sich je zwei Normalen 
der vier reellen Kreispunkte der Fläche (Waelsch). In der Tat gehen 
durch jede Kreispunktnormale unendlich viele Paare reziproker Ebenen 
e, 61 (vgl. Nr. 193); diese haben mit den beiden Hauptachsen, welche 
die Normale schneiden, und mit der Polare der dritten Hauptachse je 
einen der sechs Punkte gemein (Nr. 200), und durch jeden dieser 

*) Waelsch, über das Normalensystem und die Zentralflache algebraischer 
Flächen u. s. w. in Nova Acta der Leopold.-Earolin. Akad. der Natarforscher, 1888, 
Bd. LII. 



Eonfokale Flächen zweiten Grades. 319 

drei Punkte geht eine der drei übrigen Kreispunktnormalen. Jede 
Gerade s, welche zwei Gerade g^ h der Fläche F^ rechtwinklig schneidet, 
liegt in dem Fokalkomplex (Waelsch). Denn die beiden von den 
Ebenen sg und sh gebildeten Flächenwinkel werden von zwei kon- 
jugierten normalen Ebenen gehalftet, und die konjugierten Normal- 
strahlen c, Cj dieser Ebenen sind durch g und h harmonisch getrennt 
und reziproke Polaren; die Gerade s aber schneidet e und e^ recht- 
winklig. 



Konfokale polare Räume, und konfokale Flächen 
zweiten Grades. 

207. „Wenn ein orthogonales Dreiflach sich so bewegt, daß seine 

„drei Ebenen a, ß, y drei konfokale Flächen a*, ß^ f* zweiten 

„Grades umhüllen, so beschreibt sein Mittelpunkt eine mit den 

„Flächen konzentrische Kugel x* oder, wenn die drei Flächen Para- 

„boloide sind, eine zu deren Hauptachse normale Ebene" (Bobillier*). 

Wir beweisen den Satz für den Fall, daß die konfokalen Flächen einen 

Mittelpunkt M haben, und bemerken zuvor, daß sich durch Spiegelungen 

an ihren drei Symmetrieebenen aus einer Lage des Dreiflachs i. a. 

sieben andere ableiten lassen. 

Wenn die zu einander normalen Ebenen a, ß sich bezw. an a* 
und ß* fortbewegen, während y fest bleibt, so umhüllen sie zwei kon- 
fokale, zu Y normale Tangentenzylinder der Flächen a*, ß* (Seite 230). 
Ihre zu einander normalen Spuren in y umhüllen folglich zwei konfokale 
Kegelschnitte; der Schnittpunkt dieser Spuren aber, d. h. der Mittel- 
punkt des Dreiflachs beschreibt in y einen Kreis (I. Abt., Seite 180), 
dessen Punkte von der Achse der konfokalen Zylinder und damit vom 
Mittelpunkte M der konfokalen Flächen a*, ß* gleichen Abstand haben. 
Wird nunmehr die Ebene ß in einer ihrer oo^ Lagen festgehalten, 
während a und y sich bezw. an a* und y* fortbewegen, so beschreibt 
der Mittelpunkt des orthogonalen Dreiflachs einen Kreis in ß, dessen 
Punkte ebenfalls von M gleichen Abstand haben. Die beiden Kreise 
in Y und ß aber schneiden sich, liegen also auf einer Kugel mit dem 
Mittelpunkt Jf, und diese Kugel x^ ist der Ort aller analog bestimmten 
Kreise. Sie enthält den Mittelpunkt jedes orthogonalen Dreiflachs, 



*) Bobillier beweist (in Gergonne, Annales de Math. 1829, T. 19, p. 329) 
den Satz analytisch, unterläßt es aber, die hier entwickelten Folgerungen daraas zu 
ziehen. Sein Theorem scheint bisher wenig Beachtung gefunden zu haben. 
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dessen Ebenen je eine der konfokalen Flächen a*, ß^ y* berühren, 
und insbesondere alle Schnittpunkte der drei Flächen, wenn solche 
existieren. — Für den Fall konfokaler Paxaboloide läßt sich der Satz 
analog beweisen. 

208. „Die Kugel x* ist auch der Ort der Punkte, in denen je' 
„eine gemeinschaftliche Tangente g von zwei der konfokalen Flächen 
„zu einer Berührungsebene der dritten normal ist" 

Denn in g schneiden' sich zwei Berührungsebenen der beiden Flächen 

rechtwinklig (Seite 231). Übrigens haben zwei zentrische konfokale 

Flächen zweiten Grades nur dann reelle Tangenten miteinander gemein 

und zwar oo*, wenn sie ungleichartig sind. Die oo* Tangenten der 

Krümmungskurve, in der sie sich schneiden, sind in der Kongruenz 

ihrer gemeinschaftlichen Tangenten enthalten; für sie gut also der Satz: 

„Die Punkte, in denen die Tangenten einer Krümmungskurve der 

„Fläche a* zu je einer Berührungsebene der mit a* konfokalen 

„Fläche Y* normal sind, liegen auf einer mit a* und y* konzentrischen 

„Kugel." 

Wenn a* ein Paraboloid ist, so liegen sie auf einer zur Hauptachse 

normalen Ebene. 

209. Nicht nur bestimmen die drei konfokalen Flächen a*, ß*, Y" 
zweiten Grades die mit ihnen konzentrische Kugel x*, sondern es be- 
stimmen auch je zwei von ihnen mit x* zusammen die dritte Fläche. 
Wenn nämlich der Mittelpunkt eines orthogonalen Dreiflachs die Kugel 
X* beschreibt, und zwei seiner Ebenen die Flächen a*, ß* umhüllen, 
so umhüllt die dritte Ebene die Fläche y*. Daraus ergibt sich folgende 
Konstruktion konfokaler Flächen, wenn ß* mit a* zusammenfällt Sei 
a* eine beliebige Fläche zweiten Grades und x* eine mit ihr kon- 
zentrische Kugel; errichtet man dann auf jedem der oo' Strahlen, in 
denen sich Berührungsebenen von a* rechtwinklig schneiden. Normal- 
ebenen in seinen Schnittpunkten mit x*, so umhüllen diese Ebenen 
eine mit a* konfokale Fläche y* zweiten Grades. Ist a* ein einschaliges 
Hyperboloid, so berührt die konfokale Fläche f * insbesondere die oc^ 
Ebenen, die zu je einem Strahle von a* in seinen Schnittpunkten mit 
x^ normal sind; denn in jedem Strahle von a* schneiden sich Berührungs- 
ebenen dieser Fläche rechtwinklig. 

210. Von den konfokalen Flächen a*, ß*, y* können zwei sich 
auf die Fokalkurven der dritten reduzieren, oder auch sie können mit- 
einander oder mit der dritten zusammenfallen. Der Satz von Bobillier 
enthält deshalb wichtige Spezialfälle, z. B. den Satz von Monge: 

„Die Mittelpunkte der orthogonalen Dreiflache, die einer Fläche 
„zweiten Grades umbeschrieben werden können, liegen auf einer mit 
„ihr konzentrischen Kugel oder, wenn die Fläche ein Paraboloid ist, 
„auf einer zur Hauptachse normalen Ebene." 



Eonfokale Flfichea zweiten Grades. 321 

Wenn ein orthogonales Dreiflach sich so bewegt, daß eine seiner Ebenen 
eine Fläche a' zweiten Grades umhüllt, und die übrigen beiden je 
eine Fokalkurve von a* fortwährend berühren, so beschreibt sein 
Mittelpunkt eine mit a* konzentrische Kugel y.K Jede Gerade, die 
die Kugel x* und beide Fokalkurven schneidet, ist in ihren Schnitt- 
punkten mit X* zu zwei Berührungsebenen der Fläche a* normal 
(vgl. Seite 235). Ist a* ein Paraboloid, so tritt an die Stelle der 
Kugel eine zur Hauptachse von a' normale Ebene. 

Die Ebenen, die die Fokalellipse (oder die Fokalhyperbel) eines 
einschaligen Hyperboloides a' berühren und zu je einem Strahl von 
a* normal sind, schneiden die zugehörigen Strahlen von a* recht- 
winklig in Punkten einer mit a* konzentrischen Kugel. 

211. Ein orthogonales Dreiflach, dessen Ebenen a, ß, y drei kon- 
fokale Flächen a*, ß*, f* bezw. berühren, kann sich so um seinen 
Mittelpunkt P drehen, daß a und ß zwei Tangentenkegel P(a*), P(ß*) 
der Flächen a', ß' umhüllen. Seine dritte Ebene f umhüllt dann den 
Tangentenkegel P(y*) von f* (Nr. 209). Die drei konzentrischen 
Tangentenkegel der konfokalen Flächen aber sind selbst konfckal 
(Seite 231). Wir schließen daraus: 

„Wenn zwei Ebenen oc, ß eines orthogonalen Dreiflachs konfokale 
„Kegel zweiter Ordnung umhüllen, so umhüllt auch die dritte Ebene y 
„einen Kegel zweiter Ordnung, der mit jenen konfokal ist Zugleich 
„beschreiben die Kanten des Dreiflacbs drei konzyklische Kegel 
„zweiter Ordnung" (vgl. I. Abt, Seite 224). 
Die von a und ß umhüllten konfokalen Kegel können zusammenfallen; 
dann ergibt sich: 

„Die Strahlen, in denen sich je zwei ßerührungsebenen eines 
„Kegels P(a*) zweiter Ordnung rechtwinklig schneiden, liegen auf 
„einem konzentrischen Kegel zweiter Ordnung und sind zu je einer 
„Berührungsebene eines mit P(a*) konfokalen Kegels normal." 
Der vorhergehende Satz ist umkehrbar. Wenn nämlich zwei Kanten 
eines orthogonalen Dreiflachs konzyklische Kegel zweiter Ordnung be- 
schreiben, so umhüllen seine Ebenen drei konfokale Kegel zweiter 
Ordnung, und alle drei Kanten beschreiben konzyklische KegeL 

212. Zwei konfokale Flächen a*, ß* zweiten Grades haben keine 
reellen Tangenten miteinander gemein, wenn eine die andere umschließt 
Sie haben oo* reeUe Tangenten gemein, darunter die oo* Tangenten 
einer Krümmungskurve, in der sie sich rechtwinklig schneiden, wenn 
irgend eine reelle Gerade g sie beide berührt Die Gerade g schneidet 
in einem beliebigen ihrer Punkte P drei andere gemeinschaftliche 
Tangenten ^r' von a* und ß*; denn die aus P den Flächen umbeschrie- 
benen Tangentenkegel P(a'), P(ß') sind konfokal und schneiden sich 

Heye, Q«ometrie der Lage. II. 4. Aufl. 21 
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rechtwinklig in g und di-ei anderen Strahlen g\ Die drei Strahlen g*^ 
liegen symmetrisch zu g bezüglich der drei Symmetrieebenen der Tan- 
gentenkegel, und i. a. fällt keiner von ihnen mit g zusammen. Mit 
g sind hiemach opV andere gemeinschaftliche Tangenten g' von a* 
und ß* Inzident; ebenso sind mit jeder von diesen Tangenten oo^ 
andere g" inzident 

213. Seien A^ B die Punkte, in denen die Gerade g die konfo- 
kalen Flächen a^, ß* berührt Wenn sich der Punkt P auf ^ dem 
Berührungspunkte A unendlich nähert, so geht der Tangentenkegel P(a*) 
über in die zugehörige Tangentialebene a der Fläche a^, indem er sieh 
beiderseits an a anlegt; zugleich vereinigt sich mit g eine der drei 
gemeinschaftlichen Tangenten g' von a* und ß*. Die Ebene a wird 
Symmetrieebene und g wird ein Scheitelstrahl des Tangentenkegels A (ß*;, 
die beiden konsekutiven, d. h. einander unendlich nahen gemeinschaft- 
lichen Tangenten g^ g' von a* und ß* aber schneiden sich in A und 
liegen in der zu a normalen Ebene ß, welche die Fläche ß* in B und 
den Tangentenkegel ^(ß^) längs seines Scheit^lstrahles g berührt 
Hieraus ergibt sich: 

„Jede gemeinschaftliche Tangente g der konfokalen Flächen a*, ß* 
„schneidet in ihrem Berührungspunkte A mit a* eine ihr unendlich 
„nahe gemeinschaftliche Tangente g' und liegt mit ihr in einer zu 
„a* im Punkte A normalen Berührungsebene der Fläche ß^ Über- 
„haupt wenn zwei konsekutive gemeinschaftliche Tangenten der kon- 
„fokfiden Flächen inzident sind, so liegt ihr Schnittpunkt auf einer 
„der beiden Flächen, und ihre Ebene ist in dem Schnittpunkt zu 
„dieser Fläche normal und berührt die andere Fläche." 

214. Eine gemeinschaftliche Tangente (7 von a* und ß* kann sich 
hiemach so bewegen, daß sie diese konfokalen Flächen fortwährend 
(in verschiedenen Punkten) berührt und die abwickelbare Tangenten- 
fläche einer auf a* liegenden Eaumkurve beschreibt Die Ebene 
konsekutiver Tangenten berührt dann die Fläche ß*, schmiegt sich der 
Baumkurve in dem Schnittpunkt der Tangenten an und ist in diesem 
Punkte zu der Fläche a* normal. Die Baumkurve ist also eine „geo- 
dätische Kurve" der Fläche a*, d. h. eine solche, deren Schmiegungs- 
ebenen in den zugehörigen Kurvenpunkten zu der Fläche normal sind. 
Ein über die Fläche gespannter feiner Faden legt sich bekanntlich, 
wenn keine Beibung ihn hindert, längs einer geodätischen Kurve an 
die Fläche an, und diese Kurve ist auf der Fläche bestimmt, wenn 
von ihr eine Tangente g gegeben ist Da nun eine beliebige Tangente 
der Fläche a* von einer mit a* konfokalen Fläche zweiten Grades 
berührt wird, so ergibt sich: 

„Die 00* Tangenten und Schmiegungsebenen einer geodätischen 
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„Kurve der Hache a* zweiten Grades berühren eine mit a* kon- 

„fokale Fläche ß«" (Chasles*). 
Für alle geodätischen Kurven auf a*, die eine Krümmungskurve dieser 
Fläche berühren, ergibt sich eine und dieselbe Fläche ß^ (Chasles); 
denn diese geht durch die Berührungspunkte und schneidet a* recht- 
winklig in der Krümmungskurve. 

215. „Die Punkte, in denen die Tangenten einer geodätischen 
„Kurve der Fläche a* zu je einer Berührungsebene einer mit a* 
„konfokalen Fläche f* normal sind, liegen auf einer mit a* und y* 
„konzentrischen Kugel. Für alle geodätischen Kurven auf a*, die 
„eine Krümmungskurve dieser Fläche berühren, erhält man eine 
„und dieselbe Kugel" (Nr. 208, 214). — 

216. Die Pole einer Ebene e bezüglich konfokaler Räume IT, ITi, 
TTg, ... liegen auf dem konjugierten Normalstrahl e der Ebene; sie 
beschreiben, wenn sich e um einen Punkt S dreht, affine, zu dem 
Ebenenbündel 8 korrelative Punktfelder in den Polarebenen a, a^^ 
^2, ... des Punktes Ä Die affinen Felder aber erzeugen i. a. die 
Biplanaren eines kubischen Ebenengewindes, das die unendlich ferne 
Ebene enthält. Daraus folgt: 

„Die Polarebenen eines Punktes 8 bezüglich konfokaler polarer 
„Räume bilden i. a. ein parabolisches kubisches Ebenengewinde, 
„d. h. sie sind die Schmiegungsebenen einer Raumparäbel. Die kon- 
„jugierten Normalstrahlen der durch 8 gehenden Ebenen sind die 
„Biplanaren des Ebenengewindes." 
Das Ebenengewinde enthält die Symmetrieebenen der polaren Räume 
und die ihrer polaren Bündel mit dem Mittelpunkt 8, 

Wenn der Punkt 8 in einer Symmetrieebene y der polaren Räume 
liegt, so zerfällt das kubische Ebenengewinde in einen Ebenönbüschel 
zweiter Ordnung, der einen zu f normalen parabolischen Zylinder ein- 
hüllt, und einen Büschel erster Ordnung, der die Polare von 8 be- 
züglich des in y enthaltenen Fokalfeldes zur Achse hat In den kon- 
jugierten Normalstrahlen der durch 8 gehenden Ebenen schneiden sich 
je zwei Ebenen dieser Büschel. 

217. Jede durch 8 gehende Ebene t und ihr konjugierter Normal- 
strahl e schneiden die Symmetrieebene y der konfokalen polaren Räume 
IT, n,, IT,, ... in einem Strahle und in dessen Pol bezüglich des in 
Y enthaltenen Fokalfeldes (Seite 227); sie schneiden die Polarebene a 
von 8 bezüglich des polaren Raumes IT in einem Strahle und in dessen 
Pol bezüglich des in a gelegenen polaren Feldes von IT. Die Polare 
der Geraden ay in Bezug auf IT geht durch 8 und ist zu der Symmetrie- 



*) Chasles in Lioaville, Journal de Math. 1846, T. II, p. 10 n. 11. 
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Fig. 88. 



Ebene f normal; sie schneidet o in dem Pole E der Ebene e, die den 
Punkt S mit ay verbindet (Kg. 33), der konjugierte Normalstrahl e 

dieser Ebene aber geht durch E 
und den Pol P der Geraden ay 
bezüglich des Fokalfeldes y. 

218. Nun gibt es oo* kon- 
fokale polare Bäume II', IT/, 
ITj', . . ., die das polare Feld c 
Ton n zum Fokalfeld haben; sie 
weisen jeder Ebene des Bündels 
S denselben konjugierten Nor- 
malstrahl zu wie der polare 
Baum IT, und in Bezug auf sie 
ist PE der konjugierte Nonnal- 
strahl von e, und SE der von y- Die Pole von y bezüglich dieser 
oo* polaren Bäume liegen also auf SE^ und S ist der Pol von y in 
Bezug auf einen bestimmten IT' der Bäume (Seite 228). Der polare 
Baum IT' aber hat nicht nur das polare Feld a von IT zum Fokalfeld, 
sondern er enthält auch das polare Feld y, das ein Fokalfeld von IT 
ist Demnach gilt der Satz: 

„Ist von zwei polaren Feldern a, y ^^ öii^ö ^ ^ einem polaren 
„Baum TI ejithalten, der das andere y zum Fokalfeld hat, so ist auch 
„dieses Feld y in einem polaren Baum IT' enthalten, der das polare 
„Feld a zum Fokalfeld hat Der Pol S der Ebene a in Bezug auf 
„IT ist zugleich Pol der Ebene y in Bezug auf IT', und jede durch 
„S gehende Ebene hat in Bezug auf TI und IT' einen und denselben 
„konjugierten NormalstrahL" 
Der polare Baum II' ist rotatorisch, wenn a ein zirkulär polares Feld 
von TI ist 

219. Falls eines oder jedes der polaren Felder eine reelle Inzidenz- 
kurve hat, so folgt hieraus insbesondere: 

„Jedes polare Feld eines polaren Baumes IT ist Fokalfeld, und 

,Jeder Kegelschnitt seiner Inzidenzfläche ist Fokalkurve konfokaler 

„Flächen zweiten Grades, von denen durch die Fokalkurven von II 

„je eine geht Liegt von zwei Kegelschnitten der eine a* auf einer 

„Fläche a* zweiten Grades, der den anderen zur Fokalkurve hat, so 

„liegt zugleich dieser andere auf einer Fläche af zweiten Grades, 

„die den ersteren zur Fokalkurve hat" 

Der Kegelschnitt a* auf a* ist Fokalkurve von oo* konfokalen Flächen 

zweiten Grades. Durch jede Fokalkurve y* von a* geht eine af dieser 

Flächen. 

220. Es gibt oo^ polare Bäume, die den Punkt S der Ebene c 
als Pol zuordnen und mit IT das polare Feld c und den polaren 
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Bündel S gemein haben. Ihre co* Inzidonzflächen berühren sich, 
wenn das polare Feld c eine reelle Inzidenzkurve hat, längs dieser 
Kurve und heißen deshalb nach Chasles „einander um- oder ein- 
geschrieben"; S ist der Mittelpunkt ihres gemeinschaftlichen Tangenten- 
kegels und heißt ihr „Berührungspol". Die cx) ^ polaren Bäume ordnen 
jeder Ebene des Bündels S denselben Pol und denselben konjugierten 
Normalstrahl zu, wie der polare Baum IT. Auch die cx) * zu je einem 
von ihnen konfokalen polaren Bäume weisen folgUch jeder Ebene von 
S denselben konjugierten Normalstrahl zu, wie der polare Baum IT. 

221. Seien nun a*, af. zwei einander eingeschriebene Flächen 
zweiten Grades, S ihr Berührungspol und S* ihr gemeinsamer Tan- 
gentenkegel. Die beiden Scharen konfokaler Tangentenkegel, die aus 
S den mit a* oder mit aj konfokalen Flächen umbeschrieben werden 
können, haben dann den Kegel S* gemein und sind folglich identisch. 
Jeder Strahlenkegel, der einer mit a* konfokalen Fläche ß* aus dem 
Punkte S umbeschrieben ist, ist also zugleich einer mit a\ konfokaJen 
Fläche ßf umbeschrieben. Aber eine beliebige Berührungsebene des 
Kegels hat bezüglich der Flächen a*, af, ß* und ß* einen und den- 
selben konjugierten Normalstrahl und berührt deshalb ß* und ßj in 
ihrem Schnittpunkt mit diesem Strahle. Also berühren sich die Flächen 
ß*, ßf längs eines Kegelschnittes, und es ergibt sich: 

„Wenn zwei Flächen a*, af zweiten Grades einander eingeschrieben 

„sind, so sind die oc* mit je einer von ihnen konfokalen Flächen 

„paarweise einander eingeschrieben, haben auch paarweise denselben 

„Berührungspol wie a^ und af (Chasles*). Die Fokalkurven von 

„a* oder af insbesondere liegen auf je einer mit af bezw. a* kon- 

„fokalen Fläche. Die oc ^ Berührungskegelschnitte der einander ein- 

„geschriebenen Flächen liegen in den Schmiegungsebenen einer Baum- 

„parabel" (Nr. 216). 

Die Berührungskurven sind teils reell, teils imaginär; wir gehen jedoch 

auf die imaginären nicht näher ein. Eine der Flächen a*, aj kann 

sich auf einen Kegelschnitt der anderen reduzieren. 

222. Wir können den soeben bewiesenen Satz umkehren, nämlich : 
„Sind zwei konfokalen Flächen a*, ß* zweiten Grades aus einem 

„Punkte S Tangentenkegel umbeschrieben, und sind ihnen längs ihrer 
„Berührungskegelschnitte je oo^ Flächen zweiten Grades af bezw. 
„ßf eingeschrieben, so ist jede der Flächen af mit einer der 
„Flächen ßf konfokal. Insbesondere ist der Berührungskegelschnitt 
„auf der einen Fläche a* Fokalkurve einer Fläche ßf zweiten Grades, 
„die die andere ß* längs ihres Berührungskegelschiiittes tangiert" 
(Chasles). 



*) Chasles in Uoaville, Jonnial de Math. (1860), 2« Serie, T. Y, p. 447—454. 
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Für die oc^ Flächen af, ßj aber läßt sich noch folgendes beweisen: 

„Die gemeinschaftlichen Berührungsebenen von zwei beliebigen 

„dieser Flächen aj, ßf haben von S gleichen Abstand, berühren 

„also eine Kugel, deren Mittelpunkt S ist" (Chasles). 

Sind nämlich 9, 9' zwei der gemeinschaftlichen Berührungsebenen 

und 6, 6^ zwei durch sie harmonisch getrennte Ebenen, so sind e 

und ©1 konjugiert bezüglich af und ßf . Auf e^ liegen also die Pole 

von e in Bezug auf aj und ßf; diese aber sind, wenn e durch S 

geht, identisch mit den Polen von e bezüglich der konfokalen Flächen 

a*, ß* und liegen auf dem konjugierten Normalstrahl der Ebene c. 

Die konjugierten Ebenen e, s^ schneiden sich also rechtwinklig, wenn 

e durch 8 geht; sie hälften die von 9 und 9' gebildeten Nebenwinkel, 

und S hat folglich gleichen Abstand von 9 und 9', wie der Satz 

behauptet*) 

223. Die Flächen aj, ßf können sich auf die Berührungskurven 
der Tangentenkegel reduzieren, die aus S den konfokalen Flächen a*, 
ß* umbeschrieben sind; auch die gemeinschaftlichen Berührungsebenen 
dieser beiden Kegelschnitte berühren eine Kugel mit dem Mittelpunkt S. 
Ist ß* eine Fokalkurve von a*, so ergibt sich insbesondere: 

„Die Ebenen, welche eine Fokalkurve der Fläche a* zweiten Grades 
„und zugleich einen auf a* liegenden Kegelschnitt berühren, haben 
„vom Pole S der Ebene des Kegelschnitts gleichen Abstand, berühren 
„also eine Kugel, deren Mittelpunkt S ist" 

224. Durch eine sphärisch polare Korrelation mit beliebigem Mittel- 
punkte M werden konfokale Flächen $* in „konzyklische" Flächen F^ 
zweiten Grades transformiert, deren Kreise nämlich alle in den Ebenen 
zweier Parallelebenenbüschel liegen. Die beiden durch JJf gehenden Fokal- 
achsen /*, /i der konfokalen Flächen werden nämlich in zwei unendlich 
ferne Gerade transformiert, ihre orthogonalen Involutionen konjugierter 
Ebenen aber in zwei unendlich ferne Punktinvolutionen. Die Punkte- 
paare dieser Involutionen bestehen aus je zwei Punkten, die bezüglich 
der 00 ^ Flächen F^ konjugiert sind und aus jedem eigentlichen Punkte 
durch sich rechtwinklig schneidende Strahlen projiziert werden. Jede 
zu f oder f^ normale Ebene enthält eine der beiden Punktinvolutionen 
und hat mit den 00^ Flächen JP* je einen reellen oder imaginären 
Kreis gemein. Die Polarebenen eines beliebigen Punktes bezüglich 
der konzyklischen Flächen F^ gehen alle durch eine Gerade, weil die 
Pole einer Ebene bezüglich der konfokalen Flächen $* auf einer 
Geraden liegen^ Durch jeden Punkt geht eine der Flächen F*; eine 
beliebige Ebene berührt drei von ihnen in Punkten, die aus M durch 
drei normale Strahlen projiziert werden. Die Mittelpunkte der kon- 



*) Diesen Beweis verdanke ich Herrn J oll es. 
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zyklischen Elächea liegen i. a. mit M auf einer gleichseitigen Raum- 
hyperbel; denn durch die sphärisch polare Korrelation werden sie in 
die Polarebenen von M bezüglich der konfokalen Flächen $* trans- 
formiert, also in die Schmiegungsebenen einer Eaumparabel (Nr. 216). 
Eine sphärisch polare Korrelation, deren Mittelpunkt M auf einer 
der beiden Fokalkurven liegt, transformiert die konfokalen Flächen in 
konzyklische Botationsflächen zweiten Orades, deren Botationsachsen 
zu der Tangente der Fokalkurve in M parallel sind. Die Mittelpunkte 
dieser Rotationsflächen liegen i. a. mit M auf einer gleichseitigen 
Hyperbel in der Ebene der Fokalkurve. 



Fokale Eigenschaften kollinearer Räume.*) 

225. Seien S, 2^ zwei kollineare, nicht affine Räume und bezw. 
jjL, Vj ihre Fluchtebenen, v, [ij ihre unendlich fernen Ebenen. Als Schnitt 
eines orthogonalen Strahlenbündels mit |jLi erhalten wir in der unend- 
lich fernen Ebene von 2^ ein polares Feld, dessen Inzidenzkurve der 
unendlich ferne imaginäre Kugelkreis ist (vgl. Seite 97). Diesem Felde 
entspricht in der Fluchtebene [x von 2 ein polares Feld mit imaginärer 
Inzidenzkurve; und zwar gehen zwei Ebenen oder Strahlen des Raumes 
2 nur dann durch konjugierte Strahlen bezw. Punkte des polaren 
Feldes |jl, wenn ihnen in 2^ zwei zu einander normale Ebenen oder 
Strahlen entsprechen. • Die beiden Ebenen oder Strahlen von 2 mögen 
in diesem Falle selbst als „konjugiert" bezeichnet werden. Jeder ortho- 
gonalen Involution von Ebenen oder Strahlen des Raumes 2^ entspricht 
hiemach eine Involution konjugierter Ebenen bezw. Strahlen in 2i. 
Eine Ebene und eine Gerade von 2 nennen wir konjugiert, wenn sie 
mit dem polaren Feld |jl eine Gerade und deren Fol gemein haben; 
ihnen entsprechen in 2| eine Ebene und eine Gerade, die zu einander 
normal sind. 

226. In der Fluchtebene von 2^ erhalten wir ebenso ein polares 
Feld Vj, dem der Schnitt der unendlich fernen Ebene v von 2 mit einem 
orthogonalen Strahlenbündel entspricht Zwei zu einander normalen 
Ebenen oder Strahlen des Raumes 2 entsprechen zwei „konjugierte" 
Ebenen bezw. Strahlen in 2^, d. h. solche, die durch zwei konjugierte 



*) Vgl. Henry J. S. Smith, On the focal properties of homographic fignres 
(Pioceedings London Math. Society 1869, VoL 11 and Colleöted Math. Papers I, 
p. 545); Reye, Über die fokalen Eigenschaften kollinearer Gebilde (Math. Annalen 
46, Seite 428). 
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Strahlen bezw. Punkte des polaren Feldes Vj gehen. Zu einander nor- 
malen konjugierten Ebenen oder Strahlen von 2 entsprechen allemal 
konjugierte normale Ebenen bezw. Strahlen des Raumes Sj. Die In- 
volutionen konjugierter Punkte oder Strahlen der polaren Felder v„ 
|JL sind alle elliptisch. 

227. Jede Gerade g von {jl enthält eine dieser Involutionen kon- 
jugierter Punkte; sie ist die Achse eines Kreises, aus dessen Punkten 
die Involution durch rechtwinklige Strahleninvolutionen projiziert wird. 
Jedem dieser rechtwinkligen Büschel von 2 aber entspricht in S^ ein 
rechtwinklig involutorischer und folglich mit ihm kongruenter Strahlen- 
büschel. Der Raum 2 enthält oo' Strahlenbüschel erster Ordnung, 
die mit den entsprechenden Strahlenbüscheln des Raumes S^ kongruent 
sind; eine beliebige Ebene enthält zwei von ihnen (Nr. 26). Dreht 
sich einer dieser Büschel um die Fluchtgerade g seiner Ebene, so daß 
sein Mittelpunkt S einen Kreis um die Achse g beschreibt, so bleibt 
der entsprechende Büschel S^ in S^ mit ihm kongruent; die Ebene 
des Büschels S^ aber verschiebt sich parallel, und sein Mittelpunkt 
beschreibt eine Hyperbel 

228. Das polare Feld |i hat eine Involution konjugierter Durch- 
messer, die sich in seinem Mittelpunkt M schneiden; es ist zirkulär, 
wenn diese Involution orthogonal ist In diesem besonderen Fall wird 
die Involution seiner unendlich fernen konjugierten Punkte aus einem 
beliebigen Punkte P von 2 durch einen rechtwinklig involutorischen 
Strahlenbüschel projiziert, und diesem entspricht in Si ein ebensolcher, 
mit ihm kongruenter Strahlenbüschel Pj. Auch die homologen un- 
endlich fernen Punktreihen der Fluchtebenen [jl, Vj sind folglich kon- 
gruent, je zwei zu [jl bezw. v^ parallele homologe Felder von 2 und 
Sj aber sind ähnlich, und unter ihnen gibt es zwei Paar kongruente 
homologe Felder (vgl. Seite 18). Die kollinearen Räume S, S^ können 
in diesem Falle auf zwei Arten in Perspektive Lage gebracht werden; 
sie enthalten zwei Paar kongruente homologe Strahlenbündel und zwei 
Büschel homologer Kugeln mit proportionalen Radien (vgl. Nr. 34). 
Wir schließen diesen Spezialfall von jetzt an aus. 

229. Das polare Feld [jl hat i. a. nur ein Paar zu einander nor- 
maler konjugierter Durchmesser, seine zwei Achsen. Zu einer be- 
liebigen Ebene e sind im Räume 2 unendlich viele Ebenen konjugiert 
und zugleich normal; sie schneiden sich in der zu e konjugierten und 
normalen Geraden 6, die das polare Feld [jl in dem Pole der Geraden (jis 
trifft. Wir nennen e den „konjugierten Normalstrahl" der Ebene e 
und e die „konjugierte Normalebene" des Strahles e. Ihnen entsprechen 
in S^ ein Strahl e^ und eine Ebene e,, die zu einander ^tormal und 
bezüglich des polaren Feldes Vj konjugiert sind. 

230. Die zu |jl parallelen Ebenen von S haben einen und den* 
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selben konjugierten Normalstrahl h. Dieser ist zu der Fluchtebene \l 
in ihrem Mittelpunkte M normal und möge die „Hauptgerade^^ des 
Baumes 2 heißen. Ihm entspricht die Hauptgerade h^ von 2^, die 
zu der Fluchtebene v^ in deren Mittelpunkte N^ normal ist Weil die 
beiden Achsen des polaren Feldes [jl konjugiert und zu einander normal 
sind, so liegen sie mit der Hauptgeraden h in zwei konjugierten nor- 
malen Ebenen o^ ß, denen in Sj zwei normale, durch \ gehende Ebenen 
ttj, ß, entsprechen. Wir nennen a, ß bezw. a^, ßj die ^,Hauptebenen" 
von 2 bezw. Sj-. Jeder zu der Hauptebene a oder ß normale Strahl 
kann als ihr konjugierter Normalstrahl aufgefaßt werden, denn er ent- 
hält den unendlich fernen Pol der Achse [la bezw. [iß bezüglich des 
polaren Feldes |jl. Ihm entspricht in 2^ ein zu ol^ bezw. ß^ normaler 
Strahl. Jeder durch den Mittelpunkt M gehende Strahl ist konjugierter 
Normalstrahl der unendlich fernen Ebene v von 2, und jeder zu |jl 
normale Strahl ein solcher der Fluchtebene |jl (vgl. Nr. 229). 

231. Jede Ebene e des Baumes 2 und ihr konjugierter Normal- 
strahl e sind konjugiert bezüglich der oo^ konfokalen Flächen zweiten 
Grades, die das polare Feld [jl zum Fokalfeld haben (Seite 228); ebenso 
sind je zwei konjugierte normale Ebenen des Baumes 2 bezüglich der 
konfokalen Flächen konjugiert. Diese oo^ Flächen haben [i, a und ß 
zu Symmetrieebenen und das von jji, a, ß und der unendlich fernen 
Ebene v gebildete Tetraeder zum Polartetraeder; sie haben die kon- 
jugierten Normalstrahlen der oo' Ebenen von 2 zu gemeinsamen 
Achsen. Im Baume 2^ entsprechen ihnen oo ^ Flächen zweiten Grades, 
die das Tetraeder der vier Ebenen [jli, aj, ß^, v^ zum Polartetraeder 
und folglich Vj, a, und ß^ zu Symmetrieebenen haben; auch diese 
CO* Flächen aber sind konfokal und haben das polare Feld v^ zum 
Fokalfeld, weil jede Ebene e^ von 2^ ihrem konjugierten Normalstrahl 
ej in Bezug auf die oo* Flächen konjugiert ist 

232. Die konfokalen Flächen in jedem der kollinearen Bäume 2, 2^ 
sind teils Ellipsoide, teils einschalige, teils zweischalige Hyperboloide. 
Jedem der konfokalen Ellipsoide des einen Baumes entspricht in dem 
anderen ein zweischaliges Hyperboloid, das mit der zugehörigen Flucht- 
ebene keinen reellen Punkt, mit der unendlich fernen Ebene aber 
einen reellen Kegelschnitt gemein hat. Jedem der konfokalen ein- 
schaligen Hyperboloide des einen Baumes und seinen Geraden ent- 
sprechen in dem anderen Baume ein einschaliges Hyperboloid und 
dessen gerade Linien. Die Geraden der konfokalen Flächen in 2 aber 
sind die Fokalachsen dieser Flächen (Seite 231); ihnen entsprechen 
die Fokalachsen der konfokalen Flächen des Baumes 2i. Homologe 
Fokalachsen /J f^^ der kollinearen Bäume 2, 2^ sind die Achsen kon- 
gruenter homologer Ebenenbüschel; denn je zwei zu einander normale 
Ebenen des Büschels f sind konjugierte Ebenen von 2, und ihnen 
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entsprechen in Sj zwei konjugierte normale Ebenen des Büschels /i- 
Es gibt also im Räume 2 zweifach unendlich viele Ebenenbüschel, 
die mit ihren entsprechenden Ebenenbüscheln in 2^ kongruent sind; 
ihre oo' Achsen sind die Fokalachsen der konfokalen Flächen in 2, 
sie liegen scharenweise auf je einer dieser Flächen. 

233. Konfokale Flächen zweiten Grades schneiden sich bekannt- 
lich rechtwinklig in ihren Krümmungskurven (Seite 234). Von einer 
beliebigen der konfokalen Flächen des Raumes 2 und der ihr ent- 
sprechenden Fläche in 2^ entsprechen deshalb die Krümmungskurven 
paarweise einander, außerdem nicht nur die Berührungsebenen, sondern 
auch die Normalen homologer Punkte als die konjugierten Normal- 
strahlen dieser Ebenen, folglich auch die Krümmungsmittelpunkte, 
Hauptnormalebenen (Seite 234) und abwickelbaren Normalenflächen. 
Auch die Normalebenen der beiden kollinearen Flächen in homologen 
Punkten entsprechen paarweise einander*). 

234. Wir beziehen die kollinearen Räume 2, 2i durch recht- 
winklige Koordinaten auf ihre Flucht- und Hauptebenen [jl, a, ß bezw. 
"^15 *i) ßi) ^^d zwar wählen wir zu Achsen der y und x die Flucht- 
geraden von a und ß bezw. von a^ und ßj, zu Achsen der x aber 
die Hauptgeraden A = aß, Aj = a^ßj. Bezeichnen c, c^ und rf, d^ die 
Parameter der homologen Felder a, a^ bezw. ß, ßj, so ergeben sich 
sofort die kanonischen Gleichungen der räumlichen Kollineation (vgL 
Nr. 35): 

a:iCi = cCi = ddj, y^i^^^^Vit xx^^^dx^^ 

oder x^x^=c^c=^d^d^ ^1^ = ^12/? ^i^=^d^x, 

235. In den kollinearen Räumen 2, 2^ gibt es oo* Paare homo- 
loger Kreise**); denn zwei nicht affine homologe Ebenen enthalten 
allemal zwei Büschel homologer Kreise (Nr. 32). Eine beliebige Kugel x 
von 2 enthält zwei Büschel reeller Kreise, denen in 2^ Kreise ent- 
sprechen. Ihr entspricht nämlich in 2| eine Fläche zweiter Ordnung, 
und diese wird von zwei Büscheln paralleler Ebenen in Kreisen k^ 
geschnitten (Seite 240), denen auf der Kugel x je ein Kreis k ent- 
spricht Die Ebenen dieser „Fokalkreise^^ k schneiden die Fluchtebene 
fjL von 2 in zwei Geraden a, a (Kilbinger), denn sie bilden zwei 
Büschel, die den beiden Büscheln paralleler Ebenen von 2^ entsprechen. 

236. Ändert sich die Kugel x so, daß sie einen bestimmten Fokal- 
kreis k' enthält und einen Kugelbüschel beschreibt, so bleibt von ihren 



*) Hieraus folgei-t schon üenry Smith, daß jeder geodätischen Kurve der 
einen Fläche eine geodätische Kurve der anderen entspricht, weil die Schmiegungs- 
ebenen einer geodätischen Kurve zu der Fläche normal sind. 

**) Kilbinger, Problem der homologen Kreise in kollinearen Räumen (Straßb. 
Inaug. Diss.), Bonn 1880. 



Fokale EigeDSchaften koUinearer Bäume. 331 

beiden ,^okalkreis- Achsen" o, a die eine a\ die mit W in einer Ebene 
liegt, unverändert Die übrigen ddrch a gehenden Ebenen schneiden 
demnach den Kugelbüschel in je einem Büschel von Fokalkreisen i, 
denen in S^ wieder Kreise entsprechen. Alle diese Fokalkreise k und 
die durch sie gelegten Kugeln haben a zur gemeinsamen Potenzachse; 
sie sind also in einem „Kugelbündel" enthalten, und ihre Mittelpunkte 
liegen in einer zu a normalen Ebene. Die Ebene enthält auch den 
Orthogonalkreis des Kugelbündels, den Ort seiner verschwindend 
kleinen Kugeln und Kreise. 

237. Durch den Fokalkreis k' gehen oo* Flächen zweiter Ordnung 
von S, denen in S^ Kugeln entsprechen. Eine beliebige x' von ihnen 
schneidet die durch k' gehenden Kugeln in k' und je einem andern 
Fokalkreise A, dessen Ebene die zweite zu der betreffenden Kugel 
gehörige Fokalkreisachse a zur Fluchtgeraden hat Aber die Ebenen 
dieser anderen Kreise k auf y,' sind parallel, ihre Schnittgeraden a 
mit der Fluchtebene |jl haben folglich gleiche Bichtung. Wenn sich 
also in 2 eine Kugel x so ändert, daß die eine a ihrer Fokalkreis- 
achsen ihre Lage beibehält, so verschiebt sich die andere a in |jl ohne 
ihre Richtung zu ändern (Kilbinger). 

238. Wir können die Kugel x so verändern, daß ihr Mittelpunkt 
auf eine der Hauptebenen d^ ß, etwa auf a fallt; dann entspricht ihr 
in 2i eine Fläche zweiter Ordnung, die aj zur Symmetrieebene hat, 
deren Kreise also paarweise synunetrisch liegen in Bezug auf a^. Die 
ihnen entsprechenden Fokalkreise auf x und die Fluchtgeraden ihrer 
Ebenen liegen dann paarweise symmetrisch bezüglich der Hauptebene a. 
Die beiden Fokalkreisachsen a, a einer beliebigen Kugel des Baumes 2 
bilden demnach mit der Hauptebene a und ebenso mit ß gleiche Winkel, 
sind aber nicht parallel. 
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Erste Abteilung. 18 Vorträge und 247 Aufgaben und Lehr- 
sätze. 4. Auflage. Mit 90 Figuren im Text 
Preis geheftet 8 Mark, in Halbfranz gebnnden 10 MadL 

Zweite Abteilung. 31 Vorträge und 238 Aufgaben und Lehr- 
sätze. 4. Auflage. Mit 33 Figuren im Text 
Preis febeftet IQ Mark, in Halbfranz gebunden 12 Mark. 

Dritte Abteilung. 19 Vorträge und 121 Aufgaben und Lehr- 
sätze. 3. Auflage. 
Preis gebeftet 6 Mark, in Halbfranz gebunden 8 Mark. 

Im ersten Teile werden vornehmlich die Kurven, Büschel, Strablenkeger und 
Regelscharen zweiter Oixlnang als Erzeugnisse einförmiger projektiver Grundgebilde 
untersucht 

Der zweite Teil handelt hauptsächlich von den Flächen zweiter Ordnung und 
den kubischen Raumkurven, welche durch reziproke bezw. kolfineare Bändel und 
Felder erzeugt werden. 

Im dritten Teile wendet sich der Verfasser vor allem zu den Erzeugnissen 
kollinearer Räume. . 



Aus einigen Beurteilungen dieses Werkes: 

Die Vorzüge der Geometrie der Lage werden durch dies vortreffliche Lehrbuch in 
das deutlichste Licht gesetzt. Die Anordnung und Reichhaltigkeit des darin behandelten 
Stoffes ist geradezu mustergültig. Der Inhalt bietet eine so große Fülle an Aufgaben und 
Lehrsätzen, daß jeder aufmerksame Leser zu aufrichtiger Bewunderung für den geistvollen 
Verfasser und zu warmem Interesse für den Gegenstand hingerissen wird. 

(Zeitschrift für Architektur und inaenleurwesen.) 

Man wird selten ein Buch finden, in welchem ein schwieriger Gegenstand so leicht 
und flüssig behandelt ist wie hier. Gleich im Anfange werden Anregungen gegeben, 
welche sofort zeigen, wo das Ganze hinsteuert. Zahlreiche Figuren sind eingestreut, und 
stets wird der Leser ermahnt, selbst zu konstruieren, um sich durch Übung und Anschau- 
ung zum Meister des Gegenstandes zu machen. Mit einem Worte: es handelt sich um ein 
Meisterwerk. (Zeitschrift fih* hOhere Schulen.) 

Zn bezieben dnrcb die meisten Bnchhandlnngen. 
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THE BORROWER WILL BF CHARGfD 
AN OVKRDUE F££ IFTHIJ, BOOK IS NOT 
RtTi RNED Tt> THE UBRARV ON OR 

Hl IURE THE LAST DATL STAMPED 
BELOW. NON-RECEIPT OF OVERDUE 
NÖTIGES DOES NOT EXEMPT THE 
BORROWER FROM OVERDUE FEES 
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